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本 书 是 美国 麻 省 理工 学 院 (MIT) 知名 教授 奥 本 海 姆 的 最 新 力作 ， 是 其 在 MIT 开 展 的 二 十 
余年 的 课程 建设 所 涉及 知识 体系 的 拓展 和 延伸 ， 所 提出 的 “推理 ”是 结合 先 验 知识 和 可 用 的 
信号 量 测 来 归纳 不 确定 性 的 存在 性 ， 从 而 领 引 信号 与 系统 后 续 课 程 建设 。 本 书 详细 阐述 了 确 

定性 信号 与 系统 的 性 质 和 表示 形式 ， 包 括 群 延迟 和 状态 空间 模型 的 结构 与 行为 ; 引入 了 相关 
函数 和 功率 谱 密 度 来 描述 和 处 理 随机 信号 。 

本 书 涉及 的 应 用 实例 包括 脉冲 幅度 调制 ， 基 于 观测 器 的 反馈 控制 ， 最 小 均 方 误差 估计 下 
的 最 佳 线性 滤波 器 ， 以 及 匹配 滤波 ; 强调 了 基于 模型 的 推理 方法 ， 特 别 是 针对 状态 估计 、 信 
号 估计 和 信号 检测 的 应 用 。 本 书 融合 并 扩展 了 信号 与 系统 时 频 域 分 析 的 基本 素材 ， 以 及 概率 
论 知 识 ， 这 些 都 是 信号 处 理 、 控 制 、 通 信 、 金 融 工 程 、 生 物 医 学 等 工程 和 应 用 科学 领域 的 基 
本 分 析 方 法 。 

本 书 可 作为 电子 人 信息、 通信、 自动 化 类 等 全 部 电 类 专业 信号 与 系统 课程 的 教材 ， 也 可 以 
供 从 事 信 息 获 取 、 转 换 、 传 输 及 处 理工 作 广 大 科技 工作 者 参考 。 
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文艺 复兴 以 来 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规 范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 
的 各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ; 也 正 是 这 样 的 传统 ,使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 
间 名 家 辈出 、 独 领 风骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧密 地 结合 ， 
信息 学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 ， 
不 仅 羽 划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭示 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规 范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价 
值 并 不 会 因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我 国 的 信息 产业 发 展 迅猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 
益 迫 切 。 这 对 我 国教 育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技 术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 ， 美国 等 发 达 国 家 在 其 信息 科学 
发 展 的 几 十 年 间 积淀 和 发 展 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国外 优秀 
教材 将 对 我 国教 育 事业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真正 的 世界 一 
流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工 业 出 版 社 华章 公司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”。 自 1998 年 开始 ， 我 们 就 
将 工作 重点 放 在 了 洲 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 Pearson, 
McGraw-Hill、Elsevier、John Wiley & Sons、CRC、Springer 等 世界 著名 出 版 公司 建立 
了 和 良好 的 合作 关系 ， 从 他 们 现 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Alan V. Oppenheim, Thomas L. 
Floyd, Charles K. Alexander, Behzad Razavi, John G. Proakis、Stephen Brown, Allan 
R. Hambley, Albert Malvino, Peter Wilson, H. Vincent Poor, Hassan K. Khalil, Gene 
F. Franklin, Rex Miller 等 大 师 名 家 的 经 典 教材 ， 以 “国外 电子 与 电气 技术 丛书 ”和 “ 国 
外 工业 控制 与 智能 制造 丛书 ”为 系列 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 究 及 珍藏 。 这 些 书籍 在 读者 中 
树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采用 为 正式 教材 和 参考 书籍 。 其 影印 版 “经 典 原 版 书 
库 ” 作 为 姊妹 篇 也 越 来 越 多 被 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 :一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ,这些 因素 使 我 们 
的 图 书 有 了 质量 的 保证 。 随 着 电气 与 电子 信息 学 科 、 自 动 化 、 人 工 智 能 等 建设 的 不 断 完善 
和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 教 育 界 对 国外 电气 与 电子 信息 类 、 控 制 类 、 智 能 制造 类 等 相关 教 
材 的 需求 和 应 用 都 将 步 人 一 个 新 的 阶段 ,我 们 的 目标 是 尽善尽美 ， 而 反馈 的 意见 正 是 我 们 
达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 公 司 欢 迎 老 师 和 读者 对 我 们 的 工作 提出 建议 或 给 予 指 
正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 
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当 决 定 翻译 Alan V. Oppenheim 教授 等 撰写 的 本 书 时 ， 内 心 既 很 激动 ， 又 很 志 否 。 
动 是 因为 能 让 国内 更 多 的 读者 读 到 这 本 经 典 教材 ， 真 心 兴奋 。 而 志 下 不 仅仅 是 因为 本 书 有 
如 此 丰富 而 且 精 致 的 内 容 ， 更 重要 的 是 ， 本 书 所 承载 的 Alan V. Oppenheim 等 知名 学 者 的 
撰写 DNA， 承 载 的 MIT 课程 建设 理念 ， 承 载 的 引领 学 生发 现 问题 的 精神 ， 将 这 些 一 一 呈 
现 出 来 对 于 译 者 来 说 是 一 个 非常 巨大 的 挑战 。 

信号 与 系统 的 概念 和 基本 原理 对 于 电子 类 专业 的 大 学 生来 说 是 最 基础 的 。 也 正 是 
Alan V. Oppenheim 教授 在 1989 年 出 版 的 经 典 教材 (Signals and Systems》(1997 年 推出 了 
第 2 版) 构架 了 信号 与 系统 相关 课程 的 信号 表示 、 系 统 表征 、 响 应 分 析 的 基础 知识 ， 以 及 
时 域 描述 和 变换 域 处 理 的 方法 体系 。 

然而 ， 随 着 现代 技术 的 高 速 发 展 ， 电 子 技术 类 专业 的 大 学 生 需 要 具有 对 复杂 工程 问题 
中 信号 、 系 统 的 表征 和 数学 描述 能 力 ， 掌 握 复杂 工程 问题 中 的 信号 分 析 和 处 理 方 法 ， 因 此 
仅仅 学 习 “ 信 号 与 系统 ”这 门 课程 的 内 容 是 明显 不 够 的 。 这 就 催生 了 “信号 与 系统 ”后 续 
课程 的 诞生 ， 以 及 针对 信号 与 系统 的 知识 体系 的 拓展 和 延伸 。 

本 书 系统 地 阐述 了 这 种 知识 体系 的 拓展 和 延伸 。 

首先 是 概念 的 延伸 ， 针 对 响应 信号 或 者 观测 信号 揭示 系统 内 部 存在 的 动态 变化 ， 不 论 
是 状态 空间 模型 、 可 达 性 和 可 观测 性 等 概念 ， 还 是 微分 方程 、 反 馈 控 制 的 过 程 描 述 。 这 种 
描述 的 理论 基础 在 于 本 书 引 入 的 一 个 概念 推理 ， 其 定义 为 “结合 先 验 知识 和 可 用 的 信 
号 量 测 来 归纳 不 确定 性 的 存在 性 ”。 这 里 的 先 验 知识 可 以 是 应 用 系统 得 到 信和 号 量 测 的 某 种 
输入 输出 描述 ， 或 者 状态 空间 描述 。 推 理 可 以 是 应 用 系统 中 参数 和 响应 动态 变化 的 推演 、 
分 析 ， 或 者 是 应 用 系统 内 部 工作 模型 的 推演 、 控 制 与 改进 过 程 。 

其 次 是 确定 性 分 析 到 概率 分 析 的 拓展 。 获 得 被 干扰 、 品 声 或 者 其 他 不 确定 因素 影响 的 
应 用 领域 的 基础 概念 和 基础 理论 ， 从 而 构架 信号 、 系 统 和 概率 的 知识 体系 组 合 。 之 所 以 说 
本 书 内 容 非 常 丰富 ， 就 是 因为 本 书 立足 的 由 基本 原理 和 概念 所 构架 的 信号 、 系 统 、 概 率 的 
研究 和 应 用 非常 丰富 ， 支 持 的 领域 非常 广泛 ， 有 着 丰富 的 历史 重要 性 。 

最 后 是 本 书 引入 的 观测 器 概念 ， 可 以 将 不 确定 的 或 者 不 可 观测 的 系统 响应 与 观测 信和 号 
分 开 ， 同 时 给 推理 的 算法 实现 赋予 了 设计 系统 来 处 理 相 应 观测 信号 的 新 内 涵 。 有 基础 的 读 
者 可 能 会 联想 到 信和 号 检测 与 估计 理论 ， 这 里 将 信号 与 系统 状态 、 模 态 结合 起 来 ， 将 观测 器 
与 滤波 理论 结合 起 来 ， 无 论 是 在 状态 估计 还 是 信号 检测 上 ， 构 成 的 推理 具有 数学 上 的 基础 
和 普 适 性 的 应 用 。 

尽管 知识 体系 的 延伸 和 应 用 拓展 非常 多 , 但 本 书 的 内 容 组 织 仍然 非常 精致 。 正 如 
Alan V. Oppenheim 教授 在 致谢 中 所 说 的 ， 本 教材 的 内 容 源 于 在 MIT 开展 的 二 十 余年 课程 
的 教学 经 验 ， 以 及 不 断 丰 富 和 完善 的 课程 讲义 ， 直 到 2015 年 才 决 定 正式 出 版 。 在 这 个 过 
程 中 不 断 有 内 容 被 选 信 ， 或 者 被 移 除 ， 因 为 作者 总 是 把 那些 能 独立 于 各 种 各 样 繁杂 应 用 
的 、 基 于 数学 和 算法 以 及 计算 基础 的 知识 组 织 起 来 。 

正 因为 本 书 的 内 容 组 织 精致 ， 读 者 可 能 体会 不 到 像 Alan V. Oppenheim 教授 另外 两 本 
经 典 教 材 (Signals and Systems》 和 《Discrete-Time Signal Processing》 里 的 那些 事 无 巨细 的 
说 明 与 推导 。 虽 然 少 了 谨 衣 教 导 的 风格 ， 但 本 书 还 是 保持 了 Alan V. Oppenheim AHN 
E DNA: 总 会 将 离散 和 连续 系统 的 分 析 一 并 呈现 与 处 理 ， 并 讨论 连续 的 离散 实现 ; 总 是 
注重 微分 方程 、 差 分 方程 以 及 状态 空间 的 描述 ， 并 展示 它们 在 通信 、 控 制 、 网 络 、 生 物 医 





学 和 经 济 等 领域 中 的 应 用 ; 总 是 给 出 丰富 的 、 从 概念 和 应 用 中 抽象 出 的 习题 ， 包 括 知识 点 
的 推导 和 深入 理解 的 基础 习题 、 高 级 习题 ， 以 及 知识 内 容 的 扩展 、 更 高 级 别 的 扩展 习题 。 

感谢 机 械 工业 出 版 社 华章 公司 引进 这 本 重要 的 图 书 ， 感 谢 华 章 公司 的 王 颖 副 总 编 委 托 
我 们 翻译 本 书 。 本 书 第 1 一 6 章 由 武 畅 翻译 ， 第 7 一 9 章 以 及 开场 白 、 前 言 、 索 引 由 崔 琳 莉 
翻译 ， 第 10 一 13 章 由 李 玉 柏 翻译 ， 全 书 由 李 玉 柏 统 稿 。 

记得 2011 年 在 西安 的 TI 全球 核 心 大 学 计划 国际 研讨 会 上 ， 有 幸 和 Alan 
V. Oppenheim 就 信号 分 析 与 处 理 类 课程 建设 进行 面对面 交流 ， 对 Oppenheim 奉行 的 
“在 大 学 ， 我 们 致力 于 发 现 解决 方案 中 的 问题 ; 在 产业 界 ， 我 们 致力 于 为 问题 找到 解决 方 
案 ” 的 理念 印象 深刻 。 因 此 我 们 希望 每 一 位 读者 在 信号 处 理 、 控 制 、 通 信 、 人 金融 工程 、 生 
物 医学 、 物 理 或 其 他 领域 中 ， 能 够 运用 本 书 的 知识 、 理 论 和 方法 去 发 现 问题 ， 同 时 也 希望 
读者 能 发 现 我 们 翻译 的 不 足 和 理解 上 的 偏差 。 晨 请 广大 读者 的 批评 指正 ， 电 子 邮 箱 
ybli@ uestc. edu. cn。 


电子 科技 大 学 ” 李 玉 柏 
2017 年 4 月 19 日 于 成 都 
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本 书 基 于 大 学 本 科 课 程 内 容 并 有 适当 的 延伸 和 拓展 ， 目 前 我 们 在 MIT 电气 工程 系 和 
计算 机 科学 系 都 开设 了 相应 的 课程 。 选 课 的 学 生 大 多 是 不 同 工 程 学 科 分 支 的 大 三 和 大 四 学 
生 ， 也 有 应 用 科学 专业 的 本 科 生 和 和 研究生 。 学 习 这 门 课 程 一 般 要 求学 生 修 过 两 门 先 修 课 
程 : 一 门 是 关于 信号 与 系统 时 域 和 频 域 分 析 方法 的 导论 课程 ; 另 一 门 是 关于 概率 的 导论 课 
程 。 大 多 数 工程 专业 的 学 生 都 在 学 位 课程 的 早期 阶段 完成 了 这 两 门 课程 的 学 习 。“ 信 和 号 与 
系统 ”课程 总 是 与 微分 方程 相关 ， 也 涉及 一 些 基 本 的 线性 代数 知识 。 

在 许多 工程 院 系 ， 对 应 用 数学 特别 感 兴趣 的 学 生 往 往 会 选修 一 门 控 制 、 信 和 号 处 理 或 者 
通信 等 更 专业 的 本 科 生 课程 。 除 了 专业 性 以 外 ， 这 类 课程 通常 研究 的 是 确定 性 信号 与 系 
统 。 而 我 们 的 目标 是 融合 信和 号、 系统 和 概率 的 相关 知识 ,构建 更 深入 的 基础 知识 体系 ， 以 
引起 更 多 学 生 的 兴趣 。 因 此 对 于 工程 院 系 和 应 用 科学 系 来 说 ， 本 书 既 可 以 是 本 科 生 的 基础 
教材 ， 也 可 以 是 更 高 阶 本 科 课 程 的 理论 基础 ， 甚 至 作为 研究 生 课 程 的 导论 部 分 。 

选择 本 书 作 为 教材 的 课程 中 ， 关 于 信和 号 与 系统 的 描述 对 学 生来 说 通常 是 新 的 ， 比 如 ， 
通过 相关 函数 和 功率 谱 密 度 来 描述 的 随机 信号 及 其 特征 。 课 程 中 会 介绍 一 些 新 的 信号 与 系 
统 特性 ， 如 状态 空间 模型 、 可 达 性 和 可 观测 性 、 最 佳 滤 波 嚣 和 群 延迟 。 同 时 该 课程 还 强调 
了 基于 模型 的 推理 方法 ， 特 别 是 状态 估计 、 信 号 估计 和 信号 检测 部 分 。 

尽管 现 有 的 各 种 教材 也 涉及 了 该 课程 的 部 分 内 容 ， 但 我 们 始终 没有 找到 一 本 覆盖 所 有 
想 要 讨论 内 容 的 教材 。 于 是 首先 有 了 相关 讲义 ， 这 也 是 比较 容易 实现 的 部 分 ， 然 后 最 终 形 
成 了 本 书 。 在 这 个 过 程 中 ， 我 们 不 断 地 尝试 改进 和 完善 课程 内 容 ， 并 调整 它们 之 间 的 相互 
顺序 。 期 间 ， 我 们 也 不 时 将 某 部 分 内 容 包括 进来 或 者 删除 。 多 次 尝试 得 出 的 结论 是 ， 我 们 
甚至 无 法 在 一 个 学 期 的 课程 中 讲授 完 信息 论 的 基本 概念 ， 尽 管 这 些 概念 对 通信 系统 和 推理 
(更 一 般 情况 下 ) 来 说 非常 重要 。 

正如 本 书 开 场 白 所 述 ， 信 和 号、 系统 和 概率 一 直 并 将 继续 是 非常 有 用 的 知识 体系 组 合 ， 
可 用 于 研究 信号 处 理 、 控 制 、 通 信 、 金 融 工 程 、 生 物 医学 ， 以 及 许多 其 他 涉及 连续 时 间或 
离散 时 间 并 且 被 于 扰 、 噪 声 或 不 确定 因素 影响 的 动态 变化 过 程 领 域 。 这 也 是 构建 全 书 结构 
和 内 容 的 基础 与 前 提 。 

本 书 由 4 个 部 分 组 成 。 第 1 章 和 第 2 章 简 要 概述 了 线性 时 不 变 (Linear Time 
Invariant，LTD 系 统 的 假定 条 件 ， 部 分 素材 内 容 可 能 并 不 常见 。 这 两 章 的 关键 目的 是 为 后 
续 章节 建立 起 统一 的 标记 符号 和 概念 。 第 3 章 讨 论 了 数字 通信 中 脉冲 幅度 调制 的 应 用 。 

第 4 一 6 章 专 注 于 状态 空间 模型 的 研究 ， 主 要 讨论 了 单 输 入 单 输出 的 LT 情况 。 其 内 
容 很 大 程度 上 围绕 这 些 系 统 的 特征 模式 展开 ， 并 简单 假设 在 不 同 的 固有 频率 下 。 本 书 的 这 
部 分 内 容 为 LTI 系统 的 状态 观测 器 引入 了 基于 模型 的 推理 概念 ， 也 讨论 了 相关 的 反馈 控制 
方案 。 

第 7 一 9 章 简要 概述 了 假定 的 概率 前 提 和 条件， 包括 对 静态 随机 变量 的 估计 和 假设 检验 。 
正如 第 1 章 和 第 2 章 一 样 ， 我 们 认为 在 回顾 学 生 可 能 在 早期 概率 课程 中 学 过 的 知识 的 同 
时 ， 建 立 本 书 独 有 的 概率 相关 符号 和 概念 非常 重要 。 此 外 ， 这 部 分 的 部 分 内 容 ， 特 别 是 假 
设 检验 ， 可 能 对 一 些 学 生来 说 比较 陌生 。 

第 10 一 13 章 讨 论 了 广义 平稳 随机 信号 ， 以 及 这 些 信 号 经 LTI 滤波 后 的 输出 信号 。 相 
闫 函数 和 功率 谱 密 度 的 特征 和 解释 可 以 用 来 研究 典型 的 信号 估计 和 信号 检测 问题 。 第 12 
章 重点 讨论 的 是 线性 最 小 均 方 误差 的 信号 估计 ， 也 就 是 维 纳 滤波 。 第 13 章 的 重点 是 匹配 


滤波 相关 的 最 佳 方案 的 信和 号 检测 。 

正如 经 常 所 说 的 ， 课 程 的 目的 是 引导 学 生发 现 问题 而 不 是 解决 掉 所 有 问题 。 本 着 这 种 
精神 ， 每 章 的 最 后 一 节 都 给 出 了 延伸 阅读 。 在 这 些 简短 的 小 节 中 ， 我 们 不 是 一 一 罗列 参考 
文献 ， 而 是 对 参考 素材 蕴含 的 丰富 学 习 资 源 给 出 建议 。 我 们 给 出 的 文献 全 部 都 是 书籍 而 不 
是 论文 ， 而 且 每 次 引用 都 仅 限于 该 书 对 应 的 部 分 。 

每 二 章 都 包含 大 量 的 习题 ， 分 为 基础 习题 、 高 级 习题 和 扩展 习题 。 基础 习题 对 大 多 数 
学 生来 说 比较 容易 ; 高 级 习题 可 能 要 求 高 些 ; 扩展 习题 常常 会 涉及 一 些 超 出 本 章 内 容 的 问 
题 。 某 些 习 题 需要 仿真 或 者 采用 合适 的 计算 包 来 进行 计算 。 鉴 于 这 些 计 算 包 的 多 样 性 和 普 
遍 性 ， 我 们 并 没有 围绕 任何 特定 平台 来 构建 计算 习题 。 

本 书 的 内 容 远 多 于 一 学 期 的 课程 所 能 教授 的 ， 所 以 教师 或 者 自学 者 可 以 根据 需要 进行 
选择 。 这 么 多 年 ， 我 们 尝试 过 不 同 的 选择 。 如 果 是 更 偏向 于 通信 或 者 信号 处 理 专 业 的 课 
程 ， 第 4 一 6 章 ( 状 态 空 间 模型 ) 可 以 略 去 ， 或 者 只 做 简单 介绍 。 如 果 是 更 偏向 于 控制 专业 
的 课程 ， 第 3 章 、 第 9 章 和 第 13 章 可 以 考虑 选修 。 

前 面 给 出 了 两 种 选 讲 方案 ， 接 下 来 详细 概述 我 们 目前 采用 的 课程 安排 。 该 课程 每 周 两 
次 大 课 ， 大 约 需 要 13 周 。 大 课 与 相同 数量 的 小 班 讨论 课 交织 进行 ， 其 中 小 班 讨论 课 对 大 
课 中 的 特定 问题 进行 更 多 交互 式 的 讨论 ， 并 且 解 答 每 周 的 作业 。 除 此 之 外 ， 我们 也 会 选择 
性 指导 小 班 讨论 课 。 最 后 还 组 织 了 晚上 “公共 休息 室 ”， 每 周 多 次 允许 学 生 聚 集 在 教室 里 
相互 讨论 ; 当 他 们 做 作业 的 时 候 ， 还 会 有 一 位 教师 在 现场 指导 。 

在 教学 过 程 中 ， 我 们 总 是 强调 习题 更 像 是 对 概念 和 知识 体系 进行 学 习 与 汇总 的 过 程 ， 
而 不 是 一 次 测验 。 我 们 希望 学 生 本 着 这 种 精神 对 待 课 后 习题 。 特 别 是 ， 我 们 鼓励 学 生 积极 
合作 ， 分 享 见解 和 方法 。 我 们 对 习题 的 划分 主要 是 根据 学 生 的 反馈 。 课 程 安排 一 般 会 有 一 
次 期 中 测验 和 一 次 期 未 考试 ， 章 后 习题 会 被 优先 用 作 测验 或 考试 题目 。 如 果 需 要 的 话 ， 课 
堂上 的 很 多 素材 也 可 以 提炼 成 课程 设计 。 

导论 课 的 作用 就 像 开 场 白 在 本 书 中 的 地 位 一 样 。 因 此 ， 导 论 课 的 重点 是 关注 学 生 可 
能 并 不 熟悉 的 预备 知识 或 科目 ， 让 学 生 自 己 复习 余下 的 部 分 ， 这 可 以 通过 适当 的 作业 题 
加 以 引导 。 然 后 就 可 以 直接 进入 第 4 一 6 章 的 状态 空间 部 分 。 即 使 学 生 之 前 接触 过 一 些 
状态 空间 模型 ， 这 里 也 必定 有 他 们 第 一 次 接触 的 东西 ， 尽 管 他 们 通常 能 够 很 容易 联想 到 
对 应 的 素材 。 我 们 不 要 求学 生 掌 握 详 细 的 证 明 推导 过 程 ， 如 LTI 观 测 器 或 者 状态 反馈 的 
特征 值 的 位 置 ， 而 是 期 望 他 们 能 够 理解 相关 的 结论 ， 并 知道 如 何 运 用 到 实例 中 。 关 于 状 
态 空 间 观 测 器 框架 的 一 个 重要 知识 点 就 是 系统 模型 在 从 测量 信号 到 系统 推理 中 起 到 的 
作用 。 

然后 我 们 的 课程 转向 概率 模型 和 随机 信和 号。 第 7 章 对 概率 的 回顾 主要 引出 了 第 8 章 讨 
论 的 最 小 均 方 误差 (Minimum Mean Square Error，MMSE) 和 线性 MMSE(Linear MMSE, 
LMMSE) 估 计 。 为 了 更 快 地 开始 随机 信号 的 分 析 ， 而 不 是 长 时 间 回 顾 概率 的 预备 知识 ， 我 
们 将 第 9 章 中 假设 检验 的 学 习 推 迟到 了 课程 未 ， 把 它 作为 第 13 章 中 信号 检测 的 引子 。 这 
样 做 的 部 分 依据 是 第 9 章 和 第 13 章 都 是 关于 离散 随机 量 的 推理 ， 即 假设 ; 而 第 8 章 和 第 
12 音 是 关于 连续 随机 变量 推理 的 (L)MMSE 估计 。 因 此 从 第 8 章 直接 进入 第 10 章 学 习 随 
机 信号 ， 也 就 是 随机 过 程 ， 重 点 讨论 广义 平稳 (Wide-Sense Stationary, WSS) 过 程 的 时 域 
分 析 ， 以 及 对 这 些 过 程 的 LTI 滤波 。 

第 11 章 讨 论 的 主题 可 与 第 1 章 的 信号 变换 和 能 量 谱 密度 联系 起 来 ， 同 时 也 建立 起 与 
第 2 章 的 全 通 滤 波 器 和 谱 因 式 分 解 的 关系 。 这 些 内容 对 于 第 12 章 中 WSS 过 程 的 LMMSE 
(或 维 纳 ) 滤 波 也 是 非常 重要 的 。 在 大 部 分 课程 讲授 中 ， 我 们 省 略 了 因果 维 纳 滤 波 器 的 详尽 
推导 ， 而 只 是 讨论 基于 一 个 过 程 的 过 去 值 来 预测 该 过 程 的 将 来 值 的 情况 。 

强烈 建议 课程 的 最 后 一 部 分 回归 到 第 3 章 ， 用 基于 脉冲 幅度 调制 的 数字 通信 来 进 一 
步 分 析 假 设 检验 问题 。 回 归 到 第 3 章 的 过 程 也 会 涉及 第 2 章 关 于 信道 失真 和 群 延 迟 的 知 
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识 。 然 后 再 在 第 9 章 讨论 假设 检验 范例 。 这 也 是 学 习 最 后 一 章 ( 即 第 13 章 ) 中 信和 号 检测 
的 基础 。 

本 书 的 广泛 性 ， 以 及 完成 该 书 项 目 所 涉及 的 不 同 背 景 ， 意 味 着 我 们 有 许多 参考 学 习 其 
他 课程 的 地 方 。 就 如 同 向 书 中 引用 的 参考 文献 学 习 一 样 ， 我 们 也 向 参与 了 很 多 课程 建设 工 
作 的 学 生 、 助 教 和 教 职 工 同事 学 习 。 如 果 本 书 能 够 引导 或 者 帮助 有 相似 发 现 之 旅 的 读者 ， 
能 够 对 他 们 在 构建 自己 的 信号 、 系 统 和 推理 的 分 析 主题 上 有 所 帮助 ， 那 么 本 书 也 就 充分 达 
到 了 预期 目的 。 


wwe 关于 BH BS re 


在 设计 原 书 封面 的 过 程 中 ， 我 们 幸运 地 和 Krista Van Guilder IBA AE. Krista 
Van Guilder 是 一 位 很 有 天 赋 的 艺术 家 ， 也 是 MIT 电子 研究 实验 室 (RLE) 媒 体 与 设计 的 经 
理 。 封面 设计 源 于 我 们 期 望 以 一 种 赏心悦目 、 耳 目 一 新 的 方式 展示 出 本 书 的 主题 。 我 们 对 
封面 的 设计 从 选择 图 像 开始 ， 包 括 日 层 、 时 钟 和 星 盘 。 星 盘 (www. astrolabes. org) 发 明 于 
两 千 多 年 前 ， 盛 行 于 17 世纪 ， 是 许多 天 文 计 算 的 重要 仪器 ， 比 如 根据 天 体 的 活动 范围 和 
位 置 确定 时 间 。 受 这 些 图 像 的 启发 ，Krista 通过 自己 的 研究 拍摄 了 这 张 漂亮 的 天 文 钟 昭 
片 ， 这 个 天 文 钟 自 1410 年 起 就 在 布拉格 (Prague) 的 老 城 广场 上 记录 时 间 。 时 间 ( 离 散 的 和 
连续 的 ) 当然 也 是 本 书 的 中 心 。 这 个 表面 标记 着 星 盘 的 天 文 钟 ， 即 Prague Orloj， 显 示 了 太 
阳 和 月 亮 的 位 置 ， 连 同 其 他 许多 天 文 符号 一 起 ， 被 选 为 封面 的 主 图 像 。 

拍摄 Prague Orloj 的 照片 有 很 多 ， 而 封面 上 的 这 张 特 别 吸引 我 们 。 这 张 照片 由 Matteo 
Foiadelli 拍摄 于 2009 年 ， 他 是 意大利 贝 加 莫 一 位 热爱 摄影 的 计算 机 工程 师 。 那 时 他 与 朋 
友 到 布拉格 度假 ， 带 了 一 台新 的 数码 单反 相机 。 正 如 他 向 我 们 解释 的 : “我 只 是 想 拍 一 张 
与 通常 正面 照 不 一 样 的 天 文 钟 照片 。 于 是 我 试 着 接近 一 点 并 从 侧面 拍摄 ,” 我 们 非常 幸运 
地 发 现 了 这 张 照片 ， 也 很 感激 他 同意 将 这 张 照片 用 作 本 书 的 封面 。 

装饰 封底 的 图 像 由 一 个 与 众 不 同 的 相机 一 一 1990 年 部 署 在 轨道 上 的 哈 勃 望远镜 拍 
E. XRH TF 2001 年 的 图 像 ， 与 天 文 钟 形成 显著 对 比 ， 捕 捉 的 是 十 亿 年 前 银河 系 留 下 
的 光子 迹象 。 如 哈 勃 官方 网 站 (www. hubblesite. org) 描 述 的 : 


ESO 77-14 的 这 幅 哈 勃 图 像 是 一 幅 关于 天 际 兰 蹈 的 绝妙 快照 ， 灵 感 来 自 于 一 对 大 小 相 
似 的 银河 星系 。 星 系 间 的 引力 争夺 一 方面 形成 连接 它们 的 星际 桥梁 带 ， 另 一 方面 也 造成 星 
体 间 的 断裂 带 。 这 个 相互 作用 产生 了 印第安 座 和 印度 的 星座 ; 距离 地 球 差 不 多 5.5 亿 光 
年 。 两 个 星系 中 心间 的 尘埃 带 展 示 了 最 初 的 平 圆 盘 ( 拉 伸 成 了 三 维 立 体 状 ) 变 形 的 程度 。 


从 哈 勃 望远镜 投射 到 精确 轨道 位 置 ， 以 及 随后 的 数据 记录 、 检 索 和 处 理 ， 到 生成 这 样 
令 人 惊叹 的 图 像 ， 反 映 了 自 罗 盘 淡 出 使 用 4 个 世纪 以 来 ， 人 类 获得 的 信号 、 系 统 及 推理 知 
识 的 重要 性 。 然 而 ， 这 幅 图 像 也 唤起 了 人 们 无 尽 的 遐想 空间 。 





O ”此 处 介绍 的 是 英文 原 书 的 封面 ， 仅 供 参考 。 一 一 编辑 注 
O ” 感 兴趣 的 读者 可 从 网 上 查看 英文 原 书 的 封底 配 图 ， 本 中 文 版 未 体现 。 一 一 编辑 注 


本 书 的 内 容 来 自 于 二 十 多 年 前 我 们 在 MIT 所 规划 、 设 计 和 教授 的 一 门 课程 。 经 过 不 
断 的 尝试 以 及 对 内 容 素材 的 完善 和 改进 ， 才 有 了 当前 的 这 个 版 本 。 这 门 课 程 是 电气 工程 和 
计算 科学 系 CEECS) 五 年 制 工程 硕士 学 位 课程 的 一 部 分 。 我们 非常 感激 Paul Penfield( 时 任 
AEE). Jeffrey Shapiro( 系 副 主任 ) 和 William Siebert 对 构建 课程 结构 所 提供 的 大 力 帮 
助 。 Jeffrey Shapiro 还 和 我 们 一 起 参与 了 最 初 课程 内 容 的 制定 。 我 们 同样 感谢 后 续 的 部 门 
主管 John Guttag, Rafael Reif. Eric Grimson, Anantha Chandrakasan, 感谢 他 们 在 
课程 修订 和 管理 方面 给 予 的 帮助 。 从 更 广泛 的 意义 上 讲 ， 我 们 的 学 术 生 涯 能 够 在 这 样 高 水 
平 的 学 院 和 充满 活力 的 部 门 度 过 ， 我们 觉得 非常 幸运 。MIT 通过 科研 促进 教学 的 文化 传 
统 ， 以 及 对 卓越 教学 的 认同 和 追求 ， 对 我 们 都 有 重大 影响 。 

和 我 们 系 里 其 他 课程 的 教职员 工 一 样 ， 这 门 课程 的 教职员 工 既 包括 每 周 上 两 次 大 课 的 
主讲 教师 (他 们 全 权 负 责 课 程 )， 也 包括 小 班 指导 教师 和 助教 (他 们 定期 与 小 组 学 生 当面 讨 
论 )。 这 么 多 年 来 很 多 系 里 的 同事 都 与 我 们 一 起 承担 过 该 课程 的 教学 任务 ， 或 作为 小 班 指 
导 教 师 ， 或 作为 课程 主讲 教师 。 许 多 学 生 也 曾 是 出 色 的、 热心 的 助教 ， 趁 此 机 会 ， 我 们 想 
感谢 所 有 为 开展 这 门 课程 做 出 各 种 贡献 的 人 ， 以 及 体验 过 这 门 课 程 或 内 容 的 学 生 。 

除了 我 们 单独 以 及 联合 多 次 讲授 或 指导 这 门 课程 外 ， 其 他 参与 这 门 课程 教学 任务 的 同 
事 有 : Bernard Lesieutre、Charles Rohrs、Jeffrey Shapiro, Gregory Wornell 和 John 
Wyatt。 在 这 个 过 程 中 ， 他 们 不 仅 为 课程 内 容 和 课程 讲义 提供 了 有 价值 的 反馈 ， 还 给 出 了 
新 的 见解 ， 编 写 了 新 的 测试 和 课 后 习题 。 

多 年 来 ， 担 任 过 小 班 课 指 导 教师 的 不 仅 有 才华 横 溢 的 教职员 工 ， 还 有 高 年 级 的 研究 
生 ， 我 们 非常 幸运 地 和 他 们 一 起 工作 。 指 导 过 小 班 课 的 有 :; Jinane Abounadi, Elfar 


Adalsteinsson、 Babak Ayazifar、 Duane Boning, Petros Boufounos, John Buck, Mujdat 





Cetin, Jorge Goncalves, Julie Greenberg, Christoforos Hadjicostis, Peter Hagelstein, 
Thomas Heldt, Steven Isabelle, Franz Kaertner, James Kirtley, Amos Lapidoth, 
Bernard Lesieutre, Steve Massaquoi, Shay Maymon, Alexandre Megretski, Jose Moura, 
Asuman Ozdaglar, Michael Perrott, Rajeev Ram, Charles Rohrs, Melanie Rudoy, 
Jeffrey Shapiro, Ali Shoeb, William Siebert, Vladimir Stojanovic, Collin Stultz, Russell 
Tredrake, Mitchell Trott. Thomas Weiss, Alan Willsky、 Gregory Wornell, John 
Wyatt, Laura Zager 和 Lizhong Zheng。 这 些 人 为 学 生 提 供 了 丰富 的 学 习 体 验 ， 对 课程 内 
容 和 本 书 做 出 了 很 多 贡献 。 

这 段 时 期 内 ,我 们 和 班 上 的 学 生 也 受益 于 优秀 的 助教 对 该 课程 的 奉献 。 这 些 助教 是 : 
Irina Abainov、Abubakar Abid, Anthony Accardi、Chalee Asavathiratham, Thomas 
Baran, Leighton Barnes, Soosan Beheshti, Ballard Blair, Petros Boufounos, Venkat 
Chandrasekaran, Jon Chu, Aaron Cohen, Roshni Cooper, Ujjaval Desai, Vijay Divi, 
Shihab Elborai, Baris Krkmen, Siddhartan Govindasamy, Hanhong Gao, James Geraci, 
Michael Girone, Carlos Gomez-Uribe, Christoforos Hadjicostis, Andrew Halberstadt, 
Nicholas Hardy, Everest Huang, Irena Hwang, Zahi Karam, Asif Khan, Alaa 
Kharbouch, Ashish Khisti, Lohith Kini, Alison Laferriere、 Ryan Lang, Danial 
Lashkari, Adrian Lee, Karen Lee, Durodami Lisk, Karen Livescu, Lorenzo Lorilla, 
Zhipeng Li, Peter Mayer, Rebecca Mieloszyk, Jose Oscar Mur Miranda, Kirimania 


Murithi, Akshay Naheta、Kenny Ng, Tri Ngo, Paul Njoroge、Ehimwenma Nosakhare, 
Uzoma Orji, Tushar Parlikar, Pedro Pinto, Victor Preciado, Andrew Russell, Navid 
Sabbaghi, Maya Said, Peter Sallaway, Sridevi Sarma, Matthew Secor, Mariam 
Shanechi, Xiaomeng Shi, Andrew Singer, Lakshminarayan Srinivasan, Brian Stube, 
Eduardo Sverdlin-Lisker, Kazutaka Takahashi, Afsin Ustundag, Kathleen Wage, 
Tianyu Wang, Keyuan Xu, HoKei Yee 和 Laura Zager。 他 们 的 贡献 以 各 种 方式 贯穿 于 
本 书 。 

在 教授 该 课程 的 多 年 中 ， 同 事 Frederick Hennie 一 直 引 领 着 我 们 。Agnes Chow 对 
EECS 系 的 行政 管理 战略 和 财政 方案 保证 了 我 们 和 其 他 同事 能 够 专注 于 教学 。Lisa Bella 作 
为 系 教育 主任 助手 ， 以 令 人 难以 置信 的 响应 能 力 和 耐心 ， 几 乎 独自 完成 了 每 个 学 期 全 系 百 
余 教 授 和 百 余 助教 的 行政 方面 的 工作 。 我 们 还 要 感谢 多 次 授课 过 程 中 的 行政 助理 ， 他 们 
是 : Alecia Batson, Margaret Beucler、Dimonika Bray, Susan Davco, Angela Glass, 
Vivian Mizuno, Sally Santiage, Darla Secor, Eric Strattman 和 Diane Wheeler, 

随 着 该 课程 在 这 三 十 年 间 的 不 断 发 展 ， 伴 随 课程 的 讲义 也 在 不 断 地 完善 和 改进 。 而 这 
个 讲义 又 最 终 促 使 了 本 书 的 诞生 。 学 生 可 以 说 是 这 个 过 程 中 的 主要 参与 者 ， 体 现在 问题 、 
Bik, PAR. BE. 批评 和 鼓励 方面 。 与 MIT 这 些 有 天 赋 的 、 勤 奋 的 、 有 思想 的 以 及 能 
自由 发 表意 见 的 学 生 一 起 合作 ， 也 一 直 是 我 们 的 荣幸 。 

有 时 候 我 们 也 感叹 ， 当 前 的 版 本 其 实 是 本 书 的 第 4 版， 而 前 面 3 个 版 本 都 没有 正式 出 
版 过 。 然 而 ， 据 任何 教材 作者 所 知 ， 所 有 的 教材 从 最 初 看 上 去 还 不 错 的 课程 讲义 到 最 后 润 
色 出 版 ， 是 一 项 非常 艰巨 的 任务 。 我 们 要 特别 感谢 Leighton Barnes 和 Ballard Blair 所 付 
出 的 努力 ， 同 时 还 有 Manishika Agaskar、Ganesh Ajjanagadde, Michael Mekonnen 和 
Guolong Su。 非 常 感谢 Laura von Bosau 愉快 、 高 效 和 敏锐 地 将 所 有 的 内 容 片 段 拼 接 成 一 
本 书 。 

我 们 的 系 领导 坚定 地 鼓励 我 们 把 课程 讲义 出 版 成 书 ， 而 不 仅仅 是 让 讲义 作为 教 辅 资料 
存在 ， 因 此 内 容 素材 变 得 更 加 广泛 和 相对 独立 。 近 些 年 来 Anantha Chandrakasan 的 激励 
更 是 促成 本 书 的 一 个 关键 催化 剂 。 同 样 一 些 出 版 商 的 热情 也 非常 重要 ， 非常 感谢 他 们 。 
Tom Robbins 早 在 该 课程 的 前 十 年 期 间 就 看 到 了 潜在 的 机 会 ， 并 定期 提供 有 用 的 建议 ， 那 
时 他 就 职 于 Prentice Hall, Phil Meyler 也 在 稍 后 的 一 个 阶段 慷慨 地 提供 了 详细 的 反馈 。 出 
于 对 Pearson fill 总裁 兼 编 辑 主任 Marcia Horton 以 及 执行 编辑 Andrew Gilfillan 的 远见 和 
诚意 的 尊重 ， 我 们 选择 了 这 家 出 版 商 。 他 们 的 耐心 、 决 心 和 信心 对 我 们 意味 着 很 多 。 特 别 
感谢 Pearson 强大 又 随和 的 编辑 和 制作 人 员 ， 尤其 是 高 级 主编 Scott Disanno, Jouve 的 高 
级 项 目 经 理 Pavithra Jayapaul, 

正如 在 关于 封面 中 所 说 的 ， 非 常 高 兴 有 机 会 和 Krista Van Guilder 近 距 离合 作 。RLE 
也 是 我 们 的 研究 基地 ， 一 个 为 研究 者 提供 创造 性 环境 的 地 方 ， 也 影响 着 我 们 的 教学 ， 包括 
本 书 的 编写 。Yoel Fink 和 Jeffrey Shapiro 直率 的 领导 ， 以 及 RLE 总 部 典型 的 竞争 和 友好 
AE, AET RLE 的 基调 。 

要 做 好 一 本 精装 书 ， 自 然 要 能 经 受 住 一 路 上 的 各 种 挑战 。 其 中 一 个 不 算 最 小 的 挑战 
是 ， 我 们 需要 就 不 定期 产生 的 不 同意 见 、 直 觉 、 方 法 和 风格 达成 一 致 ， 有 时 针对 的 是 许多 
小 问题 ， 有 时 针对 的 也 可 能 是 重大 问题 。 我 们 像 朋友 一 样 开 始 ， 相 互 尊重 ， 这 样 的 关系 在 
解决 这 些 问题 上 很 有 帮助 。 同 时 ， 紧 密 合作 、 合 著 出 书 的 经 历 ， 也 加 深 了 我 们 彼此 之 间 的 
尊重 和 友谊 。 

在 接 下 来 的 部 分 ， 我 们 想 单 独 表达 一 些 想法 和 致谢 。 


Alan V. Oppenheim 
字面 理解 也 好 比喻 也 好 ， 我 对 本 书 贡献 的 大 部 分 DNA 来 自 于 我 的 母亲 ， 她 对 我 来 说 
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是 一 个 非 几 的 导师 和 榜样 。 直 到 现在 我 仍然 惊讶 于 她 的 奋斗 经 历 。 她 的 父母 从 东欧 经 由 埃 
利 斯 岛 来 到 美国 ， 作 为 一 个 贫穷 移民 家 庭 的 十 个 孩子 之 一 的 她 ,设法 上 了 大 学 ， 接 着 在 20 
世纪 20 年 代 末 进入 了 医学 院 。 然 后 ， 作 为 一 个 单亲 母亲 ， 她 在 公共 卫生 领域 全 职工 作 的 
同时 非常 成 功 地 养育 大 了 三 个 孩子 。 

我 进入 MIT， 多 少 有 点 意外 ，1955 年 作为 一 名 新 生 人 学， 而 就 在 不 久之 前 刚 给 家 里 
写 了 封 信 说 可 能 会 在 第 一 学 年 末 去 个 更 有 意思 的 地 方 。 显 然 ， 在 MIT 变 得 对 我 来 说 有 趣 
和 令 人 满意 之 前 的 长 时 间 里 ， 这 里 已 经 是 一 个 奇妙 美好 的 地 方 ， 而 我 也 在 这 里 度 过 了 我 的 
整个 学 术 生 涯 ， 一 开始 是 作为 一 名 学 生 ， 之 后 是 作为 一 名 教职员 工 。 

我 一 生 中 最 幸运 的 一 天 ， 是 我 走 进 了 那 时 还 年 轻 的 一 位 助理 教授 Amar Bose 的 办 公 
室 ， 随 后 成 为 他 的 第 一 位 助教 。 他 最 终 也 成 为 我 的 博士 论文 指导 老师 。 几 十 年 来 我 从 他 那 
里 学 到 的 关于 教学 、 科 研 以 及 生活 的 经 验 对 我 的 影响 很 大 且 难 以 描述 。 他 为 自己 所 做 的 每 
件 事 都 设立 了 最 高 的 标准 ， 他 作为 教师 、 投 资 人 和 企业 家 取得 的 成 就 就 是 一 个 传奇 。Tom 
Stockham 是 在 我 攻读 博士 期 间 遇 到 的 另 一 位 年 轻 的 助理 教授 。 他 对 我 的 观点 的 激励 和 肯 
定 给 了 我 追求 目标 的 勇气 。 他 在 MIT 当 教 职员 工 和 接着 在 MIT 的 林肯 实验 室 当 研究 人 员 
的 这 段 时 间 内 ， 是 数字 信号 处 理 未 知 领域 的 先驱 者 之 一 。 经 过 那 段 时 期 以 及 后 来 他 在 犹他 
大 学 的 研究 工作 ，Tom 成 为 广为人知 的 数字 音频 之 父 。Tom 是 一 位 卓越 的 教师 、 研 究 者 、 
实践 工程 师 和 朋友 。 我 第 一 次 遇见 Bernard(Ben) Gold 是 我 刚 成 为 MIT 教职员 工 不 久 ， 而 
那 时 他 是 EECS 的 一 名 访问 学 者 。 他 在 语音 压缩 方面 的 研究 给 数字 信和 号 处 理 领 域 带 来 了 许 
多 开创 性 的 贡献 。Ben 的 智慧 、 创 造 力 和 谦逊 的 风格 总 是 激励 着 我 。 他 总 是 热切 地 向 他 身 
边 的 人 学 习 ， 即 使 这 些 人 是 来 请 教 他 的 。Amar、Tom 和 Ben 教会 了 我 许多 事情 ， 包 括 每 
一 个 追求 中 激情 和 非凡 标准 的 重要 性 。 他 们 对 我 的 影响 融入 了 我 的 生活 、 职 业 和 这 本 书 
中 。 我 想念 他 们 ， 他 们 的 精神 深 深 地 影响 着 我 。 

所 有 的 作者 都 知道 ， 编 写 教材 是 一 个 漫长 的 、 艰 难 的 但 又 最 终 回报 丰厚 的 过 程 。 在 我 
的 职业 生涯 中 ， 我 有 机 会 编写 过 一 些 书 ， 其 中 部 分 书 有 过 两 个 或 三 个 版 本 。 在 那些 过 程 
中 ， 我 很 幸运 能 够 同 其 他 非常 优秀 的 合 著者 合作 ， 除 了 George Verghese， 还 有 Ron 
Schfer 和 Alan Willsky。 这 样 重要 的 合作 项 目 常常 会 拉 近 彼此 的 关系 ， 而 且 我 还 要 很 高 兴 
地 说 ， 所 有 的 这 些 过 程 都 伴随 着 强大 的 凝聚 力 和 伟大 的 友谊 。 

我 经 常 被 问 到 是 否 热爱 写作 。 我 的 回答 通常 是 : “写作 是 艰巨 的 任务 ， 甚 至 有 时 会 让 
人 感到 痛苦 ， 但 是 我 享受 写 完 的 感觉 ”完成 这 项 工程 不 可 避免 地 需要 家 人 和 亲密 朋友 的 
宽容 、 耐 心 、 支 持 与 理解 ， 我 极其 幸运 地 在 我 的 职业 生涯 中 拥有 这 些 ， 它 们 来 自我 的 妻子 
Phyllis 以 及 我 们 的 孩子 Justine 和 Jason， 他 们 总 是 我 无 尽快 乐 的 源泉 。 同 时 我 不 胜 感激 
Nora Moran， 感 谢 她 在 我 写作 本 书 期 间 给 予 的 特别 关怀 和 鼓励 (和 鸡汤 ) 。 


George C. Verghese 


我 的 父母 George Sr. 和 Mary， 分 别 是 在 印度 喀 拉 拉 邦 距离 仅 有 15 英里 (1 英里 二 1609. 344 
米 ) 的 两 个 小 城镇 长 大 的 ， 但 是 他 们 却 是 在 2500 英里 之 外 的 埃塞俄比亚 的 亚 的 斯 亚 贝 巴 第 一 次 
相遇 ， 在 20 世纪 50 年 代 早 期 ， 年 轻 、 自 信 并 富有 置 险 精 神 的 他 们 到 那里 旅游 ， 他 们 也 都 是 教 
师 。 后 来 在 更 远 的 两 个 大 洲 ， 他 们 继续 为 我 做 出 了 优雅 生活 的 榜样 。 我 要 感谢 他 们 给 予 的 一 切 ， 
包括 他 们 带 给 我 的 兄弟 。 

从 小 在 家 里 噶 着 书籍 长 大 ， 这 必定 与 我 能 够 进入 马 德 拉 斯 的 印度 理工 学 院 学 习 有 很 大 的 
关系 。 那 里 有 我 最 喜欢 的 教授 V. G. K. Murti( 教 授 网 络 理论 课程 ) 和 K. Radhakrishna Rao( 教 
授 电 路 课程 ) 。 他 们 尊重 学 生 ， 更 是 通过 他 们 清晰 、 完 整 的 思维 和 教学 ， 以 及 平易 近 人 的 
态度 ， 赢 得 了 学 生 对 他 们 的 无 数 尊 重 。 他 们 可 能 也 让 我 觉得 成 为 教授 是 一 个 很 有 魅力 的 
职业 。 

在 纽约 州立 大 学 石 溪 分 校 ， 很 幸运 ，Chi-Tsong Chen 介绍 我 去 学 习 线 性 系统 理论 ， 我 


现在 仍然 记得 当时 上 第 一 堂 课 的 激动 心情 ， 这 门 课 是 由 所 用 教材 的 作者 讲授 的 ， 非 常 优 
雅 。 几 个 月 以 后 ， 我 开车 横 跨 全 美国 到 斯 坦 福 大 学 跟随 Thomas Kailath 工作 ， 这 之 后 的 
时 期 是 我 的 人 生 转 变 期 。 那 是 一 段 非常 美好 的 时 光 ， 尤 其 是 在 Thomas Kailath 完成 他 的 
“线性 系统 ”书稿 的 时 候 向 他 学 习 ， 同 时 还 可 以 和 他 的 学 生 们 互动 交流 。40 年 前 他 毫 无 疑 
问 只 是 我 的 博士 论文 导师 ， 然 而 15 年 后 他 已 经 成 为 我 家 庭 的 一 部 分 。 我 继续 在 其 他 方面 
向 他 学 习 ， 仍 然 散 回 于 他 的 敏锐 、 渊 博 、 活 力 和 宽 宏 大 量 。 

当 我 加 入 MIT 时 ， 我 想 用 两 年 的 时 间 来 看 我 是 否 会 喜欢 它 。 然 而 ， 我 已 经 在 这 里 待 
了 35 年 多 了 。 非 常 幸运 能 够 在 如 此 卓越 的 研究 团队 中 工作 ， 以 及 与 造就 这 样 团队 的 学 生 
和 教职员 工 一 起 共事 。 与 Alan Oppenheim 一 起 工作 更 是 一 大 亮点 。 

我 的 朋友 和 大 家 庭 帮助 我 专心 于 书稿 写作 工作 ， 我 非常 感激 他 们 。 如 果 下 次 他 们 问 我 
的 时 候 ， 听 到 我 不 再 是 写作 上 一 次 提 到 的 书 ， 毫 无 疑问 他 们 会 大 大 地 松 一 口气 。 在 完成 这 
本 书 过 程 中 ， 我 亲爱 的 妻子 Ann 给 予 我 非常 大 的 耐心 和 理解 ， 这 远 远 超 过 我 的 预期 。 不 
过 一 旦 触 磁 到 她 的 底 限 ， 她 就 拖 着 我 去 休假 ， 而 我 总 是 发 现 我 比 她 更 需要 这 样 的 放松 。 没 
有 她 的 宽容 ， 我 是 无 法 顺利 完成 这 项 任务 的 。 我 们 的 女儿 Deia 和 Amaya 已 经 开始 了 自己 
设计 的 人 生 ， 她 们 是 我 最 大 的 幸福 。 


XIII 


come FF Pm 


信号 、 系 统 及 推理 


就 本 书 所 指 的 概念 而 言 ， 至 少 人 类 从 记录 和 分 析 数 值 数据 开始 就 对 信号 感 兴趣 了 ， 比 
如 ， 跟 踪 气 候 、 贸 易 、 人 口 、 疾 病 和 天 体 运 动 。 我 们 一 直 沉浸 在 信号 之 中 ， 通 过 感官 感受 
它们 ， 通 过 仪器 测量 它们 以 及 分 析 、 改 变 和 关联 它们 ， 

系统 和 信号 是 紧密 联系 在 一 起 的 。 在 许多 情况 下 ， 理 解 那些 产生 令 人 感 兴趣 的 信号 的 
系统 的 行为 是 很 重要 的 。 而 且 ， 收 集 、 解 释 、 建 模 、 变 换 和 利用 信号 所 带 来 的 挑战 ， 促 使 
我 们 设计 和 实现 系统 ， 并 产生 新 的 信号 来 控制 和 操纵 系统 。 

本 书 用 到 的 推理 ， 指 的 是 结合 先 验 知识 和 可 用 的 信号 量 测 值 来 归纳 不 确定 性 的 存在 
性 。 先 验 知识 可 能 是 量 测 信号 的 部 分 指定 模型 。 推 理 可 能 与 这 种 模型 的 结构 和 改进 有 关 
系 。 推理 算法 的 实现 也 需要 设计 系统 来 处 理 这 些 量 测 的 信号 。 

涉及 信和 号、 系统 及 推理 的 概念 和 方法 的 应 用 ， 在 自然 科学 、 工 程 、 医 学 和 社会 科学 领 
域 无 处 不 在 。 然 而 ， 数 学、 算法 和 计算 基础 往往 会 演变 成 在 很 大 程度 上 独立 于 特定 的 应 用 
程序 。 这 些 常 见 的 基础 知识 也 是 本 书 关注 的 重点 。 


一 小 段 历史 


星 盘 ”可 以 视 为 信号 、 系 统 及 推理 在 几 个 世纪 前 的 一 个 复杂 实例 ， 它 是 中 世纪 最 受 欢 
迎 的 天 文 仪器 ， 除 了 用 来 绘制 天 体位 置 之 外 ， 还 可 以 导航 和 记录 时 间 。 大 概 在 公元 150 
年 ，Alexandria 的 Ptolemy 就 详细 描述 了 球面 投影 ， 这 也 是 形成 星 盘 术 的 基础 ， 由 Phodes 
的 Hipparchus 提出 的 三 角 框 架 甚 至 发 展 得 更 早 ， 大 概 是 公元 前 180 年 。 而 仪器 本 身 大 概 
是 在 公元 400 年 出 现 的 ， 广 泛 使 用 则 是 在 17 世纪 前 十 年 。 正 如 在 关于 封面 中 提 到 的 ， 表 
MRA ER Prague Orloj 建造 于 1410 年 。 

信号 、 系 统 及 推理 的 相互 影响 也 在 Carl Friedrich Gauss 关于 谷 神 星 (Ceres) 位 置 的 著 
名 预言 中 很 好 地 诠释 过 5 ， 几 乎 在 整整 一 年 后 这 颗 小 行星 又 再 次 消失 。 现 在 都 知道 谷 神 星 
是 小 行星 带 中 最 大 的 行星 ， 和 冥王 星 一 起 ， 被 划分 为 矮 行 星 。Plaermo 的 天 文学 家 
Giuseppe Piazzi 在 1801 年 的 新 年 第 一 天 发 现 了 这 颗 行星 ， 但 是 只 能 在 它 消失 于 耀眼 阳光 
下 的 六 周 前 跟踪 它 在 太空 中 只 有 几 度 弧 线 的 运动 轨迹 。 那 时 引起 大 家 主要 兴趣 的 是 在 火星 
和 木星 之 间 是 否 可 能 存在 一 个 新 的 行星 。24 岁 的 Gauss 仅仅 用 了 Piazzi 的 3 次 观测 结果 ， 
并 基于 天 体 运动 轨迹 的 开 普 勒 模型 衍生 出 的 决策 组 合 和 简化 方程 ， 以 及 许多 天 的 手工 计 
算 ， 就 生成 了 对 谷 神 星 轨 道 的 估计 。 其 他 天 文学 者 (通常 假设 圆 形 而 不 是 椭圆 的 运动 轨迹 ) 
的 预测 是 无 法 找到 被 目击 到 的 这 颗 行星 。 然 而 ， 根 据 Gauss 操作 规范 的 成 功 观测 已 记录 于 
那 年 的 12 月 初 和 新 年 前 夜 。 正 如 Gauss 所 说 的 ， 他 是 “还 原 瞬 变 来 观测 >。 他 把 后 期 改进 
的 观测 方法 归 因 于 Piazzi 的 全 部 19 次 观测 而 不 是 只 有 3 次 ， 并 把 它 应 用 于 其 他 天 体 的 运 
动 中 。Guass 还 用 到 了 最 小 二 乘法 ， 这 也 是 他 在 几 年 前 就 推导 过 的 。 本 书 第 8 章 主 要 讨论 
与 随机 变量 最 小 均 方 误差 估计 相关 的 主题 ， 第 12 章 将 这 部 分 内 容 扩 展 到 随机 信号 的 估计 。 

直到 1805 年 ， 仍 然 受 小 行星 轨道 插值 测量 问题 的 启发 ，Gauss 开发 了 用 于 计算 有 限 
三 角 级 数 的 有 效 算法 中 。 遗 憾 的 是 ， 他 从 来 没有 发 表 他 的 算法 ， 尽 管 这 个 算法 出 现在 了 他 
去 世 60 年 以 后 的 作品 集 里 。 后 来 这 个 算法 的 变 体 被 其 他 人 独立 地 重新 发 现 ， 用 于 解决 在 
不 同 设置 环境 下 调和 级 数 的 拟 合 问题 ， 如 表示 气压 或 地 下 温度 的 变化 ， 计 算 修正 轮船 上 的 


罗盘 ， 从 晶体 中 建立 X 射线 衍射 数据 的 模型 。 这 些 算法 变 体 中 最 广为人知 的 ， 就 是 通常 所 
说 的 快速 健 里 叶 变 换 (Fast Fourier Transform, FFT). H James Cooley 和 John Turkey" 
在 1965 年 发 表 。 当 可 编程 数字 计算 机 普遍 应 用 于 科学 和 工程 领域 的 时 代 到 来 时 ，EFFT 很 
快 得 到 广泛 应 用 ， 并 产生 了 深远 影响 。 

本 书 讨论 的 许多 基本 概念 和 分 析 工 具 既 有 确定 性 系统 也 有 随机 系统 ， 如 在 第 1 章 和 
第 7 章 中 所 概述 的 ， 而 这 些 都 可 以 追溯 到 大 概 Gauss 时 代 的 数学 家 和 科学 家 的 工作 ， 包 括 
Pierre-Simon Laplace 和 Jean-Baptiste Joseph Fourier， 当 然 在 他 们 之 后 也 有 很 多 杰出 的 贡 
ik. FL Laplace 通常 是 和 拉 普 拉 斯 变换 联系 在 一 起 的 ， 其 实 他 对 概率 论 有 更 重要 的 贡献 ， 
这 是 因为 他 在 1812 年 发 表 了 该 学 科 的 专著 并 且 是 中 心 极限 定理 的 “发 现 者 ”。 本 书 其 他 部 
分 内 容 直 接 源 于 1800 年 后 工程 和 应 用 科学 领域 取得 的 进展 。 

19 世纪 30 年 代 电 报 的 发 明 引 发 了 一 场 通信 和 领域 的 技术 变革 后 ， 这 场 变革 对 本 书 所 有 
主题 相关 的 理论 和 实践 都 有 重大 影响 。 同 时 也 引领 了 其 他 领域 的 发 展 ， 如 交通 运输 和 天 气 
预报 ， 部 分 原因 是 现今 消息 的 传播 速度 比 起 马 、 火 车 和 风暴 快 多 了 。 几 年 之 内 由 点 和 线 构 
成 的 摩尔 斯 密码 可 以 通过 电缆 跨 大 洲 传输 了 。 紧 接着 是 19 世纪 70 年 代 的 电话 、20 世纪 前 
10 年 的 无 线 电 报 和 AM 无 线 电 、20 世纪 30 年 代 的 FM 无线电 和 电视 ,以 及 20 世纪 40 年 
代 的 雷达 。 今 天 我 们 已 经 拥有 了 卫星 通信 、 无 线 互 联网 和 GPS 导航 。 

这 些 变革 技术 促使 和 加 强 了 我 们 在 信号 、 系 统 及 推理 方面 的 研究 ， 是 电子 工程 领域 各 
种 技术 创造 性 发 展 的 重要 催化 剂 。 这 需要 有 效 地 产生 电子 信号 或 者 电磁 波 、 表 征 传 输 介 质 
(使 得 这 些 信 号 以 可 预测 的 方式 传播 )、 设 计 各 种 中 间 阶 段 必 需 的 滤波 器 和 放大 器 ， 以 及 在 
骨 入 信息 的 发 射 机 和 提取 目标 信息 的 接收 机 中 开发 适当 的 信号 处 理 电 路 和 系统 。 现 今 对 工 
程 学 位 课程 中 信号 与 系统 的 研究 ， 以 电路 系统 为 系统 的 基本 例子 ， 开 始 于 20 世纪 30 年 代 
和 40 年 代 。 本 书 第 2 章 描 述 的 部 分 概念 主要 来 自 于 通信 电路 和 传输 线 。 

与 通信 技术 并 行 发 展 的 有 控制 系统 的 分 析 和 设计 。 其 中 包括 模拟 计算 ， 其 目的 在 于 对 
建 模 不 同系 统 的 微分 方程 进行 仿真 。 尽 管 这 些 概念 在 50 多 年 前 就 已 描述 ,但 第 一 次 实用 
的 机 械 实现 大 概 是 在 1930 年 由 Vannevar Bush 和 其 他 工程 师 研制 的 微分 分 析 仪 。 利 用 了 
运算 放大 器 的 更 灵活 和 功能 更 强大 的 电子 版 本 (也 就 是 模拟 计算 机 ) 从 20 世纪 50 年 代 开 始 
广泛 使 用 ， 直 到 它们 被 20 世纪 80 年 代 出 现 的 数字 计算 机 取代 。 

借助 反馈 能 够 自动 调整 的 仪器 设计 至 少 可 以 追溯 到 大 约 公 元 前 250 年 ， 如 Alexandria 
的 Ctesibius 的 水 时 钟 。 工 业 时 代 最 早 也 最 重要 的 反馈 应 用 是 1788 年 瓦特 (James Watt) HH 
来 调整 燕 汽 发 动机 速度 的 离心 调 速 器 ,但 是 直到 1868 年 ， 麦克斯韦 (James Clerk 
MaxwelD)! 才 揭示 了 如 何 用 这 样 的 离心 调 速 器 来 分 析 动 态 稳定 性 。 反 馈 控制 在 20 世纪 初 
期 开始 普遍 应 用 于 工业 系统 。 与 此 相关 联 的 许多 数学 理论 广泛 应 用 于 今天 一 一 相关 的 研 
究 学 者 有 20 世纪 20 年 代 和 30 年 代 贝 尔 实 验 室 的 Harold Black, Harry Nyquist 和 
Hendrik Bode 等 ， 而 这 些 理论 其 实在 设计 通信 和 信和 号 处 理 领 域 中 稳定 的 、 和 鲁 棒 的 电子 放大 
器 和 振荡 器 时 就 得 以 发 展 了 。 关 于 反馈 控制 其 他 方面 的 研究 ， 受 到 工业 生产 、 化 学 过 程 、 
发 电 技术 、 交 通 运输 以 及 相似 场景 规范 中 伺服 机 制 设计 的 启发 。19 世纪 90 年 代 李 雅 普 诺 
夫 (Aleksandr Lyapunov) 在 线性 和 非 线 性 系统 稳定 性 方面 的 研究 利用 状态 空间 的 形式 加 以 
描述 ， 不 过 这 项 工作 在 20 世纪 ;60 年 代 前 并 不 广为人知 ， 而 现今 这 已 经 成 为 系统 和 控制 理 
论 中 的 重要 部 分 。 这 些 状态 空间 模型 和 方法 包括 平衡 状态 、 稳 定性 、 状 态 估计 的 量 测 驱 动 
仿真 和 反馈 控制 ， 分 别 在 第 4 一 6 章 中 讨论 。 

反馈 机 制 在 生命 系统 中 也 扮演 着 重要 角色 ， 正 如 1865 年 生理 学 家 Claud Bernard 明确 
描述 的 那样 。20 世纪 早期 ， 随 着 通信 和 控制 领域 中 数学 研究 的 发 展 ，Norbert Wiener 和 
他 的 同事 认识 到 反馈 在 心理 学 、 生 理学 、 生 物 学 和 社会 科学 等 学 科 中 的 共性 和 重要 性 。 随 
着 有 关 动 物 和 机 器 的 控制 和 通信 研究 "1 ， 最 终 在 20 世纪 40 年 代 有 了 Wiener 对 控制 论 的 
定义 和 详细 阐述 (1948 年 ) 。 
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对 于 通信 、 控 制 及 信号 处 理 中 的 信号 、 系 统 及 推理 问题 ， 不 可 避免 地 要 处 理由 非 理 想 
和 低 性 能 器 件 引 起 的 失真 和 误差 。 反 馈 通 常 正好 用 来 克服 这 类 不 足 。 相 关联 的 一 个 问题 是 
随机 干扰 ， 它 能 给 系统 行为 带 来 不 确定 性 。 这 些 随 机 干扰 能 够 破坏 通信 信道 或 接收 机 中 的 
信号 ， 影 响 反 馈 控制 系统 的 性 能 ， 也 能 影响 推断 结果 的 可 靠 性 。 通 过 展示 如 何以 概率 方式 
建立 随机 干扰 模型 ， 并 在 时 域 和 频 域 表征 它们 ， 数 学 理论 在 这 些 应 用 中 发 挥 了 重要 作用 。 
从 20 世纪 20 ERFAR, Wiener 的 研究 工作 商定 了 在 这 些 领域 以 及 相关 领域 中 工程 应 用 
的 基础 。 在 他 的 一 篇 关于 时 间 级 数 叫 的 外 搬 、 内 插 和 平滑 处 理 的 著名 报告 中 ， 将 傅 里 叶 分 
析 和 随机 过 程 的 概念 带 入 信和 号 处 理 和 推理 的 实践 运用 中 ， 这 是 一 个 重大 进步 。 在 第 8 一 11 
章 的 基础 上 ， 第 12 章 讨 论 了 一 类 与 Wiener 的 名 字 相 关 的 滤波 问题 ， 展 示 了 如 何 通过 随机 
过 程 的 模型 为 滤波 和 预测 提供 基础 。 

1948 年 香农 (Claude Shannon) 发 表 了 引发 技术 革命 的 论文 "4 ， 本 质 上 产生 了 信息 论 。 
(Hil ABARAT SEL. SIA TRE. Wi. PUA ARMS. it 
至 今 这 些 概 念 仍 然 是 该 领域 的 参考 框架 。 正 如 在 前 言 中 提 到 的 ， 信 息 论 已 经 超出 了 本 书 讨 
论 的 范畴 。 然 而 ， 香 农 的 工作 开启 了 数字 通信 时 代 。 第 3 章 关 于 脉冲 幅度 调制 的 素材 内 容 
WR EH Nyquist) 的 主要 贡献 ， 这 些 贡献 在 数字 通信 中 有 具有 重要 的 实际 意义 。 
第 9 一 13 章 所 讨论 的 噪声 中 的 信号 检测 也 是 数字 通信 及 其 他 许多 应 用 中 的 基本 知识 点 。 

如 本 开场 白 开 始 所 指出 的 ， 有 着 悠久 历史 并 与 本 书 内 容 有 关系 的 另 一 个 研究 领域 是 时 
间 级 数 ， 这 不 仅 体 现在 自然 科学 (如 天 文学 、 气 象 学 ) 和 工程 领域 ， 还 体现 在 经 济 学 和 无 处 
不 在 的 社会 科学 领域 。 时 间 级 数 分 析 的 一 个 典型 目标 是 利用 量 测 的 噪声 数据 去 构建 因果 动 
态 的 模型 ， 然 后 去 推 知 这 些 信 号 将 来 的 值 。 其 中 一 个 特别 关注 点 是 检测 和 利用 数据 中 可 能 
潜在 的 任何 趋势 或 周期 性 。 这 里 所 考虑 的 问题 类 似 于 那些 激励 Wiener 和 其 他 研究 者 的 问 
题 ， 需 要 的 数学 工具 部 分 重生 ， 不 过 时 间 级 数 的 研究 文献 更 趋向 于 应 用 驱动 型 和 以 数据 为 
中 心 。 比 如 ， 第 11 章 介 绍 的 周期 图 的 概念 ， 首 次 出 现在 这 类 文献 中 的 应 用 就 是 作为 随机 
过 程 中 检测 潜在 周期 性 的 工具 5 。 

在 过 去 的 半 个 世纪 中 出 现 的 实时 数字 计算 能 力 对 信和 号、 系统 及 推理 产生 了 重大 影响 ， 
也 由 此 产生 了 新 的 理论 公式 。 实 时 计算 的 一 个 早期 示例 是 彻底 地 改变 信号 处 理 和 控制 中 核 
心 问题 的 卡尔 曼 滤波 器 ， 这 将 卡尔 曼 滤 波 推广 到 多 个 领域 ， 大 大 拓展 了 它 的 应 用 。 开 创 性 
的 状态 方程 公式 "由 Rudolf Kalman 在 1960 年 引入 ， 用 于 研究 信号 滤波 中 利用 递 推 最 小 
二 乘法 对 输出 目标 信号 的 系统 进行 状态 估计 。 滤 波 器 的 计算 算法 与 系统 的 操作 并 行 运行 ， 
计算 结果 也 可 以 纳入 反馈 控制 律 。 卡 尔 曼 滤波 器 最 初 应 用 于 空间 导航 ， 而 今 已 广泛 使 用 
了 。 卡 尔 曼 滤波 器 和 第 6 章 讨 论 的 状态 观测 器 有 联系 ， 而 与 维 纳 滤波 器 的 关系 将 在 第 12 
AAR. 


一 点 展望 


21 世纪 以 来 ， 信 号 、 系 统 及 推理 中 最 引 人 注 目的 发 展 ， 当 属 巨 大 的 分 布 式 网 络 计 算 
能 力 ， 包 括 小 型 、 廉 价 和 移动 的 运算 终端 。 计 算 、 通 信 、 控 制 和 信和 号 处 理 领 域 的 进步 使 得 
它们 在 很 大 程度 上 相互 连接 和 作用 ， 这 在 互联 网 之 初 的 20 世纪 60 年 代 仅 有 少数 人 能 够 预 
见 ， 其 中 就 有 本 C. R. Licklider”! 。 让 这 份 收 慑 变 为 现实 的 一 个 转变 事件 是 Tim Berners- 
Lee Æ 1989 年 发 明 的 万 维 网 。 

连续 和 离散 时 间 技 术 的 紧密 耦合 变 得 越 来 越 重 要 。 数 字 信 和 号、 通信 和 计算 通常 相互 作 
用 于 模拟 物理 对 象 之 间 ， 如 汽车 系统 、 娱 乐 活动 、 机 器 人 学 、 人 机 接口 、 航 空 电子 学 、 智 
能 电网 、 医 疗 器 械 等 。 这 也 越 来 越 难 把 一 个 给 定 的 工程 设备 或 组 件 划 分 给 通信 、 控 制 、 信 
号 处 理 或 者 其 他 专用 领域 。 这 些 领域 会 在 不 同 的 时 间 以 不 同 的 组 合 方式 协同 合作 。“ 信 息 
物理 系统 ”一 词 通 常 描述 用 于 联合 监测 与 控制 的 区 入 式 计算 机 和 分 布 式 物理 过 程 之 间 的 网 
络 互 联结 合体 "1 。 


无 论 是 最 小 的 微观 层面 还 是 最 大 的 宏观 角度 ， 我 们 对 宇宙 的 不 断 探索 在 许多 方面 都 依 
赖 于 如 何 处 理 信号 、 系 统 及 推理 。16 世纪 末 显 微 镜 的 发 明 对 细胞 级 甚至 更 微小 的 科学 世 
界 的 发 展 有 着 深远 影响 。 几 年 之 后 也 就 是 在 17 世纪 之 初 望远镜 的 发 明 ， 同 样 放 大 了 我 们 
对 太空 的 视野 ， 这 具有 同样 革命 性 的 影响 。1990 年 发 射 的 哈 勃 望远镜 使 得 我 们 现在 能 够 
观测 几 亿 光 年 之 外 的 宇宙 ， 如 原 书 封底 上 的 图 像 所 描绘 的 。 处 理 哈 勃 望远镜 传 回来 的 图 像 
的 技术 也 是 本 书 基本 概念 的 延伸 。 例 如 ， 第 12 章 讨论 的 反 卷 积 技术 在 处 理 哈 勃 望 远 镜 图 
像 中 扮演 着 重要 角色 ， 最 关键 的 是 在 初始 阶段 帮助 图 像 校正 球面 像 差 引起 的 失真 ， 直 到 修 
正成 功 。 在 2003 年 和 2004 年 ， 哈 勃 望 远 镜 捕捉 到 了 有 趣 的 谷 神 星 图 像 。2015 年 3 H, 
NASA( 美 国 宇航 局 ) 的 “曙光 号 ”飞船 在 长 达 8 年 的 飞行 旅程 后 ， 进 入 谷 神 星 的 轨道 ， 获 
得 了 这 颗 矮 行星 最 详细 和 激动 人 心 的 图 像 。 可 以 想象 Gauss 一 定 会 非常 高 兴 。 

本 书 希望 把 所 讨论 的 基本 内 容 应 用 于 当今 世界 广泛 领域 的 信号 、 系 统 及 推理 中 。 这 些 
应 用 深 深 植 和 人 生活 中 每 天 能 看 到 和 用 到 的 许多 系统 中 ， 但 几乎 看 不 见 ， 甚 至 被 观测 者 或 者 
使 用 者 视 为 理所当然 。 比 如 ， 汽 车 和 娱乐 系统 是 当前 专业 化 的 信号 处 理 系统 应 用 的 最 大 市 
场 。 毫 无 疑问 ， 本 书 内 容 将 在 许多 年 里 都 是 基础 。 

对 未 来 的 迟 慢 总 是 充满 惊喜 。 然 而 ， 可 以 肯定 的 是 ， 新 的 技术 平台 将 随 着 众多 学 科 的 
发 展 进步 继续 出 现 ， 如 量子 物理 学 、 材 料 科学 、 光 子 学 和 生物 学 。 同 时 新 的 数学 方法 和 工 
具 也 将 出 现 ， 并 影响 信和 号、 系统 及 推理 的 研究 和 应 用 。 这 些 发 展 将 开创 新 的 研究 方向 ,无 
疑 其 中 部 分 也 会 是 本 书 基本 概念 的 推导 ， 因 为 今天 用 到 的 许多 知识 都 根植 于 过 去 阁 干 世纪 
中 的 各 种 成 就 。 本 书 的 基本 原理 和 概念 不 仅 有 重要 的 历史 意义 ， 还 会 有 更 丰富 的 未 来 ! 
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重建 、 数 字 滤 波 器 的 分 析 和 设计 、 多 速率 DSP 系 统 ; 后 4 章 侧重 于 DSP 应 用 ， 包 括 数字 滤波 器 的 实现 、 
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本 书 基于 真实 设备 与 系统 ， 研 究 如 何 进行 数字 信号 处 理 的 软 硬 件 设计 与 实现 ， 详 细 盖 述 了 模拟 和 数 
字 信 号 调谐 、 复 数 到 实数 的 变换 、 数 字 信道 化 器 的 设计 以 及 数字 频率 合成 技术 ， 并 重点 讨论 了 多 相 滤 波 
器 (PPF) 、 级 联 的 积分 梳 状 〈CIC) 滤波 器 、 数 字 信 道 器 等 业界 常用 的 一 些 的 信号 处 理应 用 。 本 书 适 
合 即 将 进入 信号 处 理 领域 的 大 学 毕业 生 ， 也 适合 有 一 定 DSP 设 计 经 验 的 业界 工程 师 阅读 。 


数字 信号 处 理 : 系统 分 析 与 设计 ( 原 书 第 2 版 ) 


作者 : Paulo S. R. Diniz 等 译 者 ; aK Aw 等 ISBN; 978-7-111-41475-9 定价 ;85.00 元 
英文 版 ISBN: 978-7-111-38253-9 ft: 79.00 元 


本 书 全 面 、 系 统 地 阐述 了 数字 信号 处 理 的 基本 理论 和 分 析 方法 ， 详 细 介 绍 了 离散 时 间 信 号 及 系 
统 、 傅 里 叶 变 换 、z 变 换 、 小 波 分 析 和 数字 滤波 器 设计 的 确定 性 数字 信号 处 理 ， 以 及 多 重 速率 数字 信号 
处 理 系 统 、 线 性 预测 、 时 频 分 析 和 谱 估 计 等 随机 数字 信号 处 理 ， 使 读者 深刻 理解 数字 信号 处 理 的 理论 
和 设计 方法 。 本 书 不 仅 可 以 作为 高 等 院 校 电子 、 通 信 、 电 气 工程 与 自动 化 、 机 械 电子 工程 和 机 电 一 体 
化 等 专业 本 科 生 或 研究 生 教材 ， 还 可 作为 工程 技术 人 员 DSP 设 计 方 面 的 参考 书 。 
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第 ] 章 
信号 与 系统 


本 章 将 给 出 信和 号 处 理 的 一 些 基础 的 背景 知识 ， 主 要 是 通过 卷 积 (convolution) 、 傅 里 叶 
分 析 (Fourier analysis) 、 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace transform) 和 z 变换 (z transform) ， 对 线 
性 时 不 变 系统 (LTI system) 以 及 与 之 相关 的 连续 时 间 和 离散 时 间 信 和 号 进行 描述 。 本 章 通过 
简要 总 结 和 回顾 这 些 背景 知识 ， 建 立 将 会 在 全 文中 使 用 的 标记 法 ， 这 种 标记 法 也 会 为 后 续 
章节 中 的 讨论 提供 参考 。 


1.1 信号、 系统、 模型 及 性 质 


本 书 将 探讨 各 种 类 型 的 信号 (signal) 与 系统 (system)， 为 它们 建立 模型 (model)， 并 学 
习 它 们 的 性 质 (property)。 

信号 可 以 表示 为 由 一 个 或 多 个 独立 变量 (independent variable) 组 成 的 实 值 或 者 复 值 函 
数 。 它 们 可 能 是 一 维 的 ， 也 就 是 说 ， 函 数 只 有 一 个 独立 变量 ， 也 可 能 是 多 维 的 。 独 立 变 量 
可 以 是 连续 的 ， 也 可 以 是 离散 的 。 对 于 许多 一 维 信号 ， 它 的 独立 变量 自然 要 与 时 间 相 关 ， 
尽管 它 不 太 可 能 对 应 实时 (real time) 。 当 独立 变量 是 连续 的 时 候 ， 将 其 放 人 圆 括号 (curved 
parenthese) 中 表示 ， 而 当 它 是 离散 的 时 候 ， 将 其 放 人 方 括号 (square parenthese) 中 表示 为 
一 个 整数 型 变量 (integer variable), ZKH, x(t) PAN — PE EAT E (Continuous-Time, 
CT) 信 号， 而 z[nj 表 示 离 散 时 间 (Discrete-Time，DT) 信 号 。 这 里 x(*) 和 x[*] 的 标记 法 
将 用 来 表示 整个 信和 号， 而 不 必用 特定 的 变量 t 或 者 n 来 表示 时 间 。 

前 6 章 将 集中 研究 确定 性 信号 (deterministic signal) 。 从 第 7 章 开 始 ， 将 引入 随机 信和 号 
(stochastic signal) ， 也 就 是 说 ， 信 和 号 是 从 一 个 信号 集合 Censemble) 中 提取 出 来 的 ， 是 信和 号 
集合 中 的 任意 一 个 给 定 的 随机 过 程 中 可 能 的 输出 信号 。 为 了 将 表示 随机 过 程 的 信号 集合 与 
确定 性 信号 区 分 开 来 ， 通 常 使 用 大 写字 母 Cuppercase) RRR SRA. BMRB, XO R 
示 一 个 CT 随机 过 程 ， 而 z(t) 表 示 这 个 集合 中 的 一 个 特定 信号 。 类 似 地 ，X[nj 表 示 一 个 
DT 随机 过 程 。 

系统 是 由 软件 或 硬件 元 件 (element)、 部 件 (component) 或 子 系统 (subsystem) 组 成 
的 。 一 个 系统 可 以 看 成 一 系列 输入 信号 到 输出 信号 或 响应 信号 的 映射 。 更 普遍 的 一 种 
看 法 (本 节 没 有 采用 这 种 说 法 ) 是 指向 一 系列 指定 信和 号 施加 约束 的 实体 ， 而 且 不 必 对 这 
些 特定 信号 进行 输入 或 输出 的 区 分 。 任 意 满足 约束 条 件 的 信号 都 被 称 为 系统 的 行为 
(behavior) 。 

模型 (通常 来 说 ) 是 一 个 系统 对 一 系列 特定 信号 施加 的 约束 的 一 种 表示 ， 这 种 表示 可 以 
是 数学 的 、 软 件 的 、 硬 件 的 、 语 言 上 的 或 者 其 他 形式 的 。 一 个 模型 本 身 就 是 一 个 系统 ， 因 
为 它 给 这 个 模型 中 描述 的 一 系列 信号 施加 了 约束 ， 所 以 在 使 用 系统 和 模型 这 两 个 词 时 经 常 
可 以 进行 互 换 。 然 而 在 某 些 时 候 ， 模 型 对 于 保留 真实 的 物理 量 及 其 数学 或 计算 机 仿真 表示 
之 间 的 差别 非常 重要 。 

通过 映射 或 者 行为 方式 对 系统 描述 的 差异 ， 可 以 由 表达 式 描 述 出 来 。 比 如 ， 电 阻 的 欧 
姆 定律 (Ohmys law for a resistor) 。 当 表达 式 为 v(t) 二 Ri(t) 的 时 候 ， 它 表示 将 电流 i(z) 作 
为 输入 信和 号， 把 电压 v(7) 作 为 响应 信号 ， 反 过 来 也 可 以 表示 为 

Ri(t)/v(t) = 1 kisl) 

这 种 表达 式 更 能 体现 出 两 个 相关 信和 号 的 约束 条 件 。 相 似 地 ， 如 图 1. 1 所 示 ， 基 尔 霍 夫 


2 ， 信号、 系统 及 推理 


定律 (Kirchhoff?s law) 对 电阻 -电容 CRC) 电 路 的 信号 v(t)、ir (t) 和 ve (zt) 进 行 了 约束 ,但 
是 不 必 区 分 哪个 变量 是 输入 ， 哪 个 是 输出 。 更 广泛 
地 来 看 ， 一 个 行为 描述 包含 了 信和 号 必须 满足 的 一 系 
列 约 东 条件。 例如 某 个 特定 系统 在 两 个 信号 之 间 施 
加 时 移 约束 ， 且 并 没有 明确 指定 这 两 个 信号 哪 一 个 
对 应 于 输入 或 输出 ， 那 么 在 这 种 情况 下 ， 行 为 解释 O 
就 会 更 加 合适 。 不 过 在 本 书 中 ， 通 常 把 系统 表示 为 

输入 到 输出 的 映射 。 

这 种 以 映射 表示 系统 或 模型 的 方法 包含 以 下 内 
容 : 一 组 输入 信号 {z(.)}， 它 们 中 的 每 一 个 都 可 能 图 1.1 电阻 -电容 电路 
在 某 个 特定 范围 内 变化 ， 相似 地 ， 一 组 输出 信号 {y(.)} ， 它 们 中 的 每 一 个 也 可 能 变化 ; 一 
个 唯一 地 定义 了 输入 信号 和 输出 信号 的 函数 关系 的 映射 描述 。 

对 于 CT 情况 下 的 单 输入 单 输出 系统 ， 图 1. 2 表示 了 将 系统 作为 一 种 映射 来 描述 的 方 
法 ， 它 表明 对 于 每 个 输入 集 的 信号 ，T{，} 表 示 信 号 在 输出 集 上 的 映射 。 如 果 给 定 输入 
z(，) 和 映射 Ti+), DRA y(* ) 就 是 唯一 的 。 更 一 般 地 说 ,图 1. 3 中 的 表示 法 用 来 表示 
任意 时 刻 i 的 输入 和 输出 信和 号。 在 图 1. 3 的 标记 法 中 ， 更 重要 的 是 理解 映射 T{，) 是 信号 
集 之 间 的 映射 ， 而 不 是 在 某 一 特定 时 刻 的 信号 值 x(z) 与 菜 一 特定 时 刻 的 信号 值 y(t) 之 间 的 
无 记忆 映射 。 举例 来 说 ， 如 果 一 个 系统 对 输入 延 时 t。， 那 么 

y(t) = z(t— th) C12) 


i, (t) 


of wire Loses :0—| ri) LHe 
图 1. 2 把 系统 作为 输入 输出 映射 的 表示 法 图 1.3 系统 输入 输出 映射 的 其 代 表示 法 


系统 性 质 


一 个 由 映射 描述 的 系统 ， 有 如 下 定义 的 多 种 性 质 ， 假 定 大 家 对 于 这 些 性 质 都 很 熟悉 。 
这 里 给 出 的 是 DT 情况 ， 这 些 性 质 也 很 容易 推广 到 CT 情况 中 。 为 了 表达 方便 ， 假 设 接 下 
来 定义 的 数学 表达 式 所 表示 的 是 单 输入 单 输出 系统 。 
无 记忆 性 : 任意 时 刻 的 输出 与 其 他 时 刻 的 输入 无 关 。 式 (1.2) 中 描述 的 延 时 t 的 CT 
系统 就 不 具有 无 记忆 性 。 一 个 简单 的 DT 无 记忆 性 的 例子 是 
yla] = zx’[n] (1. 3) 
对 于 所 有 的 n 都 成 立 。 
线性 : 输入 信号 的 任意 线性 组 合 ( 生 加) 的 响应 与 这 些 输入 信号 中 单个 信号 的 响应 的 线 
性 组 合 是 相同 的 。 
时 不 变性 : 任 一 输入 集合 在 时 间 上 移 位 的 响应 ， 总 是 原 集合 响应 的 移 位 ， 且 移 位 量 相同 。 
线性 时 不 变性 (LTI) : 系统 既是 线性 的 也 是 时 不 变 的 。 
因果 性 : 任 一 时 刻 的 输出 都 与 该 时 刻 以 后 的 输入 无 关 ， 即 对 于 所 有 的 no. yin JAR 
决 于 那些 n>n 的 zLn]。 换 一 种 说 法 ， 定 义 2[n]、3[nj] 表 示 系 统 的 一 对 输入 与 输出 ， 其 
中 当 n<no 时 ，2[nj] 二 zx[nj， 这 里 n 是 一 个 固定 的 但 是 可 以 任意 取 值 的 数 ， 那 么 一 定 有 
当 n<n. It, IinJ=y[n]. 
输入 有 界 、 输 出 有 界 (BIBO ) 稳定 性 : 当 输 入 有 界 时 ， 其 输出 响应 也 总 是 有 界 的 ， 即 对 
于 所 有 的 n, 都 有 |zLnj| 二 M2， 也 就 意味 着 对 所 有 的 n, 都 有 |y[n]| 二 M, 二 oo。 
系统 性 质 
举例 说 明 这 些 系统 性 质 。 考 虑 一 个 系统 ， 其 输入 zx[nj] 和 输出 yLnj 的 关系 由 下 式 定义 ，: 
yLn| = zx[L4n 二 1] (1. 4) 
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其 中 , n 取 任 意 值 。 下 面 确定 这 个 系统 是 否 具有 无 记忆 性 、 线 性 、 时 不 变性 、 因 果 性 和 
BIBO 稳定 性 。 

无 记忆 性 :一 个 简单 的 反例 就 能 证 明 这 个 系统 不 是 无 记忆 的 。 ARH n= 时 的 yLnj]。 
从 表达 式 (1.4) 可 知 yL0] 二 xz[1]， 因 此 y[0] 取 决 于 一 个 2 天 0 时 刻 的 输入 值 ， 所 以 它 不 是 
无 记忆 的 。 

线性 ;为 了 检验 线性 ， 考 虑 两 个 任意 的 输入 信号 za[nj] 和 zsLnj]， 并 且 把 它们 的 线性 
组 合 的 输出 和 各 自 单独 输出 的 线性 组 合 进行 比较 。 从 式 (1.4) 可 知 ,ya[nj 是 对 xaLnj 的 响 
应 ，ys[nj 是 xs[nj 的 响应 (对 于 所 有 的 nn 都 成 立 ): 

yaln] = xal4n+1] (1.5) 
ysin] = zlin +1] (1. 6) 

如 果 zc[nj] 二 axa[nj 十 bxs[n]， 其 中 a、5 为 任意 值 ， 有 yc[nj 二 ayaLnj 十 bysLn]， 那 
么 系统 就 是 线性 的 。 将 式 (1.4) 应 用 到 zcLn]， 可 知 这 条 性 质 是 满足 的 。 

HREM: 为 了 检验 时 不 变性 ， 需 要 比较 一 个 经 过 时 移 的 x[nj 的 输出 和 一 个 xLnj 的 
输出 的 时 移 。 任 意 特 定 的 输入 zx[nj 的 输出 yLnj 都 可 以 由 式 (1.4) 得 到 。 由 信号 clin) g 
no 得 到 输入 信号 人 [nj]， 对 应 的 输出 为 9Ln]。 于 是 

SEn] = [4n 十 1] = zxL4n 十 1 十 moj] Chick) 

如 果 系 统 是 时 不 变 的 ， 那 么 根据 式 (1.4)， 将 y[n] 时 移 n 所 得 到 的 人 L7z] 就 应 该 和 用 

(n 十 no) 代替 n 所 得 到 的 结果 相等 ， 可 得 
yint n] = zl4n + 4m +1] (1. 8) 

由 于 式 (1.7) 和 式 (1. 8) 是 不 相等 的 ， 所 以 该 系统 不 是 时 不 变 的 。 再 说 明 一 种 特殊 的 输 
入 情况 ， 假 设 x[n] 是 单位 脉冲 信号 6[nj]， 当 n= 二 0 时 ， 其 值 为 1， 其 他 时 候 都 是 0。 由 式 
(1.4) 可 知 ， 系 统 的 输出 是 SL4z 十 1]， 那 么 对 于 所 有 的 元 来 说 ， 输 出 是 0， 当然 yint] 
也 全 部 是 0。 然 而 ， 如 果 考 虑 z[n 十 noj] 二 6[n 十 no]， 那 么 输出 就 是 6[4n 十 1 十 no。]。 这 样 当 
mo 二 3，n 二 一 1 时 ， 输 出 为 1， 其 余 时 刻 也 都 为 0。 

因果 性 由 于 当 n==0 时 的 输出 取决 于 n= 二 1 时 的 输入 ， 所 以 系统 不 是 因果 的 。 

BIBO 稳定 性 : 因为 |y[n]|= 二 |x[4n 十 1]|， 如 果 |z[nj| 有 界 ， 那 么 |z[L4n 十 1]| 有 
界 ， 所 以 系统 一 定 是 BIBO 稳定 的 。 < 


1.2 线性 时 不 变 系 统 


正如 许多 文献 所 描述 ， 线 性 时 不 变 (LTI) 系统 是 工程 设计 的 基础 。 这 种 经 典 系统 为 分 
析 与 设计 提供 了 丰富 的 理论 基础 ， 这 是 一 个 优势 。 更 重要 的 是 ， 在 很 多 非 线性 系统 中 ， 那 
些 看 似 稳定 的 操作 所 带 来 的 微小 偏差 ， 是 可 以 用 LTI 模型 来 控制 的 ， 所 以 LTI 系统 分 析 
和 设计 工具 可 以 用 于 近似 稳定 操作 情况 下 的 增 量 描述 。 


1.2.1 LTI 系 统 的 冲 激 响应 表示 


一 种 常用 的 表示 输入 信号 到 输出 信号 的 LTI 映射 的 方法 就 是 通过 输入 与 系统 冲 激 响 应 
的 卷 积 来 表示 。 在 CT 中 的 关系 式 如 下 : 


gig} = | 2@ne—ode (1.9) 
RH, OEA, VORME, ORRA RARA. E DT 中 相应 的 关系 式 如 下 : 
yin] = >) alk]a[n—k] (1. 10) 


武 中， 让] 是 单位 采样 (或 者 单位 “ 冲 激 ” 响 应 。 
式 (1.9) 中 的 卷 积 积分 和 式 (1. 10) 中 的 卷 积 和 通常 简化 为 
y(t)= x(t) * hQ) (1. 11) 
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yln]= x[n] x*h[n] C1418) 
虽然 这 种 简化 标记 法 很 方便 ， 但 是 如 果 理 解 不 充分 的 话 ， 就 容易 引起 误解 。 如 另 一 种 
等 效 的 标记 法 
y(t) = (x *h) (t) (1.13) 
它们 各 有 优 缺 点 。 只 有 理解 了 式 (1.9) 和 式 (1. 10) 的 正确 含义 ， 才 能 用 式 (1. 11) 和 
式 (1. 12) 来 作为 式 (1. 9) 和 式 (1. 10) 的 简化 式 。 
由 卷 积 获得 的 LTI 系统 特性 是 通过 把 输入 信和 号 表示 为 不 同 加 权 冲 激 信号 的 和 加 而 获得 
的 。 在 DT 情况 下 ， 给 定 了 LTI 映射 其 中 冲 激 响应 为 h[n]， 也 就 是 说 ， 当 输入 为 单位 
采样 信号 或 者 单位 “ 冲 激 ” 函 数 [nj] 时 ， 它 的 输出 就 是 h[n]。 通 常情 况 下 的 输入 zx[n] 就 
可 以 表示 为 经 过 缩放 和 时 移 的 冲 激 信号 之 和 ， 具 体 如 下 : 


alal PEDES (1. 14) 


由 于 结果 具有 线性 和 时 不 变性 ， 输入 对 应 的 响应 y[nj 就 是 类 似 的 经 过 缩放 (尺度 变 
换 ) 和 时 移 的 冲 激 响应 之 和 ， 由 式 (1.10) 给 出 。 线 性 和 时 不 变性 使 得 一 个 特殊 输入 的 响应 
可 以 用 通用 输入 形式 的 响应 来 表示 。 类 似 的 推导 在 CT 情况 下 依然 成 立 。 

上 述 的 推论 看 起 来 似乎 表明 ， 所 有 从 输入 信号 到 输出 信号 的 LT] 映射 都 能 够 通过 卷 积 
和 表示 。 但 是 ， 对 于 像 式 (1.9)、 式 (1. 10) 和 式 (1. 14) 的 无 限 积分 或 者 无 限 求 和 ， 在 实际 
使 用 时 会 考虑 这 些 映 射 有 一 些 假设 条 件 。 在 这 里 ， 不 会 尝试 详细 说 明 这 些 假设 条 件 。 虽 然 
要 找到 “有 问题 ”(pathological) 的 LTI 映射 的 例子 并 不 困难 一 一 但 是 在 这 里 并 没有 太 大 
的 意义 ， 或 者 在 大 多 数 的 工程 模型 中 并 没有 必要 一 一 但 由 于 违背 了 这 些 假设 ， 所 以 在 这 些 
情况 下 卷 积 关系 不 成 立 。 

由 式 (1. DARA. 10) 可 推断 出 ， 一 个 LTI 系 统 满足 BIBO 稳定 性 的 充分 必要 条 件 是 
冲 激 响 应 绝对 可 积 (CT) 或 者 绝对 可 和 (DT) : 


BIBO 稳定 (CCT) 扣 | OIC TAT (1. 15) 





BIBO REDDE) |hEn]]< œ (1. 16) 


由 式 (1.9) 和 式 (1. 10) 还 可 以 推断 出 ， 一 个 LTI 系 统 满足 因果 性 的 充分 必要 条 件 是 当 
t<0(CT) RH 24 <0CODT) 时 ， 冲 激 响 应 为 0。 
1.2.2 LTI 系 统 的 特征 函数 和 变换 表示 

指数 函数 (exponential) 是 LTI 映射 的 特征 函数 ， 也 就 是 说 ， 当 所 有 时 刻 的 输入 是 指数 
形式 时 ， 就 可 以 将 其 看 成 是 “永久 的 ”(everlasting) 指 数 形式 ， 这 时 输出 就 仅仅 是 输入 的 
缩放 形式 。 因 此 ， 计 算 这 样 一 一 应 就 可 简化 为 一 个 简单 的 有 适当 缩放 因子 的 
乘法 运算 。 具 体 来 说 ， 在 CT 情况 下 ， 仿 

x(t) = ev (1.17) 

对 于 某 些 可 能 的 复数 值 % 成 立 (s 称 为 复 频率 ) 。 那 么 从 式 (1. 9) 可 得 到 


y= 和 h(iz(t— 7rdr = Arde? dr = H(s,)e'! (1. 18) 
此 处 
His).= i RV er de (1.19) 


假设 当 s=s 时 ， 上 述 的 积分 有 一 个 有 限 值 (否则 ， 该 指数 响应 就 不 满足 严格 定义 )。 
式 (1.18) 中 ，z(#) 具 有 式 (1.17) 的 形式 ， 就 是 具有 瓦 (Cs ) 给 出 的 特征 值 的 一 个 特征 函数 ， 
注意 到 式 (1.19) 正 好 是 冲 激 响应 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 ， 或 者 说 是 系统 的 传递 函数 ， 还 注意 
到 复 平面 上 ; 值 的 集合 (使 得 上 述 积 分 取 有 限 值 ) 构 成 了 该 变换 的 收敛 域 (ROC)。 在 1.4 节 
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中 ， 将 深入 讨论 拉 普 拉 斯 变换 。 
永久 指数 函数 (everlasting exponential) Æ LTI 系统 的 特征 函数 ， 这 一 事实 可 以 直接 从 
另 一 事实 中 推导 出 来 ， 即时 移 一 个 永久 指数 函数 所 得 到 的 结果 与 用 一 个 常数 因子 缩放 这 个 
指数 函数 所 得 到 的 结果 是 相同 的 。 相 反 ， 单 边 指数 函数 e*'u(z) (其 中 u(t) 是 单位 阶 跃 信 
号 ) 通 常 来 说 不 是 LTI 映射 的 特征 函数 : 把 一 个 单 边 指数 函数 进行 时 移 并 不 会 得 到 与 把 这 
个 指数 函数 进行 缩放 的 相同 结果 ， 正 如 例 1. 2 描述 的 一 样 。 
LTI 系统 的 特征 函数 
如 上 所 述 ， 式 (1. 19) 的 积分 在 s=jo 时 收敛 ,永久 复 指数 ee 是 任何 LTI 系统 的 特征 
函数 ， 但 是 e*'u(t) 不 是 特征 函数 。 考 虑 一 个 简单 的 例子 ， 其 时 延 为 
y(t) = rE t) Ci, 20) 
那么 输入 为 ex'u(t) 的 输出 就 是 
e 0 eu (t — to) 
这 并 不 是 输入 的 一 个 简单 缩放 ， 所 以 通常 情况 下 ，e”'u(t) 不 是 LTI 系统 的 特征 函数 。 本 
当 z(t) 二 ex 时 ， 对 应 于 式 (1. 17) 中 的 so 取 了 纯 虚 数 jw， 对 于 所 有 的 正 时 刻 和 负 时 刻 
来 说 ， 输 入 都 是 有 界 的 ， 且 对 应 的 输出 形式 是 
y(t) = HGw)e CR 21) 
Hi s1.19) PA As) HE s=jo 时 收敛 。 这 里 ， w( 实 数 ) 是 输入 的 频率 。 根 据 
式 (1.19)， 互 (jw) 由 下 式 给 出 : 


RGo:= à hve dt (1. 22) 


表达 式 (1. 22) 中 的 函数 H Go BEA PETE FA GE A BL JM «thn E h BY E ST 
间 傅 里 叶 变换 (CTFT) 。 如 果 h(z) 是 绝对 可 积 的 ， WKAR EET o KVL, XLT CTFT 的 
积分 就 有 一 个 有 限 值 (该 值 也 能 被 表示 为 w 的 连续 函数 )， 换 名 话说， 如 果 有 


f Ao ldt < ~ (1. 23) 


那么 这 个 条 件 就 能 保证 *=jo 在 互 Cs) 的 收敛 域内 。 比 较 式 (1. 23) 和 式 (1. 15)， 注 意 到 这 个 
条 件 和 系统 满足 BIBO 稳定 性 的 条 件 是 等 价 的 。CTEFT 信和 号 也 能 定义 某 些 不 能 绝对 可 积 的 
信号， 比如 (2) =(sine)/t, EA) CTFT 在 频 域 上 是 矩形 ， 而 对 于 CTFT 存在 的 验证 条 
件 ， 将 会 推迟 到 1. 3 节 介 绍 。 

知道 了 ex 的 响应 也 能 确定 一 个 通常 的 ( 实 值 ) 正弦 形式 的 输入 响应 ， 形 式 如 下 : 


P = aos te EA E= 全 [ee 十 ericorto] (1. 24) 
(EER EL — 些 代 数 上 的 变化 ， 能 得 到 相应 的 输出 
yt) = | HGw) | Acos(wt + 0+ ZHGw)) G25) 


于 是 ， 和 输出 还 是 同 频率 的 正弦 信号 ， 只 是 在 输入 频率 所 对 应 频率 响应 的 幅度 上 进行 了 
幅度 缩放 ， 且 在 输入 频率 上 所 对 应 的 频率 响应 的 角度 上 进行 了 相位 移动 。 
对 于 DT 情况 来 说 ， 可 以 类 似 地 检验 其 特征 函数 的 性 质 。 一 个 DT 永久 指数 函数 是 一 
个 几何 序列 或 信号 ， 具有 如 下 的 形式 : 
ain] = 2 (1. 26) 
对 某 些 可 能 的 复 值 z。 ， 它 表示 复 频率 。 当 输入 为 DT 指数 函数 时 ， 卷 积 映 射 的 输出 就 
会 遵循 和 上 述 的 CT 例子 相似 的 简单 运算 。 具 体 来 说 ， 
yin] = hln] * s[n] = H(z) 25 GL. 27) 
此 处 


H(z) = H h[k]z* (1. 28) 


太一 一 cc 
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假设 当 z= zx, 的 时 候 ， 上 述 的 求 和 有 一 个 有 限 值 。 注 意 到 求 和 正好 是 冲 激 响 应 的 = 变 
换 ， 且 复 平 面 上 使 得 上 述 求 和 取 有 限 值 的 = 的 取 值 构成 了 > 变换 的 收敛 域 。 就 像 CT 的 例 
子 一 样 ， 通 常 来 说 ， 单 边 指数 z?u[nj 也 不 是 特征 函数 。 在 1.4 节 中 ,将 深入 讨论 z 变换 。 

男 外 ， 当 x[Ln] 二 (e?)" 二 em 时 ， 有 一 个 重要 的 例子 ， 对 应 于 式 (1. 26) 中 取 大 小 为 
e* 的 单位 幅度 ， 在 这 里 0 一 一 ( 实 )“ 频 率 ” 一 一 表示 = 平面 上 单位 圆 圆周 的 角度 位 置 ( 使 
用 弧度 来 表示 )。 这 样 一 个 x[nj 在 正 时 间 和 人 负 时 间 上 都 是 有 界 的 。 虽然 使 用 不 同 的 符号 Q 
来 表示 DT 情况 下 的 频率 ， 以 此 来 区 分 CT 情况 下 的 频率 w， 但 是 在 很 多 文献 中 仍然 会 为 
了 方便 标记 ， 在 CT 和 DT 两 种 情况 下 都 用 w 来 表示 。 输 出 表示 为 








yin] = He) e” (1. 29) 
假设 e FETE H(z) ROC 内。 从 式 (1. 28) 57M, He) ay hy FRA, 
H(e) = P ALnje™ (1. 30) 


表达 式 (1. 30) 中 的 函数 He) ft DT 系统 的 频率 响应 ， 同样 也 是 冲 激 响应 的 离散 时 间 
傅 里 时 变换 (DTEFT)。 如 果 h[nj 是 绝对 可 和 的 ， 那 么 定义 了 DTFT 的 求 和 就 有 一 个 有 限 值 
(该 值 能 被 表示 为 2 的 连续 函数 ) 。 换 句 话说， 如 果 有 


3 |ALn]|< co (1.31) 


那么 这 个 条 件 就 保证 了 ez 在 H(z) ROC 内 。 正 如 在 连续 时 间 中 一 样 ， 这 个 条 件 和 系统 
满足 BIBO 稳定 性 的 条 件 是 等 价 的 。 和 CTFT 一 样 ， DTFT 也 能 定义 某 些 不 绝对 可 和 的 信 
号 。 这 将 在 1. 3 节 中 详细 讨论 。 
利用 式 (1. 30) 并 且 对 比 连续 时 间 的 讨论 ， 可 得 到 一 个 正弦 输入 响应 的 表达 形式 : 
aln]= Acos(Qn 十 0) (1. 32) 
yln]= | He) | Acos(Qn + 6+ 4H (e)) (1. 33) 
从 式 (1. 30) 可 知 ， 离 散 时 间 系 统 的 频率 响应 总 是 周期 性 的 ， 且 周期 为 2r。“ 低 频 ” 响应 
REWE N=0 附近 ， 对 所 有 的 n， 其 对 应 的 输入 信号 都 是 一 个 常数 。“ 高 频 ” 响应 发 生 在 
0 三 士 x 附 近 ， 对 应 的 输入 信号 是 e+” 二 (一 1)”*"， 这 是 DT 信号 可 能 的 最 快 变化 。 
当 LTI 系统 的 输入 能 够 被 表示 为 一 个 特征 函数 的 线性 组 合 的 时 候 ， 比如 (以 连续 时 间 为 例 ) 
z@) = diac (1. 34) 


那么 根据 线性 性 质 ， 输出 也 是 这 些 独立 指数 函数 响应 应 的 线性 组 合 。 根 据 LTI 系统 指数 函数 
的 特征 函数 性 质 ， 每 一 个 指数 函数 的 响应 仅仅 涉及 这 些 指数 函数 频率 上 的 系统 频率 响应 的 
缩放 运算 。 因 此 有 
y(t) = Jla H Go) (1. 35) 

对 于 离散 时 间 ， 可 以 得 到 相似 的 表达 式 。 
1.2.3 SEHE 

通过 传 里 叶 变换 ， 大 多 数 输入 信号 都 能 表示 为 有 界 指数 函数 的 线性 组 合 。 连 续 时 间 传 
里 叶 变 换 (CTFT) 的 综合 /解析 (synthesis/analysis) 方 程 如 下 


x= 2 |" XGo)e"de (综合 ) (1. 36) 
Be Joa 


XGw) 二 | aed (解析 ) (1. 37) 


注意 到 式 (1. 36) 把 x(z) 表 示 为 一 个 指数 函数 的 线性 组 合 ， 但 这 种 不 同 权 重 的 线性 组 合 
涉及 连续 的 指数 函数 ， 而 不 是 有 限 个 数 的 指数 函数 。 如 果 信 号 z(w) 是 频率 响应 为 H Go) 
LTI 系统 的 输入 ,那么 根据 线性 性 质 和 指数 函数 的 特征 函数 的 性 质 ， 输 出 就 是 这 些 指数 函 
数 响应 的 加 权 组 合 ， 即 
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y@) = 去 | Hw) X Gwe de (1. 38) 
通过 把 上 式 看 作 一 个 CTFT 的 综合 方程 ， 能 得 到 yW CTFT 如 下 : 
Y Goa) = H Gw) X Gw) (1. 39) 


在 表达 式 (1.9) 中 在 时 域 上 的 卷 积 关系 于 是 就 变 成 了 在 频 域 上 的 乘法 关系 。 所 以 ， 要 
确定 任意 特定 频率 we 上 的 Y(Gw)， 只 需 知道 在 那个 单 频 点 上 的 输入 的 傅 里 叶 变换 以 及 系统 
在 那个 频率 的 频率 响应 。 在 很 大 程度 上 ， 这 个 事实 可 以 解释 为 什么 在 LTI 系统 的 分 析 中 频 
域 分 析 是 必 不 可 少 的 。 

相应 的 DTFT 综合 /解析 方程 组 定义 如 下 : 


a[n]= 去 | Xceed (综合 ) (1. 40) 


XS nle™ (解析 ) (1. 41) 


上 面 的 综合 方程 中 ， 积分 符号 上 的 (2xy 表 示 在 任意 间隔 长 度 为 27 的 范围 内 进行 积分 。 
这 是 因为 DTFT WO 是 以 2x 为 周期 的 ， 这 个 事实 的 简单 结果 就 是 e* 也 是 以 2x 为 周期 的 。 
注意 到 式 (1. 40) 将 zx[Lnj] 表 示 为 连续 的 指数 函数 的 加 权 组 合 。 
就 像 在 CT 情况 下 一 样 ， 如 果 LTI 映射 的 输入 是 xin), 那么 可 以 直接 得 出 输出 yLnj] 
一 定 会 有 如 下 的 DTFT: 
Y(e®) = He) X(e”) (1:42) 


1.3 确定 性 信号 及 其 傅 里 叶 变换 


这 一 节 将 详细 地 回顾 确定 的 离散 时 间 信 号 的 DTFT， 还 会 重点 关注 那些 能 够 保证 严格 
定义 DTFT 的 信和 号。 同时 也 会 关注 那些 具有 DTFT 的 信号 的 能 量 密度 谱 。 本 节 还 会 引出 
一 些 在 之 前 的 信号 与 系统 课程 中 可 能 没有 强调 过 的 DTFT 方面 的 内 容 。 类 似 的 分 析 也 会 用 
于 CTFT. 

1.3.1 信号 种 类 及 其 传 里 叶 变换 

式 (1. 40) 和 式 (1. 41) 中 的 DTFT 综合 和 解析 方程 对 至 少 对 于 下 面 描 述 的 三 大 类 DT 信 
号 是 成 立 的 。 

有 限行 为 信号 

有 限行 为 信号 (finite-action signal) ， 也 称 为 绝对 可 和 信和 号 或 者 4'( 译 者 注 : DT 情况 下 
用 小 写 “t”，CT 情况 下 用 大 写 “L”) 信 和 号， 由 如 下 条 件 定义 : 


|zl[k]|< œ (1. 43) 


左边 的 求 和 式 通常 被 称 为 信号 行为 。 对 于 这 些 信 和 号， 定义 了 DTFT 的 有 限 和 是 满足 要 
求 的 ， 且 对 于 所 有 的 O 来 说 ，DTFT 都 能 表示 为 一 个 连续 函数 。 特 别 是 ，Q 二 十 x 和 
三 一 x 的 值 符合 定义 且 相 等 ,但 当 信号 不 是 l 信号 时 ， 就 不 必 满 足 上 述 情况 。 

有 限 能 量 信 号 

有 限 能 量 信号 (finite-energy signal) ， 也 称 为 平方 可 和 信号 或 者 C 信号 ， 由 如 下 条 件 
定义 : 


5) |2lkl|? < (1. 44) 
kmo 


左边 的 求 和 式 称 为 信号 的 能 量 。 

对 于 离散 时 间 ， 一 个 绝对 可 和 的 ( 即 4 ) 信 号 总 是 平方 可 和 的 ( 即 如 )。 然 而 反之 却 不 成 
立 。 例 如 ， 考 虑 信号 sin(Q.n)/xn， 其 中 一 x 二 0Q. 二 x， 且 当 0Q. 二 0 时 信号 取 值 为 Q./x， 或 
者 考虑 信号 (1/n)uLn 一 1]， 它 们 两 个 都 是 信号 但 都 不 是 L 信号。 如 果 zxLnj 是 这 样 的 信 
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号 ， 它 的 DTFT X(Ce”) 就 是 下 列表 达 式 在 N 习 co 时 的 极限 值 : 


Xn Ce"). = >) clk le (1. 45) 
通常 该 极限 值 在 Q 的 某 些 取 值 处 不 连续 。 比 如 ，sin(Q.n) /rn 的 变换 在 Q 二 土 Q. 时 是 
不 连续 的 。 
慢 增长 信号 


慢 增长 信号 (signal of slow growth) 指 那些 信号 幅度 增长 不 快 于 多 项 式 时 间 指 数 的 信 
号 ， 如 对 所 有 的 n，z[nj= 二 n。 在 这 个 例子 中 ， 式 (1.45) 的 Xv(e?) 在 一 般 意义 下 并 没有 收 
BM, (AEN DTFT 仍然 作为 一 个 广义 (或 者 奇异 ) 函数 而 存在 。 比 如 对 所 有 的 nn 都 有 
ZzX[nj 二 1， 那 么 对 于 |0Q| 二 x， 就 有 X(e?) 二 2x6(0)。 

对 于 慢 增 长 类 信号 ， 最 感 兴趣 的 是 有 界 ( 或 者 OS. HEH 

|alk]|<M<co (1. 46) 

换 句 话说 ， 在 所 有 时 间 范 围 上 ， 信 号 的 幅度 都 是 固定 且 有 界 的 。 比 如 ， 形 如 e%" 的 有 界 永 
久 指 数 函 数 在 傅 里 时 变换 理论 中 扮演 着 关键 的 角色 。 这 样 的 信号 不 必 能 量 有 限 ， 但 在 任意 
时 间 段 都 必 有 一 个 有 限 的 平均 功率 ， 这 里 的 平均 功率 定义 为 总 能 量 除 以 总 时 间 。 

对 于 连续 时 间 ， 信 号 也 有 类 似 的 定义 。 有 限行 为 (或 者 L!) 信 号 包含 那些 绝对 可 积 的 
信和 号， 也 就 是 说 ， 


Le | ete) | dt < co (1. 47) 
有 限 能 量 ( 或 者 L? ) 信 号 由 那些 平方 可 积 的 信号 组 成 ， 也 就 是 说 ， 
"| et) |2dt< co (1. 48) 


对 于 连续 时 间 来 说 ， 一 个 绝对 可 积 的 信号 ( 即 二:) 可 能 不 是 平方 可 积 的 ( 即 L*)。 举 例 
来 说 ， 信 和 号 
soc CMe (1.49) 
aT 其 他 
但 是 ， 有 界 的 L! 信号 也 是 工 : 信号 。 就 像 离散 时 间 一 样 ， 连 续 时 间 的 L? 信和 号 不 一 定 是 L! 
信和 号， 例如 信号 


sinw,t 


z(t) = (1. 50) 


对 于 连续 时 间 和 离散 时 间 ， 信 和 号 与 系统 的 相关 书籍 都 推导 了 大 量 重 要 的 傅 里 叶 变换 对 
和 健 里 叶 变 换 的 性 质 ， 并 且 把 它们 制 成 了 表格 。 为 了 方便 ， 这 里 总 结 了 一 个 简单 的 DTFT 
变换 对 的 表格 ( 见 表 1. 1) 和 一 个 CTFT 变换 对 的 表格 ( 见 表 1. 2)， 其 他 变换 对 可 以 很 容易 














表 1.1 DTFT 变换 对 简 表 表 1.2 CTFT 变换 对 简 表 
DT 信号 <—>DTFT, —1<Q<2n CT 信号 < 一 >CTFT 
[nj<—> 1 [#1]<—> 1 
dln — no |<—> ei OLt — to J<—> eto 
1( 对 于 所 有 的 n) 2r6(CO) 1( 对 于 所 有 的 四 < 一 > 2x6(w) 
eo (— < No SNA) 2nd(N— No) eiu! <> 2nd(w — wo) 
n i ropiadh mat PAPS ] 
a'u[n], |a| <1 TEF e“u(t),Re{a} >0 aie 
1 1 
ulLnj<—> To ena + "0) wha) et aOR 
sinQen H — h < DX Oe se 人 一 动 Sw <a 
xn 0, 其 他 nt 0, 其 他 


l, ~M<n<MY| sin[AC(M+1)/2] 1, —M<t<M)\ sinwM 
0, 其 他 sin(Q/2) 0, 其 他 w/2 
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地 通过 使 用 多 种 传 里 叶 变 换 性 质 从 这 些 已 有 的 变换 对 中 推导 出 来 。 注 意 到 表 1. 1 左 列 的 
OL + ] 表 示 单 位 采样 函数 ， 而 右 列 的 8$(') 表 示 单 位 冲 激 。 另 外 ,， 表 1.1 的 DTFT 变换 在 
一 x<Q<x 区 间 外 具有 周期 性 的 重复 。 

通常 来 说 ， 熟 练 地 推导 和 使 用 主要 的 变换 对 和 性 质 是 重要 且 非 常 有 用 的 。 在 下 面 的 小 
节 中 ， 将 讨论 Parseval 恒等式 ， 它 是 一 个 在 以 后 讨论 中 非常 重要 的 变换 性 质 。 

当然 ， 还 有 感 兴趣 的 其 他 种 类 的 信和 号， 比如 单 边 增长 指数 函数 。 为 了 人 处理 这 样 的 信 
号 ， 对 于 离散 时 间 ， 会 使 用 = 变换， 而 对 于 连续 时 间 ， 则 会 使 用 拉 普 拉 斯 变换 。 


1.3.2 Parseval 恒等式 、 能 量 谱 密度 以 及 确定 性 自 相 关 


对 二” 信号 而 言 ， 傅 里 叶 变换 的 一 个 重要 性 质 就 是 Parseval 恒等式 。 对 于 离散 时 间 信 
号 ， 该 等 式 的 通用 形式 如 下 : 


co 


X lny" [n] = | xey (er)dn (1.51) 


n= 二 一 55 


对 于 连续 时 间 信 号 ， 有 
上 xy" (Ddt = 去 | Ci i (1. 52) 


上 面 两 个 式 子 中 ， 符 号 * RB. HG, BA yin] Sarin] RE yO Sre), ME 
得 到 
Ð lenp Ef 1X aa (1.53) 


2r 《2r 
Flew las Ef 1 XGu) |? (1. 54) 


Parseval 恒等式 允许 通过 一 个 信号 变换 的 幅度 平方 的 积分 来 估计 它 的 能 量 。 事 实 上 ， 
等 式 表明 的 是 ， 信 和 号 的 能 量 等 于 信和 号 变换 的 能 量 ( 这 里 有 一 个 1/2x 的 缩放 ) 。 

式 (1.53) 和 式 (1. 54) 的 右边 是 对 |XCe2)|: A | X Go) |? 这 两 个 量 的 积分 ， 用 S- Ce) 
和 5S- (jw) 来 表示 这 两 个 量 : 


Salh) = | XC) |? (1. 55) 
或 
Sx Gw) = |XGw) |? (1. 56) 
因为 它们 描述 了 信号 的 能 量 在 频率 上 的 
分 布 情况 ， 所 以 可 以 看 作 是 相关 信号 的 能 量 sn nen sm 
谱 密 度 (Energy Spectral Density, ESD). X A H(6) A 


了 更 具体 地 证 明 这 个 说 法 ， 对 于 离散 时 间 信 — 1 二 
号 ,考虑 把 z[ 站 作为 一 个 频率 响应 为 He) 


的 理想 带 通 滤波 器 的 输入 ， 该 滤波 器 的 频率 -9 O Q, Q 


Ha Ji, Fz — 7 BA Nr 4 a AY) S.A EO A, 图 1.4 理想 带 通 滤波 器 
APD RAO, WA 1.4 所 示 。 
那么 输出 信号 的 能 量 一 定 是 x[Lnj 包 含 在 滤波 融通 带 里 的 能 量 。 为 了 计算 输出 信号 的 
能 量 ， 注 意 到 输出 信号 有 一 个 如 下 的 变换 ， 
Y(ea) = He") Xe”) C1.573 
因此 ， 根 据 Parseval 恒等式 ， 输 出 的 能 量 就 是 


2 | yin] |? = = „ [Yee |da = ~| | He) |? | Xe) da C1. 58) 
由 于 | He) | 在 通 带 上 值 为 1， 在 其 余地 方 为 0， 式 (1. 58) 可 简化 为 
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SY |y[Ln]|’= 二 | | X(e) 12d0 = >| S (eda (1.59) 
fo 2nd ae 2r) at 


因此 ，z[n]j 在 任何 频带 的 能 量 可 以 通过 S,, (ei2) 在 那个 通 带 上 的 积分 得 到 (有 一 个 1/2x 
的 缩放 ) 。 换 名 话说 ，z[z] 的 能 量 密度 是 Q 的 函数 ， 每 弧度 大 小 为 Sj CO) C) COn). X 
连续 时 间 信 号 来 说 ， 可 以 进行 完全 相似 的 讨论 。 

由 于 ESD S,, (e?) 是 0 的 实 函 数 ， 可 以 用 e,, (2) 来 替代 表示 。 然 而 ， 这 里 使 用 S.. (e?) 这 
个 符号 是 为 了 清楚 地 表明 它 是 X(e?) 幅 度 的 平方 ， 还 能 说 明 DT 信和 号 的 ESD 周期 为 2r。 

ESD 在 时 域 上 还 有 一 个 重要 的 解释 。 例 如 ， 对 于 离散 时 间 信 号 有 

S, (en) = | X) |? = XC") Xe *) (1. 60) 

注意 到 X(e*) FEM RHR ST k] =L kG ER, A Ba a BY HR HE is A 

对 应 于 时 域 中 的 卷 积 运算 ， 则 有 


Sa (e#) = | X(e%) Sak] aR] = S eln F klein] = Rak] (1.61) 


函数 R,,[k] 指 的 是 信号 x[nj] 的 确定 性 自 相 关 (deterministic autocorrelation) HM, ii Hi 
过 刚才 建立 的 变换 关系 可 知 确定 性 自 相 关 函 数 的 变换 就 是 能 量 谱 密 度 S,, CO), FE 


变换 的 基本 性 质 可 知 ，R,, [0] 即 信号 能 量 x’ [nj SER. [kj 的 侍 里 叶 变 换 缩放 1/2x 后 的 . 


面积 。 换 名 话说 ， EES. (6) =| Xo) |? 条 件 下 缩放 后 的 面积 ， 这 当然 也 和 式 (1. 53) 相 
对 应 。 

确定 性 自 相 关 函 数 在 误差 平方 和 的 意义 上 与 一 个 信号 以 及 该 信号 的 时 移 形式 非常 相 
似 。 更 具体 一 点 ， 对 于 离散 时 间 信 号 来 说 ， 信 号 和 它 经 过 时 移 后 的 误差 平方 和 由 下 式 
给 出 : 


x (a[n+k]—a2[n])’?= div [ntk]+ S) fn] 2 5 an + eel] 


= 2(R,,[0] —R,.[k]) (1. 62) 
由 于 误差 平方 和 总 是 非 负 的 ， 那么 就 有 R,, AISR- [0]. 并 且 确 定性 自 相关 R,,[&] 越 
大 ， 信 和 号 xLnj 和 它 时 移 后 的 形式 xLn 十 kj 越 相 近 。 
对 于 连续 时 间 信 号 来 说 ， 相 应 的 结论 也 是 成 立 的 ， 特 别 地 ， 
二 | zt Dr 二 
st, Re OF 2) Wie AK RR. 
1.4 双边 z 变换 和 双边 拉 普 拉 斯 变换 
拉 普 拉 斯 变换 和 z 变换 可 以 看 作 是 傅 里 叶 变换 的 扩展 ， 而 且 基 于 各 种 原因 ， 它 们 是 很 
有 用 的 。 它 们 能 够 对 某 些 健 里 叶 变 换 并 不 收敛 的 信号 进行 变换 处 理 。 通 过 引入 复 平面 、 复 
函数 的 理论 就 能 够 应 用 这 两 种 变换 ， 这 样 也 增强 了 对 传 里 叶 变 换 的 理解 。1. 4. 1 节 将 详细 回 
顾 双边 = 变换 ; 1. 4. 2 节 会 简短 地 回顾 双边 拉 普 拉 斯 变换 ， 讨 论 方式 与 1. 4. 1 节 类 似 。 
1.4.1 双边 z 变换 


co 


双边 = 变换 定义 如 下 : 
X(z) = >» zx[njz™ (1. 64) 
这 里 = 是 一 个 复 变量 ， 也 能 用 极 坐标 的 形式 将 其 表示 为 
z= Tre", r20 “7 OS R (1. 65) 


所 以 
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oo 


Kile) oe eed ene (1. 66) 


n=—oco 


DTFT 就 是 把 对 应 的 > 设 为 1， 这 样 z 就 只 在 单位 圆 上 取 值 。 但 是 ， 就 算 把 z 限制 在 
单位 圆 上 ， 还 是 有 很 多 有 用 信和 号 的 无 限 求 和 并 不 收敛 (甚至 在 广义 函数 的 意义 下 ) 。z 变换 
概念 中 的 -这 个 表达 式 把 因子 "引入 了 无 限 求 和 中 ， 这 样 就 让 许多 有 用 但 没有 DTFT 
的 信号 的 无 限 求 和 收敛 了 (如 果 ~ 是 合理 约束 的 ) 。 

更 具体 地 说 ， 注 意 到 式 (1. 66) 中 X(z) 可 以 看 作 是 z[z] 一 "的 DTFT。 如 果 r>1, Hp 
Ar 一 对 取 正 值 的 ” 呈 几 何 级 衰减 ， 对 取 负 值 的 ” 旦 几何 级 增长 。 当 0<r<1 时 ， 则 情况 
相反 。 于 是 ， 尽 管 有 许多 x[nj 不 是 绝对 可 和 的 序列 ,但 是 对 于 一 些 范围 内 的 r+ 值 ，z[Lnjr" 
却 是 绝对 可 和 的 。 

than, Ha, [nj 二 a"u[nj]。 如 果 |a| 宝 1， 那 么 这 个 序列 就 没有 DTFT。 但 是 ， 对 于 
任意 的 &， 只 要 全 |a| ，z[z] 盖 "就 是 绝对 可 和 的 。 特 别 地 ， 例 如 

X G) =l Har ter ter. (1. 67) 
= [| eee (1. 68) 

第 二 个 例子 ， 考 虑 zz [四 三 一 ax[ 一 2 一 1]。 如 果 |a| 雪 1， 这 个 信号 没有 DTFT. 但 

是 ， 如 果 有 r<|la| 9 


Xs(z)=—a lz—a zz 一 … (1. 69) 
det. 

让 lzj|=r< lal GEO) 

=. lzej=r<la| Elali 


上 述 两 个 不 同 信号 Cn JA [站 的 = 变换 能 够 化 简 到 相同 的 有 理 表达 式 ， 但 是 对 应 
不 同 的 收敛 域 。 因 此 ， 收 敛 域 是 变换 参数 中 的 关键 部 分 。 

如 果 z[ 站 可 以 表达 为 一 个 左边 和 右边 DT 指数 函数 的 和 的 形式 ， 其 中 的 每 一 项 都 如 上 
面 例子 所 描述 的 那样 ， 那 么 X(z) 能 够 写成 的 有 理 式 ( 或 者 等 价 地 ， 写 成 z “的 有 理 式 ): 


Q(z) 
X(z) = P(x) Gl. Fie 


式 中 ，Q(z) 和 P(z) 是 z 的 多 项 式 , 或 者 等 价 地 ， 是 > “的 多 项 式 。 

有 理 的 = 变换 通常 由 z 平面 上 的 零 极点 图 来 描述 ， 同 时 需要 指出 适用 的 收敛 域 。 除 了 
一 个 常数 幅度 因子 之 外 ， 这 些 信息 就 唯一 地 表示 了 这 个 信号 。 值 得 注意 的 是 在 收敛 域 中 没 
有 极点 ， 这 是 因为 变换 要 求 在 收敛 域 中 有 限 。z 变换 经 常 写成 z 的 分 数 多 项 式 ， 而 > 平 
面 的 零 极 点 图 表示 z 的 多 项 式 的 根 。 另 外 ， 如 果 将 z= 二 oo 的 零 极点 也 算 进 去 的 话 ， 那 么 任 
何 分 数 多 项 式 总 是 正好 有 相同 数量 的 零点 和 极点 。 

收敛 域 

为 了 理解 z 变换 的 复 函 数 性 质 ， 可 以 分 别 定 义 在 非 负 时 间 部 分 和 负 时 间 部 分 的 无 限 求 
和 。 非 负 时 间或 者 单 边 = 变换 定义 如 下 : 


2y2ln]e C13) 





且 它 的 震级 数 是 2". 4 N>oom, ARORA EGTE 的 收敛 性 是 由 震级 数 的 收敛 半径 


Ri 之 0 决定 的 。 对 于 |z|>Ri 的 z, 这 个 级 数 是 (绝对 ) 收 化 的 。 在 这 个 区 域内 ， 关 于 z 的 
结果 函数 是 一 个 解析 函数 ， 也 就 是 说 ， 在 这 个 区 域 的 每 一 点 ， 它 都 有 一 个 关于 复 变量 = 严 
格 定义 的 导数 ， 这 是 该 函数 的 一 个 很 好 性 质 。 当 |z| 雪 Ri 时 , 该 级 数 发 散 。 而 对 于 圆 
| x | =R 上 的 求 和 运算 的 收敛 性 需要 更 严格 的 检查 ， 且 依赖 于 这 个 级 数 在 圆 上 的 特殊 性 。 
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该 级 数 可 能 在 圆 的 所 有 点 、 某 些 点 上 收敛 (但 可 能 并 非 绝对 收敛 )， 甚 至 在 任何 一 个 点 上 都 
AWB | =| >R 这 个 区 域 被 看 作 寡 级 数 在 非 负 时 间 部 分 的 ROC, 
接 下 来 考虑 负 时 间 部 分 : 


a] oe 


y hm" = Dz[— m |z” CT 74) 


二 一 < m= ] 


ERE z 的 窜 级 数 ， 收 敛 半径 为 R,。 该 级 数 在 |z| 二 R; 范围 内 收敛 (绝对 )， 这 个 区 
域 组 成 了 它 的 ROC。 在 这 个 区 域内 ， 该 级 数 是 个 解析 函数 。 当 |z| 二 Rs 时 ， 该 级 数 发 散 。 
而 对 于 圆 | =| =R: 上 的 求 和 运算 的 收敛 性 需要 更 严格 的 检查 ， 且 依赖 于 这 个 级 数 在 圆 上 的 
特殊 性 ， 该 级 数 可 能 在 圆 的 所 有 点 、 某 些 点 上 收敛 (但 可 能 并 非 绝 对 收敛 ) ， 甚 至 在 任何 一 
个 点 上 都 不 收敛 。 如 果 R<R,, IBA zLz] 的 > 变换 在 Ri <| z|<R, 范围 内 收敛 (绝对 )， 这 个 
环形 区 域 就 是 它 的 ROC。 这 个 变换 在 该 区 域 上 是 解析 的 ， 而 定义 这 个 变换 的 级 数 在 |z| 二 R， 
All|z|>R.WKMABR ARH. WR RR, WA z 变换 不 存在 (例如 ，z[n] 二 0. 5"u[ 一 nn 
一 1 十 2"u[n])。 如 果 Ri 二 R,， 那 么 变换 在 技术 意义 的 层面 上 是 存在 的 ， 但 是 作为 = 变换 
没有 什么 用 处 ， 因 为 它 并 没有 收敛 域 。 然 而 ， 如 果 Ri SR =1 的 话 ， 那 么 应 该 还 是 能 够 计 
算 和 使 用 DTFT。 比 如 ， 对 所 有 n, 都 有 zx[nj] 二 3， 或 者 z[n]=(sinQ,N)/(an), HRS 
入 广义 函数 ， 如 频 域 上 的 冲 激 和 阶 路 函数， 其 DTFT 是 可 以 使 用 的 。 

与 收敛 域 相关 的 信号 性 质 

对 于 一 个 绝对 可 和 的 序列 (比如 一 个 BIBO 稳定 系统 的 冲 激 响 应 )， 即 4! 信号 ， 单 位 圆 
一 定 包 含 在 收敛 域内 ， 或 者 说 单位 圆 一 定 是 ROC 的 一 个 边界 。 类 似 地 ， 能 得 到 这 样 一 个 
结论 : WR ROC 包含 了 单位 圆 ， 那 么 这 个 信号 就 是 4! 信和 号。 这 是 因为 这 个 变换 在 收敛 域 
里 绝对 收敛 。 如 果 单 位 圆 构 成 了 收敛 域 的 一 个 边界 ， 那 么 ,通常 来 说 ， 需 要 进行 更 深入 的 
分 析 才 能 确定 信号 是 不 是 4' 信号 。 正 如 下 面 会 详细 说 明 的 那样 ， 有 理 变 换 式 在 ROC 的 边 
界 上 总 是 有 一 个 极点 ， 由 此 可 知 ， 如 果 单 位 圆 在 一 个 有 理 变 换 的 ROC 的 边界 上 ， 那 么 单 
位 圆 上 有 极点 ， 对 应 的 信号 不 可 能 是 刀 信号。 

对 于 一 个 右边 信号 ， 它 会 有 R 三 ce 的 情况 ， 也 就 是 说 ，ROC 从 半径 为 Ri HAE 
外 延伸 到 复 平面 上 任何 一 处 ， 直 至 (甚至 包括 )ce。 如 果 信 号 在 负 时 间 为 零 ， 那 么 ROC 
就 包含 oo。 

这 里 可 以 说 明 一 种 相反 的 结果 ， 例 如 ， 知 道 信 号 仅仅 由 单 边 指数 函数 的 求 和 形式 组 成 ， 
该 形式 在 反 变 换 时 能 得 到 一 个 有 理 变 换 。 在 这 种 情况 下 ， 如 果 R; 二 coO， 那 么 信号 一 定 是 右边 
的 ; 如 果 收 敛 域 包 含 ocoO， 那 么 信号 是 因果 的 ， 也 就 是 说 ， 当 ”<0 时 ， 信 和 号 为 零 。 

对 于 一 个 左边 信号 ，R, 二 0， 也 就 是 说 ， 收 敛 域 从 半径 为 R 的 圆 上 向 内 延伸 ， 直 至 
(其 至 包括 ) 零 点 。 如 果 信 号 在 正 时 间 都 为 零 ， 那么 收敛 域 就 包含 <=0. 

对 于 单 边 指数 函数 求 和 形式 的 信号 ， 有 类 似 的 结论 :如果 Ri 二 0， 那 么 信号 是 左边 
的 ; 如 果 收 敛 域 包 含 z= 二 0， 那 么 信号 一 定 是 反 因 果 的 ， 也 就 是 说 ， 当 nn 二 0 时 ， 信号 为 零 。 

就 像 前 面 所 说 的 ，ROC 不 可 能 包含 z 变换 的 极点 ， 因 为 极点 上 z 的 取 值 会 使 变换 有 
无 限 的 幅度 ， 而 ROC 是 由 那些 变换 收敛 的 = 构成 的 。 对 那些 有 理 变换 的 信号 ， 能 利用 这 
类 信号 是 单 边 指数 函数 求 和 形式 这 一 事实 ， 来 表明 ROC 可 能 的 边界 实际 上 正好 是 由 极点 
的 位 置 决 定 的 。 具 体 来 说 : 

(1) 在 有 理 变 换 式 的 情况 中 ， 收 敛 域 的 外 边界 圆 包 含 一 个 极点 ， 且 它 的 半径 是 ce。 如 
果 外 边界 圆 在 无 限 远 处 ， 那 么 (如 上 文 提 到 过 的 ) 这 个 信号 是 右边 信号 ， 如 果 在 ce 处 没有 极 
点 ， 那 么 信号 就 是 因果 的 。 

《2) 在 有 理 变 换 式 的 情况 中 ， 收 敛 域 的 内 边界 圆 包含 一 个 极点 ， 且 它 的 半径 是 0。 如 果 
内 边界 圆 收缩 至 0 点， 那么 (如 上 文 提 到 过 的 ) 信 号 是 左边 的 ， 如 果 在 零点 没有 极点 ， 那 么 
信号 就 是 反 因果 的 。 
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wz 变换 

一 种 将 有 理 = 变换 进行 道 变换 的 方法 是 利用 部 分 分 式 展 开 式 ， 然 后 要 么 直接 求 出 每 个 
部 分 分 式 表达 式 的 道 变换 ， 要 么 是 令 表 达 式 在 特定 的 ROC 内 按照 z WC SCY FEM BE AY IB R 
REF. WF: 

1 
Lorak 

如 果 对 于 ROC 中 的 = 有 le| 过 |z|; 那么 就 能 以 az RERU; 如 果 对 于 ROC 
中 的 = 有 |a| 二 |z| ， 则 能 以 az 的 震级 数 展开 。 在 部 分 分 式 展开 式 中 ， 对 每 个 表达 式 都 
进行 这 个 过 程 ， 就 能 发 现 信号 x[nj] 是 左边 和 右边 指数 函数 的 求 和 。 对 于 无 理 的 变换 式 ， 
就 可 能 不 能 用 部 分 分 式 展开 法 来 简单 处 理 ， 但 通过 把 表达 式 展开 成 一 个 具有 同样 ROC 的 
宕 级 数 的 方法 ， 仍 然 可 以 合理 地 求 出 逆 变 换 。 

虽然 通常 会 使 用 部 分 分 式 或 者 办 级 数 的 方法 来 进行 逆 变换 ， 但 是 这 里 有 个 和 逆 
DTFT 类 似 的 显 式 公式 (explicit formula)， 具 体 来 说 ， 


ain] = = i X(z)2"dQ | ,an (1. 76) 
Ore) x 


式 中 ， 通 过 选择 常数 来 使 得 z 在 ROC 中 。 这 不 是 最 普遍 的 道 变换 公式 ,但 是 对 使 用 来 
说 已 经 足够 了 ， 而 且 上 式 还 表明 了 x[nj 可 以 表达 成 离散 时 间 指 数 函 数 的 加 权 组 合 的 形式 。 
和 傅 里 时 变换 一 样 ， 在 基础 的 信号 与 系统 课本 中 ， 许 多 有 用 的 = 变换 对 和 变换 性 质 都 
已 完成 推导 且 制 成 表 。 合 理 地 运用 这 些 变换 对 和 变换 性 质 ， 经 常 能 得 到 许多 其 他 信和 号 的 > 
7S He Al wi x 变换 。 
1.4.2 双边 拉 普 拉 斯 变换 
和 -变换 一 样 ， 在 某 种 程度 上 ， 引 入 拉 普 拉 斯 变换 是 为 了 解决 某 些 没有 CTFT 变换 的 
重要 信号 。 它 也 增强 了 对 CTFT 的 理解 ， 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 如 下 : 


Oe aera (1.77) 


式 中 ，s 是 个 复 变 量 ， 且 ;==o 十 jw。 因 此 ， 拉 普 拉 斯 变换 可 看 作 ce “MH CTFT. Ro 
选择 合理 ， 甚 至 对 于 那些 没有 CTFT 的 信号 来 说 ， 式 (1. 77) 的 积分 都 是 存在 的 。 

拉 普 拉 斯 变换 的 推导 和 前 一 节 中 z 变换 的 推导 非常 类 似 ， 只 是 e 扮 演 着 r 在 1.4.1 节 
中 扮演 的 角色 。 随 着 积分 上 下 限 趋 近 于 士 coO， 用 来 定义 积分 收敛 的 的 取 值 集合 组 成 了 拉 
普 拉 斯 变换 X(s) 的 ROC。 现 在 ,收敛 域 由 允许 的 最 小 和 最 大 的 ec 决 定 ， 分 别 表示 为 m 和 
oy. 0; Alo, 可 以 看 作 收敛 域 的 横 坐 标 。 相 应 的 收敛 域 是 在 复 平 面 上 的 o, 和 o, 之 间 的 垂直 
带 ， 其 中 o 二 Refs}<m 。 式 (1.77) 在 收敛 域内 绝对 收敛， 垂直 带 左 右 两 边 的 边界 垂直 线 
的 收敛 性 ， 则 必须 要 各 自 验证 。 而且， 这 个 变换 在 整个 收敛 域 上 是 解析 的 (也 就 是 说 ， 作 
为 一 个 复 函 数 是 可 微分 的 ) 。 这 个 带 向 左 可 延伸 到 c, 王 一 cz， 向 右 可 延伸 到 o, =0o, MR 
收敛 域 收缩 成 一 条 线 ( 如 果 这 样 ， 收 和 敛 域 就 消失 了 )， 那 么 拉 普 拉 斯 变换 就 没有 作用 了 ( 除 
非 这 条 线 恰好 是 jw 轴 ， 在 这 种 情况 下 ，CTEFT 分 析 有 可 能 被 恢复 )。 

比如 ， 考 虑 站 三 ex 人 D。 如 果 Rels}>a, 式 (1.77) 的 积分 求 值 为 X (9) =1/(s—a). 5 
一 方面 ， 对 于 惰 (O0) 王 一 eex( 一 六 ， 如 果 Refts}<a， 式 (1.77) 的 积分 求 值 为 Xi (5s) =1/(s—a). 
和 > 变换 一 样 ， 注 意 到 上 述 变换 的 表达 式 是 完全 相同 的 ， 而 仅仅 通过 不 同 的 收敛 域 来 
区 分 。 

ROC 可 能 和 信号 的 性 质 相关 。 比 如 ， 对 于 绝对 可 积 的 信和 号， 也 称 为 L' 信号 ， 在 jw t 
上 ， 拉 普 拉 斯 变换 定义 中 的 被 积 函 数 是 绝对 可 积 的 ， 所 以 jw 轴 在 ROC 中 或 者 在 边界 上 。 
从 另 一 角度 来 说 ， 如 果 jw 轴 严 格 地 在 收敛 域 中 ， 那 么 信号 是 L' 信号 ， 因 为 积分 在 ROC 
中 绝对 收敛 。 回 想 一 下 ， 当 且 仅 当 系 统 是 BIBO BEN, 系统 有 一 个 冲 激 响 应 ， 所 以 
这 里 的 结果 和 稳定 性 的 讨论 有 关 : 如 果 jw 轴 严 格 地 在 系统 函数 的 ROC 中 ， 那 么 系统 就 是 





1 C 7a) 








13 


[is] 





| 20 | 


14 信号、 系统 及 推理 





[2] 


BIBO 稳定 的 。 

对 于 右边 信号 ， 收 敛 域 是 某 个 右 半 平面 ( 即 对 所 有 的 都 有 Re{s}>o,), AAR A 
统 的 系统 函数 会 有 一 个 某 右 半 平 面 的 ROC。 对 于 左边 信号 ， 收 敛 域 是 某 个 左 半 平 面 。 对 
于 有 理 变换 式 的 信号 ， 收 敛 域 不 包含 极点 ， 收 敛 域 的 边界 有 极点 。 由 于 和 虚 轴 有 关 的 传递 
函数 ROC 的 位 置 与 BIBO 稳定 性 是 有 关系 的 ， 又 由 于 极点 表示 了 收敛 域 的 边界 ， 所 以 极 
点 和 稳定 性 相关 。 特 别 地 ， 当 且 仅 当 所 有 的 极点 都 是 有 限 的 ， 而 且 都 在 左 半 平 面 内 ， 一 个 
右边 冲 激 响应 的 系统 (比如 ， 一 个 因果 系统 ) 是 稳定 的 ， 因 为 这 恰恰 是 允许 ROC 包括 整个 
虚 轴 的 条 件 。 还 会 注意 到 ， 当 且 仅 当 它 是 右边 信号 ， 具 有 有 理 变化 式 且 在 无 穷 远 处 没有 极 
点 的 信号 是 因果 的 。 

一 个 值得 回顾 的 更 深层 次 的 性 质 与 指数 函数 是 LTI 系统 特征 函数 这 一 事实 相关 。 用 
于 (s) 表 示 一 个 LTI 系统 冲 激 响 应 (#) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 那 么 ， 如 果 so 在 传递 函数 的 收敛 
REP, ASW AD e, PERHE HG), 


1.5 连续 时 间 信 号 的 离散 时 间 处 理 


许多 现代 应 用 系统 ， 如 通信 、 娱 乐 、 导 航 和 控制 ， 都 是 利用 CT 子 系统 和 DT FAB 
各 自 内 在 的 性 质 和 优点 ， 并 将 其 组 合 起 来 而 实现 的 。 尤 其 是 CT 信号 的 DT 处 理 在 这 些 应 
用 中 都 很 常见 ， 这 里 将 描述 在 这 些 处 理 过 程 背后 的 基本 理念 。 和 前 面 的 章节 一 样 ， 主 要 讨 
论 的 是 对 相似 内 容 的 回顾 ， 包 括 建 立 相 关 的 标记 法 ， 以 便 为 后 面 章节 提供 参考 。 在 本 节 
中 ， 包 括 在 全 书 中 ， 会 经 常 把 CT 信号 的 CTFT 和 DT 信号 的 DTFT 联系 起 来 ， 其 中 DT 
信号 是 由 CT 信号 采样 得 到 的 。 为 了 清楚 地 分 辨 哪个 是 CT 信和 号， 哪个 是 DT fas, WR 
需要 的 话 ， 将 使 用 下 标 c 和 d 来 区 分 。 
1.5.1 CT 信号 的 DT 处 理 过 程 的 基本 结构 

图 1. 5 描绘 的 是 这 个 处 理 过 程 的 基本 结构 。 其 中 包括 能 得 到 输入 的 CT 信号 的 采样 序 
列 的 连续 /离散 (C/D) 转 换 器 ; 后 面 连接 一 个 DT 滤波 器 ， 目 的 是 产生 想 要 的 CT 输出 的 采 
样 序列 ; 然后 接 一 个 离散 /连续 (D/C) 转 换 器 ， 作 用 是 从 采样 序列 中 重 构 这 个 想 要 的 CT 输 
出 信号 。 这 里 通常 会 有 一 些 限制 条 件 ， 使 得 在 满足 这 些 条 件 的 情况 下 图 1.5 中 的 整个 系统 
Al LTI CT 系统 等 价 。 这 种 必要 的 限制 条 件 通常 包括 将 这 个 DT 滤波 器 约束 在 一 个 系统 频 
率 响 应 为 Hu(e2) 的 LTI 处 理 过 程 中 ， 也 要 求 输入 ze(2) 是 一 个 合适 的 带 限 信号 。 为 了 满足 
后 一 个 要 求 ， 典 型 的 做 法 是 ， 在 图 中 所 示 结 构 前 面 放置 一 个 滤波 器 ， 该 滤波 器 的 目的 就 是 
保证 zx.(#) 受 到 实质 上 的 带宽 限制 。 虽 然 这 个 滤波 器 通常 被 看 作 抗 混 琶 滤波 器 ， 但 如 果 DT 
系统 能 去 除 掉 混 至 部 分 ， 通 常 也 可 以 允许 在 C/D 转换 器 里 存在 一 些 混 生 ,这 样 整 个 系统 
还 是 一 个 CT LTI 系 统 。 


H,Go) 
[oe See nS ee ee ee ee 
x, (| xq(n) yaln) BAG 
| 
| | 
| T, T, | 


图 1.5 CT 信号 的 DT 处 理 过 程 


图 1. 5 中 理想 的 C/D 转换 器 的 输出 是 x.(z) 的 采样 序列 ， 采 样 间隔 为 Ti TEDT 信 
号 就 是 za[n] 二 zx.(nT1)。 因 此 ， 从 概念 上 来 说 ， 理 想 的 C/D 转换 器 的 理念 简单 明了 。 一 
个 实际 的 模拟 /数字 (A/D) 转 换 器 同样 会 把 信号 量化 到 一 系列 有 限 的 输出 电 平 上 去 。 但 是 
在 本 书 中 ， 不 考虑 量化 的 附加 影响 。 


第 1 章 信号 与 系统 


EHUR, x (2) HY CTFT 和 zsLnj 的 DTFT 之 间 的 关系 可 以 用 下 式 来 表示 : 


X,(e) [onan = TUX: (ie — ik =] (1.78) 
当 zx.(1) 带 宽 充分 受 限时 ， 有 
X.Gjw) = 0, lol >> (1. 79) 
也 就 是 说 ， 当 采样 率 等 于 或 者 高 于 奈 奎 斯 特 速 率 时 ， 式 (1.78) 可 以 写 为 
Xale?) |an, = TX Go), lwl < /Ti (1. 80a) 
或 者 ， 等 价 地 ， 
XC) = Xi lal<n (1. 80b) 


注意 到 X HDE J| <n 的 区 间 范 围 以 外 周期 性 重复 。 
图 1.5 中 的 理想 D/C 转换 器 通过 插值 关系 定义 如 下 : 
xD = Dyaln] maU eee ee ae 

上 式 表示 y.(nT;) 二 ys[nj。 由 于 上 述 求 和 的 每 个 式 子 的 带宽 都 被 限制 在 |w| 二 x/T;， 
CT 信和 号 y.(2) 同 样 也 在 这 个 频率 范围 内 带宽 受 限 ， 所 以 D/C 转换 器 能 被 更 彻底 地 看 作 理 
想 带 限 插值 转换 器 。 在 式 (1. 79) 的 假设 下 ,图 1.5 的 C/D 转换 器 也 具有 类 似 的 特征 ， 这 
主要 是 因为 CT 信号 x.(t) 也 是 DT 序列 zsLnj] 的 理想 带 限 插值 。 

因为 y.( 是 带宽 受 限 的 ， 而且 y aT) = yin] SR 80) 表 示 的 关系 相似 ， 在 yaln] 
的 DTFT 和 y.(?) 的 CTFT 之 间 有 


(1. 81) 


Yalen) Janer, = GeYew)+  lw|<x/T: (1. 82a) 
2 
或 者 ， 等 价 地 ， 
iy 二 
Ya(en) TGT [al< x (1. 82b) 
图 1.6 表示 的 是 理想 D/C 转换 器 的 一 种 概 D/C 


念 。 此 图 把 式 (1. 81) 表 示 为 均匀 分 布 的 间隔 为 [i 


yaln) | EE: y(t) PAQ 
cai ern Eri tah eE 


强度 由 ys[n] 给 出 ， 然 后 把 上 面 的 结果 通过 一 个 ee Ses | 
增益 为 T，、 通 带 为 |w| 二 x/T, 的 理想 低 通 滤波 t 

器 L(Gjw) 。 这 个 操作 产生 带 限 CT 信号 y(t), B : 

信号 是 在 :二 nT 时刻， 对 特定 序列 ys[n] 进 行 插 图 1.6 一 个 理想 D/C 转换 器 的 处 理 过 程 。 使 
值得 到 的 ， 也 就 是 说 ，y. (nT) 二 ya[nj。 RRR Ty N DT PURE ee 


1.5.2 DT 滤波 以 及 全 局 CT 响应 ae car a be 
除非 另外 声明 ， 现 在 假设 TT, =T: =T. ORE 1.5 中， 满足 式 (1. 79) 的 带宽 限制 条 
l, HS yaln]=zx[n], 那么 有 y.(t) 二 zx.(t)。 更 一 般 来 说 ， 当 图 1.5 中 的 DT 系统 是 一 
个 频率 响应 为 HaC LTI DT 滤波 器 时 ， 有 
Yale) = Hal) Xa C) (1. 83) 
而 且 如 果 zx. (1) AY FE Aa YE 4} HK Hy (ea ) 消除 ， 那么 联合 式 (1.80)、 式 (1.82) 和 
式 (1.83)， 可 以 得 到 


Y.Gw) = Hale) | g-.rX.-Gw), | x/T (1. 84) 
于 是 ， 整 个 系统 的 行为 和 有 如 下 频率 响应 的 CT 滤波 器 是 等 价 的 : 
H, (jw) = Hal) | gears “|o|< RiT (1. 85) 


换 句 话说 ， 在 上 面 提 到 的 带宽 限制 和 采样 率 约 束 的 条 件 下 ， 整 个 系统 特性 和 LTI CT 
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滤波 器 一 样 ， 而 且 这 个 滤波 器 的 响应 和 通过 一 个 简单 频率 缩放 的 内 和 人 式 DT 滤波 器 有 关 。 
如 果 这 个 DT 滤波 器 消除 了 其 他 混 释 分 量 ， 那 么 其 采样 率 就 能 够 低 于 奈奈 斯 特 速率 。 

如 果 和 希望 使 用 图 1. 5 中 的 系统 来 实现 一 个 频率 响应 为 H. Go) hy CT LTI 滤 波 器 ， 要 根 
据 式 (1. 85) 来 选择 Ha), ARR x.( 四 是 带宽 受 限 的 。 如 果 定 义 H. Go) =0 对 于 所 有 
lw| 三 x/T RL, WARA. 85) 也 对 应 于 下 面 DT 和 CT 冲 激 响应 之 间 的 关系 : 

haln] = Th NT) (1. 86) 
因此 ， 该 DT 滤波 器 是 CT 滤波 器 的 采样 版 本 。 当 zx.(t) 和 Hy Ce) HE GE BRS i AB FEZ} 
时 ,不 能 避免 在 ysLn] 中 有 混 秋 分量 ， 那 么 图 1.5 中 的 整个 系统 就 不 再 是 时 不 变 的 。 但 是 ， 
由 于 它 是 线性 子 系统 的 级 联 ， 所 以 它 仍然 是 线性 的 。 
接 下 来 的 两 个 例子 说 明了 式 (1. 85) 和 图 1. 5 的 用 处 ， 两 个 例子 都 是 为 了 说 明 CT 信和 号 
的 DT 处 理 过 程 和 两 个 重要 的 DT 系统 的 插值 。 
数字 微分 器 
在 这 个 例子 中 ,希望 用 一 个 图 1.5 所 示 结 构 的 DT 系统 实现 一 个 CT 微分 器 。 需 要 选 








HH), ATER y O= EL, ee 2 ORRARE x/T。 因此， 想得到 的 全 局 
CT 频率 响应 就 是 
Hay ELD (1. 87) 
X. Gw) 
于 是 ， 利 用 式 (1. 85), HW Hil) A 
Hale) | sur = jos “bol < 2 (1. 88a) 
或 者 ， 等 价 地 ， 
Hil) = jQ/T, (A< x (1. 88b) 


一 个 频率 响应 为 式 (1.88b) 的 DT 系统 通常 被 看 作 数 字 微 分 器 。 为 了 理解 该 BERS 
器 的 输入 xaLnj] 和 输出 yaLnj 的 关系 ， 注 意 到 y.(t) 一 一 它 是 ya 
Xe(t) 得 到 的 ， 而 xe(t) 反 过 来 又 是 xsLnj] 的 带 限 插值 。 BEAM ERE, ML ak, 
yaLnj] 可 以 看 成 是 对 za[z] 的 带 限 插值 的 导数 进行 采样 的 结果 。 < 

半 采 样 延 时 

在 设计 DT 系统 时 ， 经 常会 用 到 形 如 e ?的 相位 因子 ， 其 中 |Q | 二 x。 当 w 是 一 个 整 
数 的 时 候 ， 它 就 有 一 个 简单 明了 的 解释 : 它 仅 仅 对 应 于 一 个 时 间 序 列 的 整数 时 移 ， 时 移 长 
度 为 a。 当 a 不 是 一 个 整数 的 时 候 ， 解 释 就 不 那么 明显 了 ， 因 为 一 个 DT 序列 的 时 移 只 能 
是 整数 的 。 


在 这 个 例子 中 ， 考 虑 a 一 去 的 情况 ， 也 就 是 半 采 样 延 时 。 为 了 提出 一 各 解释， 考虑 选 


择 图 1.5 中 DT 系统 的 可 能 结果 ， 该 系统 的 频率 响应 为 
Aye se ,Ol x (1. 89) 
通过 对 CT 信号 采样 ， 不 管 能 不 能 明确 地 得 到 zs[n]， 都 可 以 把 xa[n] 和 和 它 的 带 限 插值 
式 ze(ti 联 系 起 来 ， 其 中 规定 的 采样 间隔 或 者 重 构 间隔 都 是 工 。 相 似 地 ， 也 能 够 通过 重 构 
间隔 人工 把 yaLnj 和 它 的 带 限 插值 式 y.() 联 系 起 来 。 由 式 (1. 89) 给 出 的 Hille), Fy. (2) 

和 xz.(t) 相 关 的 等 价 CT 频率 响应 就 是 
H. Gw) = ew (1. 90) 
上 式 表 示 延 时 是 T/2， 也 是 采样 间隔 的 一 半 。 于 是 ，y(t) 二 zx.(t 一 T/2)。 因 此 可 得 到 
结论 ， 对 于 一 个 由 式 (1.89) 给 出 频率 响应 的 DT AR, DT 输出 ys[nj 对 应 于 输入 序列 
ZzaLnj] 的 带 限 插值 的 半 采 样 延 时 的 样 点 值 。 注 意 ， 在 这 个 插值 过 程 中 ,本 值 的 选择 是 不 重 
要 的 。 
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前 述 的 插值 过 程 可 以 通过 一 个 简单 的 论证 来 找到 半 采 样 系统 的 单位 采样 (或 者 冲 激 ) 响 
应 。 如 果 xs[n] 二 6[n]， 那 么 ze 一 定 是 它 的 带 限 插值 (其 中 ， 可 以 指定 某 些 工 取 任意 特 
定 的 值 )， 所 以 
sin(xt/T) 





x.) = xt/T (1.91) 
于 是 
_ sinza — (T/2)/T) 
yae pe iT in 
上 式 给 出 了 期 望 的 单位 采样 响应 ， 即 
Tvl me Sebel we sin(x(nm — (1/2))) (1. 93) 





x(n — (1/2)) 

这 样 的 半 采 样 延 时 的 讨论 也 可 以 直接 推广 到 a 取 任 意 整数 或 者 非 整数 的 情况 。 < 
1.5.3 非 理 想 的 D/C 转换 器 

在 1.5.1 节 中 ,通过 式 (1.81) 的 带 限 插值 方程 ， 定 义 了 理想 的 D/C 转换 器 ， 也 在 
图 1. 6 中 进行 了 描述 ， 这 相当 于 通过 一 个 理想 的 低 通 滤波 器 来 处 理 一 系列 冲 激 信 号 ， 其 中 
冲 激 信和 号 的 强度 等 于 ys[nj 的 值 。 在 一 种 更 普遍 形式 的 D/C 转换 器 中 ， 理 想 转换 器 作为 它 
的 一 个 特例 ， 可 根据 下 式 从 DT 信号 ya[Lnj 中 产生 出 一 个 CT 信和 号 » (bb : 


yet) = = yaln] p(t — nT) (1.94) 


式 中 ，p(1) 是 某 个 经 过 选择 的 基本 冲 激 ， 工 是 重 构 的 间隔 或 者 说 是 冲 激 重复 的 间隔 。 这 也 
可 以 看 作 通过 一 个 滤波 器 处 理 一 连 串 冲 激 序列 值 的 结果 ， 只 是 这 个 滤波 器 的 冲 激 响应 是 
Ct) ， 而 不 是 一 个 理想 的 低 通 滤波 器 。 于 是 ， 通 过 把 这 些 基 本 的 冲 激 的 时 移 和 缩放 的 版 本 
相 加 ，CT 信号 y.(t) 就 能 够 被 重 构 出 来 ; 数字 ys[Lnj 对 (1 一 nT) 进 行 缩放 ，p(t 一 nT) 是 
由 基本 冲 激 延 时 nT 得 到 的 。 应 注意 , 式 (1. 81) 中 的 理想 带 限 插值 转换 器 可 以 通过 下 式 
得 到 : 
sin(xt/T) 

xt /T 
在 第 3 章 中 ， 将 会 利用 脉冲 幅度 调制 (PAM) 对 式 (1. 94) 的 含义 进行 讨论 ， 而 PAM 是 用 于 
在 CT 信道 上 对 DT 信息 进行 通信 的 

在 频 域 上 ， 式 (1. 94) 中 的 关系 也 能 够 很 简单 地 描述 出 来 。 对 等 式 的 两 边 进行 CTFT， 
用 Pljw) 来 表示 p(t) 的 CTFT， 并 利用 在 时 域 上 信号 延 时 to 相当 于 在 频 域 上 乘 以 e ”这 
一 事实 ， 得 到 


pa) = (1,.95) 


Y.G) = ( >} yan em") P Gw) = Yalen) laer P Gw) (1. 96) 


在 这 个 特殊 的 例子 中 ，z2(D 就 是 式 (1. 95) 中 的 sinc 脉冲 ， 它 的 变换 PGw) ZE | o| <r/T H 
区 域内 是 常数 T， 而 在 其 他 区 域 为 0， 这 里 恢复 出 了 式 (1. 82) 中 对 应 的 关系 。 
事实 上 ， 理想 的 频率 特性 只 能 被 近似 ， 而 且 近 似 的 精度 和 实现 的 代价 相关 。 一 个 常用 
的 简单 近似 就 是 (中 心 ) 零 阶 保持 (ZOH)， 这 里 选择 的 基本 脉冲 是 
Ly) B72 
t-t) = z 其 他 
这 个 D/C 转换 器 保持 信号 在 即时 刻 的 值 ， 也 就 是 值 ysLn]， 保 持 时 长 为 了， 其 中 心 点 
在 CT 域 的 xzT， 正 如 图 1.7 所 示 。 当 然 ， 这 种 中 心 的 ZOH 是 非 因 果 的 ， 但 是 很 容易 用 非 
中 心 的 因果 ZOH 匠 来 代替 ， 这 里 的 基本 脉冲 是 
ya pire T 


yt = 网 oe (1. 98) 


(1.97) 
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这 种 ZOH 转换 器 应 用 很 广泛 。 


y(n) y, (t) 





a) DT 序列 b) 把 中 心 ZOH 应 用 到 a 的 结果 
图 1.7 中 心 零 阶 保持 


另外 一 种 常见 的 选择 是 中 心 一 阶 保持 (FOH)， 如 图 1.8 所 示 ， 这 里 的 基本 脉冲 pi(z) 是 
三 角形 的 。FOH 表示 在 序列 值 之 间 的 线性 插值 。 当 然 ， 根据 奈 硅 斯 特 采样 定理 的 要 求 ， 
ZOH 和 FOH 的 应 用 都 不 能 等 价 于 精确 的 带宽 受 
限 的 内 插 。 中 心 ZOH 脉冲 的 变换 是 


p(t) 


A 1 
PiGu) = pana? (1. 99) 
中 心 FOH 脉冲 的 变换 是 
; 2 
PiGo) = T (SHT) c. 100) = 了 = 


图 1. 9 展示 了 理想 带 限 插值 、ZOH 和 FOH 的 傅 1.8 ”中心 一 阶 保持 基本 脉冲 Pi(z) 
里 叶 变 换 幅 度 。 






理想 带 
限 插值 


at x 5 
e.. y eee M a EA Ie ie LP k A 





“6n/T 


—4r/ a w 


. 
ta? 


图 1.9 理想 带 限 插值 、ZOH 和 FOH kA E A e tg E 


1.6 延伸 阅读 


正如 在 前 言 中 提 到 的 ， 本 书 假定 读者 具有 连续 和 离散 时 间 的 信号 与 系统 分 析 的 知识 基 
础 。 第 1 章 和 第 2 章 紧 随 LOp1] 所 述 的 发 展 ， 主 要 在 于 回顾 和 总 结 基本 概念 和 建立 标记 法 。 
相关 内 容 中 对 于 计算 的 探讨 可 以 在 [Buc] 和 [McC] 中 找到 。 关 于 基础 信号 与 系统 的 其 他 内 
容 包 括 [Ch1l][Halj[Kwaj[Lal][Phi] 和 [Rob]。 大 量 的 观点 能 够 在 [Sie] 中 找到 ， 它 强调 
的 是 连续 时 间 信 号 与 系统 。 关 于 离散 时 间 信 号 与 系统 的 更 进一步 讲解 可 参考 [Op2]， 也 可 
以 在 LMit][LMal][Pra] 和 [Prl] 中 找到 。[Vetj 中 的 几何 处 理 采 用 了 希 尔 伯 特 空间 向 量 信 和 号 
的 观点 。 有 关 信 号 与 系统 和 依 里 叶 变 换 的 经 典 且 高 级 的 书籍 是 [Bra][Gui][Palj[Pa2] 和 
LPa3]， 它 们 都 提供 了 有 用 的 观点 。LChaj] 中 的 傅 里 叶 理 论 的 处 理 方法 是 简明 而 又 具有 启发 
性 的 。 


习题 

基础 习题 

1.1 确定 以 下 系统 是 否 满 足 这 些 系 统 性 质 : 线 
性 、 时 不 变性 、 因 果 性 、BIBO 稳定 性 。 
(a) 系统 输入 为 z(1)， 输 出 为 y(1)， 输 入 输 

出 关系 是 
ya) 一 (一 co 所 上 << ce 

(b) 系统 输入 为 z[n]， 输 出 为 yLn]， 输 入 输 


出 关系 是 
0， n<0 
sia] = 人 n>0 
(c) 系统 输入 为 x(t)， 输 出 为 y(t)， 输 入 输 
出 关系 是 
ya) = zx(4ti+3), —-eo<t<c 
(d) 系统 输入 为 ce), HH yo), 输入 输 
出 关系 是 


yi) = | adr, 一 co < t< co 
1.2 给 定 一 个 特定 的 LTI 系统 ， 其 冲 激 响 应 为 


ht), 而 且 已 知 当 输入 为 zo (1) 时 ， 输 出 
yo (四 的 波形 如 图 P1. 2 Aras. 


加 (D 
1 
0 2 t 
图 - Phe 2 
下 面 给 出 一 系列 输入 z(t) 和 对 应 的 LTI 系 
统 的 冲 激 响 应 ACL) 。 
输入 a(t) 冲 激 啊 应 AC) 
(a) x(t) = 22) (2) h(t) = h(t) 
(b) x(t) = a(t) — ro (@— 2) AG) = ho t) 
Ce) a) = xo Ct— 2) A(t) = hy t+ 1) 
(d) 2) = x (—2t) A(t) = ho (t) 
(e) xt) = x(— t) h(t) = ho (— t) 
day (t) dho (t) 
(f) eth) oe hay = 


在 每 种 情况 下 ， 确 定 是 否 有 足够 的 有 用 
- 信息 来 唯一 地 确定 输出 y(t)。 如 果 能 唯一 确 
定 y(t)， 就 给 出 它 的 解析 表达 式 并 把 它 画 出 
来 ; 对 那些 你 认为 不 能 找 出 唯一 的 yo 的 情 
况 ， 请 试 着 对 “不 能 找 出 ”进行 证 明 。 

1.3 对 于 下 面 每 对 信号 ， 输 入 为 x(1)， 冲 激 响 应 
为 h(z)， 使 用 卷 积 求 出 这 个 LTI 系统 的 响应 
y(t)， 并 画 出 你 的 结果 。 

(a) t) =e u(t), h()=uli—1) 


(b) 这 对 信号 如 图 P18 3 所 示 
x(t) h(t) 


01 2 6t 





1.4 


L5 


第 1 章 ”信号 与 系统 


(a) 考虑 一 个 输入 为 x(t)， 输 出 为 yeH LTI 
系统 ， 输 入 输出 关系 由 下 面 方程 确定 : 
y(t) = f ze> 2)dr 
这 个 系统 的 冲 激 响 应 CFE FFA? 
(b) 当 输 入 <(D 如 图 P1. 4-1 所 示 时 ， 确 定 系 
统 的 响应 。 
x(t) 
1 


-1 0 2 
Al Pl. 4-1 


(c) 考虑 图 P1. 4-2 所 示 的 LTI 系 统 的 互联 ， 
这 里 h(t) 和 (a) 问 中 是 一 样 的 。 当 输入 
z(t) 和 (b) 问 是 一 样 的 时 候 ， 确定 输 出 
w(t)。 利 用 (b) 中 的 结果 和 卷 积 的 性 质 
来 完成 此 题 。 不 要 直接 使 用 卷 积 积分 。 


~ 





图 Pl. 4-2 


(a) 假设 对 于 所 有 的 时 间 t， 一 个 系统 函数 为 
H(s) 的 稳定 LTI 系 统 的 输入 信号 是 某 个 
常数 w。 在 每 个 上 处 对 应 的 输出 是 什么 ? 

(b) 当 对 所 有 时 刻 输 入 都 是 z(t) 二 +t 时， 用 
y(t) 来 表示 经 过 (a) 系 统 的 输出 。 现 在 ， 
当 输 入 为 ta, a 是 任意 值 ， 求 出 对 应 
的 输出 的 两 种 不 同 表 达 式 。 提 示 : 调用 
系统 的 线性 性 质 和 时 不 变性 ， 利 用 (a) 的 
结果 。 通 过 合理 地 选择 a, 使 得 对 某 些 
常数 5， 有 y(t) 二 bt 十 y(0)， 用 HOR 
表示 y(t). 

计算 下 列 信号 的 CTFT: 

(a) z(t)=e "Va(t—1) 

(b) z(t)=e |"! 

(c) zx(t)=[e "cos(wot) jult) 

在 一 r< 0 入 rr 的 范围 上 ， 计 算 下 列 信号 的 

DTFT: 

nm, —3<n<3 
(a) atn]={"" 其 他 


(b) x[n]=sin( $n) + cos(n) 


(c) alnJ=e?!"! 
(d) a[nJ=uln—2]—ul[n—6] 
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ce) xz[ 四 = (十) ”un+2] 


D atnJ=a— (E) 


考虑 一 个 DT LTI 系 统 ， 它 的 频率 响应 是 
H = e LAL 


如 果 输 入 是 z[ 四 一 cos( 全 十 亚 ) ， 求 输出 


yLnj。 

对 于 下 列 (a)~~(g) 的 每 个 信和 号， 确定 它们 的 
傅 里 叶 变 换 满 足下 列 (1) 一 (6) 性 质 中 的 哪 
些 。 要 尽量 少 计算 ， 并 尽 可 能 利用 必要 的 变 
换 性 质 。 

(1) Re(XCe2)) 王 0 

(2) Im{X(e?)}=0 

(3) 存在 a 使 得 eeX(e2 ) 是 实 值 

wf X(e)daQ = 0 

(5) X(e?) 是 周期 性 的 

(6) X(e) | p-o =0 

(a) xz[nj] 如 图 P1. 9-1 所 示 

(b) z[n]in K P1. 9-2 Bras 

(c) zx[nj 如 图 Pl. 9-3 所 示 

Cd) xz[Lnj] 如 图 P1. 9-4 所 示 

Ce) aln]= (4) un) 


CE) a[nJ=é[n—1]+é[n+2] 
(g) z[n]=s[n—1]+6[n+1] 








x(n) 
Bae 
1 17? 
2 
=—LO, I 2) 3.4.5 n 
图 P1. 9-1 
x(n) 
1 
1 
-2 -1 0 2 n 








ida 


1: 12 


1.10 Xe") ft DT 信号 alin MEO eR, 在 
1Q| 二 x 的 区 间 上 ，X(e?) 的 幅度 和 相位 如 
图 P1. 10 所 示 。 





|X (ei) | 
ZX (69) 
m/4 
-1 0 T 
—x/ 
图 P1.10 


(a) 在 一 2r<Q 一 2r 的 范围 内 ， 请 画 出 的 
Zz[ 一 nj 的 DTFT 幅度 和 相位 ， 要 求 所 
画图 形 具 有 完整 的 标记 。 

(b) 在 一 2r<2 二 2xr 的 范围 内 ， 请 画 出 
Zz[n 一 1j 的 DTFT 幅度 和 相位 ， 要 求 所 
画图 形 具 有 完整 的 标记 。 

一 个 DT 信号 xzLnj 的 仁 里 叶 变 换 如 下 : 

X(e?) = et(1— et) 

请 求 出 rln]. 

Al P1. 12-1 展示 了 4 个 DTFT 的 幅度 ,分 

别 标 记 为 数字 1 一 4。 图 P1. 12-2 展示 了 4 

个 关联 的 DT 信号， 分 别 标记 为 A~D, 但 

它们 是 按 随 机 顺序 排列 的 。 

(a) 将 DTFT 与 对 应 的 信号 进行 配对 。 解 
释 为 什么 要 选择 这 个 组 合 。 

(b) 1 和 4 的 DTFT 的 刻度 没有 标 上 去 。 图 
上 的 刻度 或 者 最 大 的 幅度 应 该 是 多 少 ? 
为 什么 ? 


DTFT 1 DTFT 2 


0 
-1 -05 0 O05 1 i ee a 05S 1 


Ro WB + 


频率 归 一 化 到 频率 归 一 化 到 r 
DTFT3 DTFT 4 
1 
-1 -05 0 05 1 -1 -05 0 05 1 
频率 归 一 化 到 x 频率 归 一 化 到 x 


P1. 12:1 


1. 


1 
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信号 B 


0 
-1 
2 


3 4 6 8710.0 2 4 6 8 10 
图 P1. 12-2 


(a) 确定 下 面 这 个 序列 的 傅 里 叶 变 换 : 


1, OSSM 
rn] = ie 其 他 
注意 其 中 的 M 可 能 不 是 偶数 。 


(b) 考虑 序列 


1 2 
wln] i Bari 


0, 其 他 
FA rin Ji) DTFT 来 表示 wLnj 的 DTFT。 
(c) 画 出 RCe™) Al We ) AY Wa BE o 
(a) <OBREMPR EN o 的 信号 ， 确 
定 下 列 信号 的 奈 奎 斯 特 速率 。 
Gi) 2@)+32(t—4) 


sin(3000zt) 
nt 


0<n<M 


Gii) x(t) 类 
(iii) x? (2) 
(b) 信号 xz() 是 由 一 个 带宽 受 限 信号 zx1 (2) 
和 另 一 个 带宽 受 限 信号 x; OA 
产生 的 ， 也 就 是 说 ， 
z(t) = BH) 


此 处 


XG) =0, |w| > 1000x 
| w| > 2000x 


X: (jw) 一 0， 
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Z(D 的 脉冲 序列 采样 为 
x(t) = >) x(nT)8(t— nT) 


求 出 采样 间隔 工 的 范围 ， 保 证 zx(0) 能 
够 利用 a, (0) 通 过 一 个 理想 低 通 滤波 器 
恢复 出 来 。 


1.15 考虑 图 P1. 15-1 表示 的 系统 ， 用 一 个 DT ië 


和 


. 16 


17 


波 器 来 处 理 一 个 CT 信和 号。 这 里 x[nj= 
xenT)，y[Ln] 二 ye.CnT)， 而 且 Lr (jw) 是 一 
个 理想 的 低 通 滤波 器 ， 它 的 截止 频率 是 
n/T, HET. 
如 果 X. Go) A H(A) nl Pl. 15-2 所 
示 ， 如 果 工 是 用 来 对 ze(D) 以 奈 奎 斯 特 频率 
进行 采样 的 话 ， 那么 请 画 出 X, (jw)、 
X(ea)、Y(Cea) 、Ye(jw) 和 了 (jao) 。 
系统 如 图 Pl. 16-1 所 示 ，Xe(jo) 和 H) 
的 幅度 和 相位 如 图 P1. 16-2 所 示 。 平 滑 地 
画 出 下 列 函 数 的 幅度 和 相位 ， 图 中 需要 标 
明 相关 的 振幅 和 和 斜率 。 
(a) X(e?) 是 关于 0 的 函数 ， 其 中 一 2x 一 
A<2n. 
(b) Y(e?) 是 关于 0 的 函数 ， 其 中 一 2r 去 
Q<2x. 
(c) X.(jw) 是 关于 w 的 函数 。 
图 Pl. 17-1 表示 了 用 频率 响应 为 有 H(e?) 的 LTI 
DT 滤波 器 实现 一 个 CT 滤波 器 。 
(a) i x. (t) K CTFT， 即 X. Gw) 如 


图 P1. 17-2 所 示 ， Empi 对 于 下 
列 情况 ， 画 出 并 标记 XC), Ye?) Al 


Y. Gw). 

€ 元 = 元 一 2X10: 

Gi) 去 =4X10'， g= 
ciii) z=, T530 





-=n x 104 0 


一 区 


. 152 
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T=0.1ms T=0.1ms 
Æ Pl. 16-1 
|H (62) | ZH (ei2) 
1 
-1 T T Q 
r 二 T 
|X, ja) | 
1 斜率 =-0.25x 104 
0 onx2.5% 10° a 2m x 2.5 x 10° 
图 P1. 16-2 
HG) TERIEN, PAR PEL y[n] 的 带 
一 T 限 插值 。 令 在 两 个 转换 器 之 间 的 LTI 系统 是 
hed Too ES Foe Pere Le 一 个 陷 波 滤波 器 ， 即 在 O= La, 的 地 方 (这 里 
的 Qu >0 称 为 陷 波 频率 )， 频 率 响应 H(e?) 值 
了 为 0， 而 在 |2| <n 的 其 他 地 方 ， 频 率 响应 都 
H(e2) 不 是 0。 令 输入 信号 有 如 下 的 形式 : 
1 x.(t) = cos(want +0) 
对 所 有 的 con ， 确 定 哪 些 取 值 会 使 输出 y. (1) 
HEF OO, 
-n -0,0 9, n Q 1.19 带 限 CT 信号 2. (2) 60Hz 的 分 量 ， 我 
Arr 们 希望 用 图 P1. 19 所 示 的 系统 来 消除 该 频 
率 分 量 。 令 T=2X10's H 
X, Go) iy a) Oe RS: I) 
a H) = 0 5H) — 0, genio) 
so nl 
—2nx5x10 0 2nx5x10° @ P =e T 
E PE 2 Ca) ave (2) (AB 2b BY AR Be A Je GB 
是 多 少 ? 


(b) 对 于 去 = 去 =6X10'， 频谱 带宽 限制 在 


| w| 二 2xX5X10( 其 他 频带 无 限制 ) 的 
Ze(t)， 使 得 整个 系统 是 LTI 系统 的 滤波 
fit Ce ) 的 最 大 截止 频率 Q. 是 多 少 ? 对 
于 这 个 最 大 截止 频率 Q.， 求 出 H. Gw). 
1.18 考虑 CT 信号 的 DT 处 理 的 标准 系统 ， 系 统 中 
C/D 转换 器 以 采样 间隔 为 工 秒 对 x. (2) HEAT 
样 ， 但 理想 D/C 转换 器 在 输出 端 使 用 间隔 为 


Cb) Qo 的 取 值 应 该 是 多 少 ? 
(c) 画 出 HC) WER, mH |H) |. 
1.20 考虑 如 图 P1. 20-1 所 示 的 系统 。 


(0) [n] [n] (t) 


F T 
图 P1. 20-1 


DT 滤波 器 在 一 r 过 Q 一 rr 的 区 间 上 ， 由 
图 P1. 20-2 和 下 面 的 方程 描述 


Pans QAl\<x/3 
Hi(en) = he |al<x 
0, n/3< |Q|<x 
| H,(e%) | . 2A, (9) 


3 


Sto 
T x nn NE a 
3 he 


图 “了 P1. 20-2 


(a) 假设 用 周期 T=- 10-6 s 来 进行 采样 。 


假设 系统 的 输入 是 x. (1) =cos(ant)s R 
出 下 列 每 种 情况 的 输出 : 


(i) w => X 10° rad/s 


Gi) wo =X 10° rad/s 


(ili) wo 一 tnx 10° rad/s 


现在 假设 输入 2. ORAS, 4 | m | > 
2n X 10% rad/s f, X.(jw)=0. 

(b) 求 最 大 的 采样 周期 T， 使 得 输出 恒 等 于 输 
入 ( 除 可 能 的 时 移 以 外 )， 即 ye (= 
Bite) 4 

(co) 求 最 大 的 采样 周期 TT， 该 周期 使 得 给 定 
系统 (频率 响应 为 Ha(e?)) 从 输入 到 输 
出 的 表现 得 和 一 个 LTI CT 系统 一 样 。 

考虑 一 个 如 1. 5. 3 节 中 描述 的 通用 D/C 转 

换 器 ， 令 

sin(xn/2) 
aii iD. 
对 于 下 列 情 况 ， 画 出 并 标记 出 ye G) 和 

Y. Gw): 

(a) 一 个 理想 的 带 限 插值 D/C 转换 器 。 

(b) 一 个 中 心 零 阶 保持 D/C 转换 器 。 

(c) 一 个 线性 插值 D/C 转换 器 。 

对 于 下 列 各 种 叙述 ， 确 定 它 的 真 假 ， 并 证 

明 你 的 结论 。 

叙述 : 

一 个 CT 信和 号 能 从 它 的 采样 准确 重 构 的 要 求 

是 采样 频率 大 于 它 最 高 频率 的 两 倍 。 

叙述 : 

如 果 一 个 CT 信号 ， 它 的 采样 频率 大 于 它 最 

高 频率 的 两 倍 ， 那 么 从 它 的 采样 准确 重 构 

出 该 CT 信和 号 总 是 可 能 的 。 

叙述 : 

如 果 一 个 CT 信号 ， 它 的 采样 频率 大 于 或 等 

于 它 最 高 频率 的 两 倍 ， 那 么 从 它 的 采样 准 
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确 重 构 出 该 CT 信号 总 是 可 能 的 。 
一 个 电动 车 在 轨道 上 运动 的 简单 物理 模型 
由 下 面 的 微分 方程 给 出 ， 其 中 y(z) 用 来 表 

示 电 动车 的 位 置 : 
dE | IT (2) 22 
dz’ m) dt 


= (2)2P + zx) 


m 
RP, z (是 施加 在 轮胎 上 的 刹车 的 力量 ; 
Zza(t) 是 由 电动 机 提供 的 加 速度 ; m 是 车 的 
质量 ; ct 和 分别 是 车 和 刹车 的 摩擦 系数 。 
假设 x,() 宇 0, 但 是 x,(2) 可 以 为 正 ， 也 可 
以 为 负 。 
(a) 这 个 模型 是 线性 的 吗 ? 也 就 是 说 ， 它 的 
非 零 解 满 足 释 加 原理 吗 ? 这 个 模型 是 时 
不 变 的 吗 ? 
(b) 如 果 和 刹车 的 力量 z (?) 恒 等 于 零 ， 上 面 
问题 的 答案 又 会 怎样 改变 呢 ? 
CT 信和 号 的 帕 斯 瓦 尔 定理 的 表述 如 下 : 


p Ee 让 | [as 
它 意味 着 信号 的 总 能 量 能 够 通过 对 


| XGo) | 在 全 部 频率 上 的 积分 得 到 。 现 在 考 
虑 一 个 实 值 信号 xz(7) 经 过 一 个 如 图 P1. 24 所 





示 的 理想 带 通 滤波 器 H Gw). 
H (ja) 
A 1 A 
一 0O。 O a, w 
Al P1.24 


(a) 把 输出 信号 y (1) 的 能 量 表 示 为 
| XGw) |? 在 频率 上 的 积分 。 

(b) 当 人 足够 小 ， 以 至 于 在 频率 A 区 间 上 ， 
|XGw) | 近似 为 一 个 常数 ， 证 明 带 通 滤 
波 器 的 输出 y(t) 的 能 量 近 似 与 
A |XGjwo) | 成 比例 。 

在 前 述 结果 的 基础 上 ,在 频率 wo 
附近 的 带宽 AE, A | XGw) |? 和 信和 号 
的 能 量 成 比例 。 基于 这 个 原因 ， 
| XGw) |? RB EAS xz(z) 的 能 量 谱 
密度 。 

(c) 现在 考虑 一 个 DT 信号 xz[nj。 假 设 已 知 确 
定 信号 xz[nj 的 DTIFT X), |a| < 
0.4r 上 ， 幅 度 为 2, 在 0.4x<|Q|<x 上 
幅度 未 知 。 将 该 信号 作为 一 个 频率 响应 为 
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HCS ) 的 低 通 滤波 器 的 输入 ， 该 低 通 滤波 
器 的 频率 响应 在 |2| 二 0.25x 上 ， 幅 度 为 
3, 在 0.25x 过 |Q| 二 x 上， 幅度 为 0。 输 
出 信号 sin AYRE Dy [n ES A? 


高 级 习题 


1. 25 


1. 26 


1.27 


如 果 一 个 单位 阶 跃 信号 u(t) 通 过 一 个 CT 

LTI 系统 的 响应 是 g(t)， 那 么 对 于 一 个 普 

通信 号 z(t1)， 它 的 响应 是 什么 ”如 果 系 统 

是 BIBO 稳定 的 ， 那 g(2) 需 要 满足 的 充 要 条 

件 是 什么 ? 

考虑 一 个 由 下 列 微分 方程 描述 的 因果 LTI 
d yQ) 46 dD 














ae + Byl) 
2 
te +3 ate + 2x(t) 


该 系统 的 逆 系 统 也 能 由 一 个 微分 方程 描述 。 

求 出 这 个 描述 道 系统 的 微分 方程 。 还 有 ， 

求 出 原 系统 和 因果 逆 系 统 的 冲 激 响应 h Ct) 

和 g(t). 

(a) 输入 为 z(t)， 输 出 为 y(z) 的 LTI 系统 
满足 下 面 的 微分 方程 : 


4 ato 2y(t) = 314) 
G) 证 明 输 入 -输出 对 
z(t) = a). y = Z eul) 
和 
z(t) = ot), y(t) =— Z erui) 
都 满足 这 个 微分 方程 。 


GD 当 输 入 ce) =o) MH, 求 出 所 有 满 
足 这 个 微分 方程 的 y(z)， 并 仔细 核 
SE Gi) 中 两 种 情况 包括 在 你 的 答案 
H, ER: 一 个 线性 微分 方程 的 通 
解 就 是 一 个 特 解 加 上 一 个 齐 次 解 。 
还 注意 到 ， 一 般 来 说 ， 解 y(t) 不 一 
定 有 拉 普 拉 斯 变换 ; 事实 上 ， 这 个 
问题 仅 有 的 两 种 有 拉 普 拉 斯 变换 的 
解 就 是 (D 中 提 到 的 这 两 个 。 

Gi) 如 果 系 统 是 因果 的 ， 它 的 冲 激 响 
应 是 多 少 ? 

Civ) 如 果 系 统 是 稳定 的 ， 它 的 冲 激 响 应 
是 多 少 ? 

(b) LTI 系 统 的 输入 输出 满足 下 面 的 微分 
方程 
yLn]— 3y[n— 1] = 22[n] 

O 假设 系统 是 因果 的 ， 确 定 它 的 冲 激 
响应 ， 也 就 是 说 ， 它 的 单位 采样 响 
应 。 这 个 系统 是 BIBO 稳定 的 吗 ? 

Gi) 反 过 来 ， 假 设 这 个 系统 是 BIBO 稳 


1. 28 


定 的， 确定 它 的 冲 激 响 应 。 这 个 系 
统 是 因果 的 吗 ? 
考虑 图 P1. 28-1 所 示 的 3 个 LTI 系统 的 因 
果 级 联 。 


prap amet es i Cs eas Se ap a ey a “ont is ee ing 


| Ea ees Se 


hy Loa] É HK ey NY FB heln] =uln]—uln— 2], 
全 局 冲 激 响 应 h[nj 如 图 P1. 28-2 所 示 。 


10 L! 





2d 


1. 30 


sh 0 _le2e Bs Gb 6: 7 n 
图 P1. 28-2 


Ca) SRH h La JBS BM E o 

Cb) 求 出 有 下 面 输入 的 全 局 系统 响应 : 

zla] = d[n] oin =] 

注意 : 这 道 题 要 求 使 用 合适 的 计算 方法 。 

考虑 一 个 简单 的 DT 差分 方程 

ain+1] = re[n] A — z[n]), 
假设 O<a2[lO0]<1 和 r>0, 

(a) 这 个 系统 是 线性 的 吗 ? 是 时 不 变 的 吗 ? 

Cb) 如 果 2lO]=1/2, 那么 要 使 得 cinlA 
界 , + 应 取 什么 值 ? 

O 选择 合适 的 计算 方法 ， 计 算 并 画 出 在 
的 不 同 取 值 下 的 zLn]。 包 括 r=k/4, 
&=1，2，…， 15。 画 出 图 来 证 明 你 在 
(b) 中 的 答案 。 

(a) 一 个 特殊 的 DT 系统 将 它 的 输入 zxLnj] 映 
射 到 它 的 输出 yLnj]。 当 输入 是 


n>0 


alin] =(— 1", 对 于 所 及 
输出 是 
yinJ=1, 对 于 所 有 ?7 
当 输入 是 
zink= C1", than 
输出 还 是 
slin] =1, HFAA n 


(i) 这 个 系统 是 线性 的 吗 ? 解释 一 下 。 

Gi) 这 个 系统 是 时 不 变 的 吗 ? 解释 一 下 。 
(b) 一 个 特殊 的 DT 系统 将 它 的 输入 ria] 

映射 到 它 的 输出 yLn]。 当 输入 是 


Zz[nj = CD", 对 于 所 有 nn 
输出 是 
yLnj 二 1， 对 于 所 及 n 
当 输 入 是 
sink =(—-D™! ATMA n 
输出 是 


ylin] =—1 对 于 所 有 nn 

回答 与 上 面 (a) 中 ( 疏 和 (让 同样 的 问题 。 
对 于 图 1. 31 中 展示 的 DT ABS. S2, S 
和 S,， 标 明 的 输入 -输出 对 表示 了 对 应 系统 
的 一 个 实验 的 结果 。 对 于 某 些 合适 的 冲 激 
响应 h[nj， 确 定 输入 和 输出 是 否 一 定 不 
能 、 也 许 能 ， 或 者 一 定 能 满足 形 如 yLnj 二 
hEn] x*z[nj 的 卷 积 关系 。 选 择 一 种 合适 的 
DIE. 并 解释 你 的 原因 。 在 每 个 情况 中 你 
的 答案 是 “可 能 ”或 “一 定 ”， 确 定 冲 激 响 
应 并 门 、 频 率 响应 He) ak BE RK BE RH Ae 
HC), ， 以 此 来 解释 所 给 定 的 输入 -输出 对 。 


1.31 


ya ay 
(3) um 2(3) ulm 
ine fei id 


Pl. 31 


1.32 确定 下 列 说 法 的 真 假 性 ， 并 给 出 简单 的 证 明 
(对 于 一 个 假 的 说 法 ， 举 出 一 个 反例 就 可 以 了 ) 
G) 如 果 et +e E— 4 CT 系统 的 特征 函 
数 ， 那 么 系统 不 是 LTI 系统 。 
Gi) MR AG) —TP RE LTI 系 统 的 非 零 
冲 激 响 应 ， 那 么 h(z) 可 以 是 周期 性 的 。 
GD 一 个 因果 稳定 的 LTI 系统 ， 总 是 存在 
—P AR WW RBG, BR hw ARB 
可 能 不 是 稳定 的 。 
1.33 考虑 一 个 有 如 下 频率 响应 的 实 值 DT LTI 
一 j20 min 
确定 常数 a 和 2， 给 出 的 输入 -输出 对 如 
图 P1. 33 所 示 。 


-e 
cos (an) 2 cos (nn) 


P1. 33 


1.34 考虑 一 个 LTI 系 统 ， 它 的 冲 激 响 应 (71) 是 
实 的 ， 相 关 的 系统 函数 是 HC). ERG 
目 中 ,假设 输入 对 所 有 t HARA ra) = 
e acost， 而 且 它 对 应 的 输出 y(t) 对 于 这 个 
输入 是 严格 定义 的 。 
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(a) 如 果 允 许 你 对 一 个 单一 的 ; 值 确定 HH(s) 
的 值 ， 那 么 为 了 获得 上 述 输入 对 应 的 输 
出 y(2) 在 时 域 上 的 显 式 表 达 式 ， 你 将 选 
FE ;的 哪个 值 呢 ? 在 你 选择 的 ;情况 下 
Hitt} HG), 并 用 HO MKARS th 
yt) WRIA 

Cb) 假设 y(0)=0 和 y(0) 王 1。 将 你 在 (Ca) 中 
得 到 的 y(t) 简化 为 如 下 形式 ya) 一 
ea (Acost 十 Bsint) ， 确 定常 数 A 和 了 B。 

一 个 DT LTI 系统 有 如 下 的 频率 响应 : 


om, jal<* 
H(e®) = 


0, 5 <|al<x 


1.35 


系统 的 输入 是 周期 单位 采样 “ 串 (train)”， 
它 的 周期 是 N=12: 


ain] = > ln + 12k] 


一 一 cc 


求 出 系统 的 输出 yLnj。 
考虑 一 个 DT LTI 系统 ， 它 的 频率 响应 由 下 
面 的 式 子 定义 
Hal) = |Q|e#™, lal<«x 
已 知 函数 D=, REMS., 
(a) 已 知 系统 的 单位 采样 响应 hsLnj 是 实 
的 。 利 用 这 个 事实 来 推导 ， 上 面 两 种 可 
能 的 gC2) 哪 个 是 正确 的 ? 并 解释 。 


(b) 求 出 5 ha[n] 。 


co) 求 出 六 局 [四 。 


n=—co 


一 个 CT LTI RAW AKG BME A A SE A 
数 百 (*>)， 该 系统 函数 在 s FH bLHRAWA 
P1. 37 所 示 ， 且 图 中 的 ROC 是 1< Refs) 去 
5。 极 点 为 1 和 5， 且 零点 为 0 和 6。 还 知道 
互 (3) 一 9。 我 们 想 要 找 出 一 个 逆 系 统 Gs), 
使 得 当 H(A G(s) 级 联 的 时 候 ， 整 个 系统 
的 输出 yO FETA cD). 


Im{s} 


1. 37 





P1. 37 


(a) 写 出 这 个 系统 的 有 理 系统 函数 HO). 
(b) 它 的 一 个 因果 逆 系 统 存 在 吗 ? MRE 
在 ， 写 出 它 的 系统 函数 G(s)， 并 标 出 
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EM ROC。 如 果 不 存在 ， 为 什么 ? 

(c) 它 的 一 个 BIBO 稳定 道 系统 存在 吗 ? 如 
果 存 在 ， 写 出 它 的 系统 函数 G(s)， 并 
标 出 它 的 ROC。 如 果 不 存在 ， 为 什么 ? 

(d) 它 的 一 个 双边 道 系统 存在 吗 ? 如 果 存 
在 ， 写 出 它 的 系统 函数 G(s)， 并 标 出 
它 的 ROC。 如 果 不 存 在 ， 为 什么 ? 

1.38 一 个 DT LTI 系统 ， 它 的 频率 响应 是 
Hiepe sate 
4cosQ+ 2e — 9 

(a) 与 上 面 的 系统 响应 对 应 的 有 理 系统 函数 

及 (zx) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


H(z) = a tesi 
2 
求 出 a 和 wm ， 并 指明 ROC, 
(b) 这 个 系统 是 因果 的 吗 ? 
(c) 这 个 系统 的 冲 激 响 应 h[nj 是 多 少 ? 
Cd) 假设 这 个 系统 的 输入 是 对 所 有 的 都 有 
Zz[Lnj 二 3"。 那 么 对 应 的 输出 y[nj 是 
多 少 ? 
Ce) 假设 这 个 系统 的 输入 是 对 所 有 的 n 都 有 
a(n]=3"uln], 这 里 的 w[nj 是 单位 阶 
RKA. “4 n>, y[n]—> pz. BB zo 
是 多 少 ? 
1.39 (a) 如 图 P1. 39-1 的 A 所 示 , 这 是 |Q | 过 x 
的 范围 上 x[n] 的 DTFT, 那么 在 ”一 0 
时 ，z[Lnj 的 值 是 多 少 ? 


(+jx) (x) 











之 一 


(x) (-jm) 


1/2 1/2 
i -1 —n/2 0 T/2 T Q 
(4jn) (n) Ea (a) (jn) 
B -1 —n/2 0 n/2 T i 
(+jr) (x) (x) (-jn) 

1/ 1/2 
aS 7) 0 7) E A 
1/2 1/2 
ae) 9 Cap 
-1 —n/2 0 /2 T 


P1. 39-1 


(b) 对 于 一 个 信号 x[n]， 有 zx[n]= 二 0( 求 和 
式 是 对 所 有 的 n i SA), 列 出 在 图 
Pl. 39-1 和 图 P1. 39-2 中 A~H 符合 前 述 
条 件 的 DTIFT， 并 解释 。 


(c) 一 个 信和 号 的 DTFT 如 图 P1. 39-2 Bra, 
IBA ITA WI EnD 是 多 少 ? 并 解 
释 。( 求 和 式 是 对 所 有 的 n 而 言 的 。) 

(d) 如 图 P1. 39-1 和 图 Pl. 39-2(A 一 H) 所 
示 ， 确 定 并 解释 它们 中 的 哪 一 个 是 下 
面 信 号 的 DTFT 

al cos(32n/4)sin(an/2) 


nn 

(e) 在 图 P1. 39-1 和 图 P1. 39-2 的 集合 A~ 
H 所 示 的 DTFT 中 ， 哪 些 的 对 应 信号 
在 时 间 上 是 偶 函 数 ? 

(f) 在 图 P1. 39-1 和 图 P1. 39-2 的 集合 A~ 
H 所 示 的 DTFT P, 哪些 的 对 应 信和 号 
是 绝对 可 和 的 ? 

(g) 在 图 P1. 39-1 和 图 P1. 39-2 的 集合 A~ 
H 所 示 的 DTFT 中 ， 哪 些 的 对 应 信号 
是 x[n]， Hep Valn] 40? 对 每 种 情 
况 ， 计 算出 这 个 求 和 式 的 非 零 结果 。 

(h) 在 图 P1. 39-1 和 图 P1. 39-2 的 集合 A~ 
H 所 示 的 DTFT 中 ， 哪些 的 对 应 信号 
是 zz FEA (—1)"z[nJ=17 


(x) (-jn) 





(+jr) (x) 


E Q 
-n —n/2 0 n/2 T 
1 1 
1/2 1/2 
4 -n —n/2 0 n/2 T 9 
1/2 1/2 
S -T —n/2 0 n/2 T a 
1 
1/2 1/2 
H -T —n/2 0 n/2 T a 
图 P1. 39-2 
1.40 假设 想 要 设计 一 个 DTLTI 系 统 ， 它 有 这 样 
的 性 质 ， 当 输入 为 


a[n] =(+)'utn] 


它 的 输出 是 
sln] = (+) u[n] 


Ca) 求 出 满足 这 个 性 质 的 DT LTI 系统 的 冲 
激 响应 和 频率 响应 。 


(Cb) 求 出 标识 这 个 系统 输入 和 输出 关系 的 
差分 方程 。 

假设 给 定 一 个 实 值 且 能 量 有 限 (但 是 在 其 他 
情况 下 任意 ) 的 DT 信号 w[Lnj 及 与 它 相 关 的 
DTFT W(e?)。 想 要 用 另外 一 个 实 值 、 能 
量 有 限 的 DT 信号 yLnj 来 近似 估算 wLnj， 
y[n] 是 带 限 的 ， 其 频率 范围 是 |Q| 二 x/4， 
所 以 在 |0 | 三 x/4 的 范围 上 ，Y(e”?) 为 零 。 
除了 在 它 的 带宽 限制 之 外 ,为 了 得 到 最 好 
的 近似 ， 可 以 按照 需要 选择 yLnj。 

假设 用 下 列 的 平方 误差 和 的 标准 来 测量 近 
似 的 精度 : 


Els 


那么 ， 问 题 就 是 在 给 定 信号 w[nj 的 情况 

下 ， 通 过 合理 选择 带 限 的 yin], 使 得 8 最 

小 化 。 这 个 问题 会 引导 你 找到 解决 办 法 。 

(a) FA | Q| <x Kia) EY Woe) —Y Ce) HY 
频 域 积 分 表示 €o 

(b) 把 在 (a) 中 的 积分 写成 一 个 积分 求 和 的 
形式 ， 它 们 的 区 间 分 别 是 一 x*/4 志 0 志 
n/4, n/4ALA0 <r 和 一 x 委 0 志 一 T/4。 
利用 这 个 形式 推导 出 需要 怎样 选择 
Y(e?), 才能 使 :最 小 化 ， 最 小 的 e 是 
多 少 。( 提 示 : KEW |ab| RF, 
对 于 复数 a 和 5b， 展 开 式 为 |a|’ 十 
lö —a* b.) 

(c) 利用 在 (b) 中 的 结果 ， 写 出 使 得 s 最 小 
(EH yin] RAR, 把 yinl xa mM 
一 个 合理 的 包含 W(e?) 的 积分 。 

图 P1. 42-1 表示 的 是 一 个 CT 信号 的 DT 处 

HAR. 


x oem pezas A, (eal y 


G T, 
Æ Pl. 42-1 


G) C/D 转换 器 是 个 理想 的 采样 器 ， 它 的 输 
出 是 zaln]=x. (nT); 
Gi) 平方 器 的 输出 是 zan] = ara’ Cn]; 
GID zs[] 被 一 个 频率 响应 为 HaC DT 
LTI 滤波 器 进行 滤波 。 
(iv) D/C 转换 器 是 一 个 理想 带 限 插值 器 ， 
它 的 输出 是 
yet) = >) yala] solze an T 
(v) 可 能 会 (可 能 不 会 ) 用 到 的 方程 : 
cos(29) = cos? (0) — sin? (0) 
sin(20) = 2sin(@) cos(@) 


中 一 一 co 
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cos? (0) = 4 十 二 cos(20) 


ÉD 

2 
sin’ (@)= + — L cos(20) 

假设 z. (t) =cos(nt/3T), Tı =T:/2=T, 

H Hae") 46 |A| <r EW Pl. 42-2 所 示 。 

求 出 ye). 


Hilei?) 


n -nxn4 0 m4 元 
P1. 42-2 


如 图 Pl. 43-1 所 示 ， 这 是 正在 使 用 的 通过 
一 个 DT LTI 系统 来 对 一 个 CT 信号 进行 
DT 处 理 的 标准 图 。C/D 转换 器 以 间隔 T HÈ 
行 采 样 ， 所 以 zs[nj]= 二 x(nT)。D/C 转换 器 
是 一 个 重 构 ( 或 者 插值 ) 间 隔 为 工 的 理想 带 限 
插值 器 ， 于 是 y.(?) 的 频带 被 限制 在 |w| < 


Ge A y(mT)=yaln]; Ha(e?) 是 这 个 指 


定 DT LTI 系统 的 频率 响应 。 对 于 这 道 题 
A, iz T=107's, 

现在 考虑 两 个 信号 OOM cH, EM 
Æ 0<t<6X 10's 中 的 波形 如 图 P1. 43-2 
所 示 ， 且 它们 有 如 下 的 性 质 : 

c(nT) = (nT) 

对 所 有 的 n HB aI. AMM AE AP M HK 
的 取 值 而 已 。 这 些 信 号 将 会 被 用 作 
图 P1. 43-1 的 系统 的 输入 。 


:0 op paleo pa o 














和 





— o 0000 0.002 0.003 0.004 0.005 


t(s) 
图 P1. 43-2 


(a) b(t) Al c(t) RAAE E BE BZ PR 
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的 ， 是 哪 一 个 ?给 出 简要 的 证 明 。 
假设 接 下 来 的 另外 一 个 信和 号 不 是 你 

在 (a) 中 指定 的 信号 ,该 信号 是 在 
|wo| 过 x/T 上 带宽 受 限 的 。 这 道 题 剩 下 
的 两 个 小 问题 就 是 5(v) 和 clz) 在 哪 道 题 
中 使 用 ， 不 一 定 是 按照 这 个 顺序 ， 信 号 
输入 的 系统 如 图 P1. 43- ages 

Ch) 当 系 统 的 输入 2 (1) BEER EH OCD Al ca) 
中 的 带 限 信号 ， 输 出 y Co) HE ya) = 
X(t 一 0.75T)。 完 整地 求 出 一 个 可 能 的 
频率 响应 Hi (e*)， 使 得 输入 能 产生 出 
这 个 输出 。 

CO WR ha[Lnj 表 示 你 求 出 的 Ay Ce?) Xf ie 
的 单位 响应 ， 计 算 


hal], Datel 和 Š hain)? 


(d) 对 于 在 (b) 中 相同 的 系统 ， 当 输 入 x(t) 
为 非 带 限 信 号 DOR COM, ABA Hi 
出 y( 切 又 是 什么 ? 

在 图 Pl. 44 所 示 的 系统 中 ，C/D 转换 器 以 

采样 间隔 五 =0. 1s 对 一 个 CT 信号 x. (2) HE 

行 采样 ， 而 在 输出 端的 理想 D/C 转换 器 用 

重 构 间 隔 T 对 这 个 采样 yLnj 产 生 一 个 带 


限 插 值 。 两 个 转换 器 之 间 的 DT LTI 系统 
的 频率 响应 是 

He) =e”, |al<n 
而 且 输 入 信和 号 是 


Z(t) = cos ( 22nt 一 +) 


(a) 假设 D/C 转换 器 的 重 构 时 间 间 隔 是 
T2=T, =0.1s, RH xin]. yin] 和 
ye(t 的 解析 表达 式 。( 不 要 认为 一 定 要 
按照 顺序 来 计算 这 些 量 .) 

Cb) 假设 现在 采样 间隔 Ti 还 是 0.1s， 但 是 
重 构 间 隔 Ts 改 为 0.2s。 求 出 新 的 (2) 
的 解析 表达 式 。 


1. 45 


T,=0.1s je 
图 P1.44 


图 P1. 45 展示 的 是 一 个 CT 滤波 器 ， 其 实现 
如 下 : (GD 一 个 以 采样 间隔 工 对 一 个 CT 信 
号 采样 的 C/D 转换 器 ; (让 一 个 频率 响应 为 
He) i) DT LTI 滤 波 器 ; iii) —7 t 
隔 为 了 的 理想 ( 即 带 限 插值 )D/C 转换 器 。 
BRE|A| <r E, H(e) =e", AE 
设 输出 y.(7) 为 


ait) = 2 sin(x(t — 0. 7T)/T) 


(x(t — 0. 7T)/T) 





1. 46 


(a) 写 出 能 够 产生 上 述 输出 且 频 率 限 制 在 
x/T 以 内 的 输入 xz.() 的 显 式 表达 式 。 
Cb) (a) 中 的 答案 是 唯一 能 产生 这 个 输出 的 
信号 吗 ? 如 果 是 的 话 ， 为 什么 ?如 果 
不 是 ， 描述 所 有 其 他 能 够 产生 同样 输 

出 的 输入 。 

(c) 求 出 zx[Lnj 和 yin ARIK, Fee 
种 情况 下 ,说 出 与 给 定 的 输出 y.(?) 相 
符合 的 olin A y[nj 是 否 只 有 一 种 可 能 。 

Cd) 上 述 的 频率 响应 为 五 (ea) 的 DT 系统 的 
单位 采样 响应 h[nj 是 多 少 ? 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 + 


考虑 图 P1. 46-1 所 示 的 系统 ， 图 中 的 D/C 
转换 器 是 标准 理想 带 限 插值 转换 器 。 假 设 
vLnj 的 DTFT 如 图 P1. 46-2 所 示 。 


ips ood gags lig 


T T, 





图 P1. 46-2 


(a) 假设 对 于 整数 M22, T,=MT,. 

GD 写 出 win] oln] HARRER. 
如 果 v[nj 对 应 的 是 一 个 CT 信号 
ve(z) 经 过 周期 为 To 的 采样 ， 也 就 
是 说 ， 如 果 vln] =v aT), BA 
wLnj 和 男 一 个 (可 能 的 ) 具 有 新 采样 
周期 的 v.(#) 相 对 应 吗 ? 

GD 利用 你 所 知道 的 (理想 )D/C 和 C/D 
转换 器 的 行为 ， 画 出 完整 标记 的 
QG AWC), EMMA ZA 
什么 关系 ? 

Cb) 假设 对 于 整数 MS2, T,=T,/M. 

O 写 出 把 w[nj 和 vin KA BK K 
ER., whale vLnj] 的 上 采样 版 本 、 
下 采样 版 本 ， 还 是 两 种 都 不 是 ? 

GD 利用 你 所 知道 的 (理想 )D/C 和 C/D 
转换 器 的 行为 ， 画 出 完整 标记 的 
Q(jw) 和 Wle*)。 它 们 有 什么 关系 ? 


扩展 习题 
1.47 考虑 一 个 由 下 面 一 系列 的 约束 方程 描述 的 
系统 模型 ， 由 矩阵 形式 给 出 


en 了 1 an 


alk +2] 0 + q [k] 
1 
s | Em 
1 
qı [Ck] 
yLk]= [1 | | 
qı [Ck] 


这 称 为 状态 空间 模型 ， 即 两 个 分 量 ， 


aLI] - 
或 者 两 个 维度 。 信 号 at= | ALE 
qı 
这 个 模型 在 时 间 & 处 的 状态 ， 其 中 zx[Lkj 是 
输入 ，y[kj] 是 输出 。 状 态 空间 模型 值得 注 
意 的 特点 是 Gi) 下 个 时 刻 (& 十 1) 的 状态 是 当 
前 时 刻 上 的 状态 和 输入 的 函数 ; (让 ?当前 时 
刻 的 输出 是 当前 时 刻 的 状态 和 输入 的 函数 
(虽然 在 上 述 的 例子 中 ， 时 刻 & 处 的 输入 恰 
BASH ig it Al k 的 输出 ) 。 
(a) 考虑 四 个 信号 gy、g;:、z 和 yy， 这 个 系 
统 是 线性 的 吗 ? 是 时 不 变 的 吗 ? 是 无 记 
忆 的 吗 ? 
(b) 假设 系统 是 因果 的 。 如 果 输 入 是 单位 采 
样 信号 xz[nj] 二 6[n]， 且 它 的 初始 状态 


2 

TOH | 求 出 当 nS0 时 的 输出 
0 

y[n]。 这 能 在 时 域 上 实现 ,或 者 通过 


使 用 = 变换 实现 。 
Co) 假设 (a) 中 的 第 一 个 方程 被 下 面 的 方程 
替换 ， 
ert + 2cos(-F) 
alkt+21) |o 4 


ketah 
x z[k] 
qı [Ck] 1 
而 第 二 个 方程 保持 不 变 ， 那 这 个 系统 是 线 
性 的 吗 ? 是 无 记忆 的 吗 ?- 是 时 不 变 的 吗 ? 
(d) 证 明 在 (ec) 中 周期 变换 的 模型 有 自然 意 
义 ， 并 求 出 它 的 周期 。 这 个 周期 性 是 
否 意味 着 同时 满足 模型 约束 的 信号 9 、 
Qo. «My 必须 是 周期 的 ? 
1.48 (a) 考虑 一 个 时 不 变 非 线性 的 确定 系统 ， 如 
图 P1. 48-1 所 示 ， 它 的 输出 是 常数 A， 
A 的 值 由 所 有 时 间 上 的 输入 信号 Ln] 
决定 。 考 虑 形式 如 si[n] = i” 这 种 类 型 
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的 输入 ，Q 是 有 限 实数 。 改 变 输入 端的 
Q 值 ， 将 使 得 A 也 发 生变 化 ， 即 A 是 
Q 的 函数 。 说 明 A 关于 0 是 否 是 周期 
性 的 ， 如 果 是 ， 那么 周期 是 多 少 ， 并 
解释 。 


时 不 变 
x(n] 非 线性 系统 a 


图 Pl. 48-1 


(b) 现在 考虑 一 个 如 图 P1. 48-2 所 示 的 系统 。 
系统 1 是 无 记忆 非 线 性 系统 ， 系 统 2 通 
过 下 面 的 关系 式 来 确定 A 的 值 : 


100 


4 一 之 |?[m]| 


图 Pl. 48-2 


me. SRB rin] = d” 这 种 类 型 

的 输入 ，Q 是 有 限 实 数 。 改 变 输 入 端的 

Q 的 值 ， 将 使 得 A 也 发 生变 化 ， 即 A 

是 Q 的 函数 。 

O 如 果 图 中 的 LTI 系统 是 一 个 恒 等 系 
统 ， 系 统 1 由 w[nj= 二 x?[nj 定 义 ， 
那么 A 关于 0 是否 是 周期 性 的 ? 

(ii) 更 一 般 来 说 ， 如 果 系 统 1 是 一 个 无 
记忆 非 线性 系统 ， 且 LTI 稳定 系统 
不 必 是 个 恒 等 系 统 ， 那 么 A 关于 0 
是 否 是 周期 性 的 ， 如 果 是 的 话 ， 周 
期 是 多 少 ? 

Gii) 用 文字 说 明 ， 为 什么 DT LTI 稳 定 
系统 的 频率 响应 He?) FE 
总 是 周期 性 的 ? 

1.49 在 本 题 中 ， 你 将 计算 和 比较 几 个 有 限 长 信 
号 的 DTFT， 这 些 信号 都 是 由 下 面 这 个 永 
久 信 号 推导 得 到 的 : 

ain] = cos(xn/4) 
如 果 知 道 zx[nj 是 一 个 正弦 函数 , 但 是 
不 知道 它 的 角 频 率 是 x/4， 那 么 一 种 算出 它 
的 角 频 率 的 方法 就 是 取 z[nj 的 部 分 加 窗 段 ， 
进行 DTFT 运算 。 但 是 ， 加 窗 会 导致 
DTFT 的 扩展 或 者 模糊 ， 因 此 会 在 频率 测 
定 上 引入 一 些 不 确定 因素 。 下 面 的 (a) 和 
(b) 部 分 会 探讨 这 个 问题 。(c) 和 (d) 部 分 分 
别 研究 的 是 一 个 正弦 函数 经 过 系统 调制 和 随 
机 调制 (然后 经 过 矩形 加 窗 的 ) 的 频谱 。 
(a) 求 出 下 面 信号 的 DTFT 幅度 的 表达 式 
yin] = zLnjrLn] 
式 中 ， 
rin] = (uln]—uln—101])/101 
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式 中 的 uLnj 是 单位 阶 路 信号。 用 下 面 

的 两 种 方法 ， 计算 并 画 出 其 DTFT: 

(CD 通过 计算 所 得 到 的 表达 式 ; 

GD 利用 合适 的 计算 包 进 行 计算 ， 这 个 
计算 包 能 够 计算 一 个 有 限 长 序列 

的 DTFT 的 采样 。 

证 明 两 种 方法 得 到 的 答案 是 一 样 
的 。 用 一 两 句 话 总 结 一 下 这 个 计算 中 
和 矩形 窗 是 怎么 影响 一 个 余弦 信和 号 的 频 
谱 的 。 

如 果 zLz 不 是 一 个 单 频 的 余弦 信号 ， 
而 是 两 个 非常 接近 的 频率 的 余弦 信和 号 
之 和 ， 那 会 怎么 样 呢 ? 大 约 要 这 两 个 
频率 要 多 近 ， 对 于 每 个 单独 的 余弦 信 
号 ， 它 们 加 窗 信号 的 DTFT 就 不 能 够 
得 到 一 个 明显 的 尖峰 吗 ? 提示 : 你 也 
许 会 发 现 ;， 首先 检查 长 度 为 101 采样 
的 矩形 窗 的 DTFT 是 很 有 用 的 ， 这 个 
采样 是 用 来 计算 x[nj 的 yi[nj 片 段 的 。 


(c) 现在 考虑 信号 


yaLn] = zLnjt[n] 


式 中 ， 
(n+1)/ 101, 0<n< 100 
tin] = {cn —n)/101?, 100<n< 200 
0， 其 他 


(d 


Ce 


) 


VY 


计算 并 画 出 ye Ln JA) DTFT 的 幅度 。 这 
幅 图 是 怎么 和 (a) 中 的 DTFT 联系 起 来 
的 ? 用 一 两 句 话 来 说 总 结 一 下 这 个 计算 
中 三 角 窗 是 怎样 影响 一 个 余弦 信号 的 ? 
与 矩形 窗 上 比较 一 下 。 当 信和 号 是 频率 很 接 
近 的 两 个 信号 的 和 的 时 候 ， 与 矩形 窗 比 
起 来 ， 三 角 窗 又 如 何 ? 
现在 考虑 信和 号 

yla] = yin] 1)" 
计算 并 画 出 ys[nj 的 DT FT 的 幅度 。 这 
幅 图 和 (a) 中 的 DTFT 有 什么 联系 ? 现 
在 ， 信 号 的 能 量 聚 集 在 哪个 频率 ”与 
预期 是 一 样 的 吗 ? 
现在 开始 挖掘 对 于 随机 (或 者 可 能 ， 或 
者 任意 ) 信 号 的 感觉 ， 考 虑 

yin] = yiLnjbLn] 
式 中 ，b[nj 的 值 被 设置 为 一 1 或 者 1， 
但 是 它 是 独立 的 ， 当 O0<n< 100M, È 
们 的 概率 都 是 1/2。 你 可 以 用 能 产生 随 
机 数 的 计算 包 来 生成 b[nj]。 用 (a) 中 的 
要 求 ， 计 算 并 画 出 y[nj 的 DTFT 的 幅 
度 。 对 序列 b[nj 进 行 四 次 不 同 的 设置 
(“实现 ”)。 在 这 个 情况 下 ， 你 的 DTFT 
有 一 个 特定 的 结构 吗 ? 还 是 它们 看 起 来 
不 规则 ? 信号 的 能 量 是 否 聚 集 在 频谱 的 


VY 


某 些 位 置 ， 或 者 是 展开 的 ? 在 ys[nj 的 
频谱 上 ， 你 有 看 见 任何 潜在 的 余弦 信号 
Zz[nj 的 线索 吗 ” 你 的 4 种 实现 的 结果 有 
什么 地 方 是 相同 的 吗 ? 

如 果 一 个 友军 收 到 (也 可 能 是 被 敌 
人 截获 ) 你 的 信号 y Cn], H Ab ak5 
道 用 来 产生 ys [nj 的 特别 序列 b[n]， 你 
能 找到 一 种 方式 使 得 他 (她 ) 能 确定 出 与 
bLnj( 在 我 们 的 例子 中 正好 是 yi[n]) 相 
乘 的 信号 吗 ? 如 果 你 不 知道 ba], A 
么 你 所 认为 的 能 从 ya [z] 中 恢复 出 
Lnj 的 前 提 是 什么 ? 
(e) 中 的 想法 是 无 线 通 信 中 码 分 多 址 
(CDMA) 想 法 的 基础 。 为 了 更 直接 地 说 
明 ， 假设 

ys[nj] = 7601[nj 二 36;[Lnj+ 46,[n] 

式 中 ， 码 字 on). & [nj] 和 bs[nj 每 个 
是 独立 的 ,与 (e) 中 b(n] MIBK EH 
的 。 在 CDMA 通信 环境 下 ，y; [nj] 是 在 
它 的 区 域内 由 基站 传 出 ， 到 达 移 动 单元 
的 信号。 移动 单元 1 RAK Fob [n], 
在 收 到 ys [nj 后 ， 想 要 求 出 乘 以 bi [n] 
的 缩放 因子 (在 这 里 是 7)。 类 似 地 ， 移 
动 单元 2 只 知道 码 字 bn], 在 收 到 
ys [Ln] 后 ， 想 要 求 出 乘 以 5,[n] 的 缩放 因 
子 ( 在 这 里 是 3)。 对 于 移动 单元 3 也 有 
类 似 的 过 程 。 在 实际 的 系统 中 ， 这 些 常 
数 表示 着 在 一 个 比较 码 字 bi [nj 的 时 间 
间隔 内 ,传递 到 各 自 移动 单元 的 信息 。 
事实 上 ， 这 些 常数 和 码 字 间隔 相 比 是 慢 
变化 的 。 

利用 在 Ce) 中 产生 bLn] 的 方法 ， 独 
立地 产生 码 字 bj Cn], b: [n] 和 bs [n]. 
还 要 根据 上 述 的 方程 ， 利 用 这 些 来 构造 
ysn]. ME KERER A 


Se [noo Cn] 
Sb [n]bs[n], 


So: Lnjo Cn] 
它们 的 值 是 
Dein], D\oiCn], EA 

这 个 计算 是 否 意味 着 在 仅仅 知道 6, Cn] 
和 ysLnj 的 情况 下 ， 且 当 i=1, 2, 3 
时 ， 这 个 移动 单元 i 怎样 才能 估计 出 乘 
以 5;[Lnj 的 常数 ? 不 管 你 的 想法 是 什么 ， 
实现 它 ， 看 一 下 能 多 好 地 估计 出 这 个 变 
化 的 参数 。 


1.50 在 这 道 题 中 ,将 会 研究 沿 着 同一 维度 ， 向 


两 个 相反 方向 运动 的 DT 波形 的 分 离 。 这 


种 情况 正在 增加 ， 比 如 在 传输 线 上 。 观 察 
到 这 两 个 波形 的 总 和 能 够 表示 为 
sin,l] = fll—emnj]+ gll+ cn] 

对 于 某 些 时 刻 n ALL Bee. AH EM HE 

前 进 的 波形 ， 因 为 ， 当 nn 增加 时 ，f 上 任意 

的 定点 将 会 在 更 大 的 1 值 的 位 置 上 找到 。 类 

似 地 ， 把 g 叫 作 后 退 的 波形 。 那 么 ct 和 cs 

就 分 别 是 {和 g 的 速度 ,假设 ct 和 cs 是 正 

整数 。 这 个 条 件 仅仅 是 为 了 使 事情 变 得 简 

单 。 所 得 到 的 结果 在 不 要 求 ct 和 cs 是 整数 

的 情况 下 ， 仍然 是 一 样 的。 目标 是 在 一 定 范 

围 的 空间 和 时 间 上 ， 从 stn, 站 中 重 构 出 

fll—=anj 和 gLitecen]。 

(a) 给 定 两 个 变量 的 函数 sin, Ie KB 
到 的 第 一 直觉 就 是 保持 一 个 变量 不 变 ， 
计算 另 一 个 变量 的 DTFT, 但 是 这 并 不 
能 显示 出 任何 特别 的 能 够 利于 分 离 两 个 
波形 的 结构 。 方 法 是 做 nn 和 7 的 二 维 的 
DTFT， 这 就 包含 计算 一 个 规则 的 ， 保 
持 一 个 变量 不 变 而 计算 另 一 个 变量 的 
DTFT， 然 后 计算 关于 第 二 个 变量 的 一 
维 DTFT。 这 里 能 解决 这 个 问题 的 原因 
是 n 和 /是 独立 变量 。 这 个 操作 会 产生 
一 个 包含 两 个 频率 变量 的 函数 ，Q, 和 
Q 由 下 式 给 出 : 


S(e ,em ) = S$) Dy sl Le en" 


一 一 co 一 一 co 


把 SCe%m ，e9) 用 fin JM gin] (—4E 

的 )DTFT 表示 出 来 。 
Cb) HE SC, SAEC, Q) FME M 
K. RERA, XARF, fen] 
和 g[i 十 cenj 是 完全 分 离 的 ， 但 是 只 有 
一 个 单 点 。 设 计 一 个 在 频 域 上 的 二 维 
滤波 器 Hila, $), CHR gR 
US Ce, ORA PE 

H, (en ,001) = 1 — Hy Ce ,en ) 
将 会 从 Sh, 8%) 中 消除 f 的 痕迹 。 
解释 一 下 。 
在 时 域 上 实现 这 里 的 滤波 器 。 频 域 上 的 
乘法 对 应 时 域 上 的 卷 积 ， 这 与 一 维 的 滤 
波 器 是 一 样 的。 二 维 的 综合 方程 由 下 面 


Ce 


w 
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= 1 x x in, a 
m= oho | ii He ,en) 


X Ew” SW dQ, dQ, 

求 出 用 nn AL RAW hln, 1e H 

h,Ln, LEERE hyn, 1]? 提示 : 让 

6[Lz， 中 表示 单位 采样 信号 ， 也 就 是 当 

n=1=0 时 ， 值 为 1， 其 余 时 刻 都 为 零 。 

OL, CAN ELM AB PRE PZ? 
这 个 问题 会 检测 补偿 CT 传输 信道 的 DT 28 
波 器 的 用 处 。 如 图 P1. 51 所 示 ， 一 个 CT 信 
号 zx.( 蚊 通过 一 个 CT LTI 信道 传播 ， 信 道 
的 频率 响应 是 五 Gjio)， 冲 激 响应 是 

而 (办 = e *u(t) 

信道 的 输出 是 wv.(:)， 它 会 经 过 一 个 采样 周 
期 是 工 的 理想 C/D 转换 器 ， 并 被 转换 成 一 
个 DT 信号 va()， 然 后 用 一 个 频率 响应 是 
Gle?)、 冲 激 响 应 是 gLnj 的 DT LTI 滤波 
器 。DT 滤波 器 的 输出 yaLnj 终 于 通过 一 个 
重 构 间隔 是 T 的 理想 ( 带 限 插值 )D/C 转换 
器 转换 会 一 个 CT 信号 yU) AERAR 
择 一 个 补偿 器 ， 目 的 是 使 得 ye S 2M, 
对 于 某 些 带宽 合适 受 限 的 输入 x. (1) 。 


信道 补偿 器 





Kl Pl.51 


(a) HGw) EB? 

(b) x. (2) FE & AY EH HK ED, thE 
是 说 ， 如 果 在 C/D 转换 器 中 要 避免 混 
丢 ， 到 哪个 频率 X Go) 必须 受 限 ? 从 
现在 开始 ， 假 设 x.(2) 满 足 这 个 条 件 。 

(c) 求 出 使 得 ye) =2.(2) HY GC), 

(d) 对 于 在 (c) 中 的 GC), RIH: 

(dD 5) en] 


GD gin] 


1.52 考虑 如 图 P1.52-1 所 示 的 系统 。 抗 混 释 滤 


波 器 是 频率 响应 为 工 (jw) 的 CT 滤波 器 ， 如 


图 P1. 52-2 所 示 。 





Al Pl. 52-1 


Si 
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对 于 (al)(b) 和 (c) 问 ， (Ce2 ) 如 图 P1. 52-3 所 
示 ， 且 0<Q.<rs 


L(jw) 
1 
一 0。 O w, w 
图 ， 了 1.52-2 
H, (ei®) 
1 
=% -Q, O Q, T Q 
Al P1. 52-3 


@ SNEEN XI "Sy 2x74, = 
2nX10* rad/s, MAEM x. A) P E ye CY 
系统 是 LTI 的 吗 ? 如 果 不 是 ， 解 释 一 下 为 
什么 不 是 。 如 果 是 ， 找 到 并 画 出 CT 传递 
函数 HGw). Æ 互 (jo) 降 为 零 的 频率 点 用 
赫兹 标记 出 来 。 

(b) 再 令 T, =T,=0.5X10's, (ABQ. 现在 
是 变量 。 令 wemx 是 使 得 整个 系统 为 LTI 
的 we 的 最 大 值 ， 对 所 有 的 输入 x.(t) 来 
说 。 找 到 并 画 出 wom AF Q 的 函数 ， 其 
中 0 二 0. 二 x。 

(c) MR T: 被 降低 到 0.25X10“s， 那么 在 
(a) 的 条 件 下 ， 整 个 系统 是 线性 的 吗 ? 是 
时 不 变 的 吗 ? 对 于 这 两 种 情况 ,分别 解释 
一 下 原因 。 

在 这 道 题 接 下 来 的 过 程 中 ， 令 ze (1) 
是 一 个 音频 信号 r(z) 在 一 个 有 回声 的 环境 
FRW, APART r(z) 的 时 延 版 本 。 
wO = r(t)+ar(t—T,), 
T Sys Oe = I 

(d) 找到 CT 传递 函数 五 .(*) ， 它 是 一 个 回声 
消除 器 ， 消 除 回 声 的 作用 如 图 P1.52-4 
所 示 。 


Al P1.52-4 


Ce) 找 出 一 个 DT 滤波 器 Hs(e*)， 它 能 使 整个 
CT 系统 表现 得 和 一 个 回声 消除 器 一 样 ， 也 
就 是 说 ， 它 的 传递 函数 和 五 。(s) 一 样 。 假 
设 ， 和 (a) 中 一 样 , T, =T, =0.5X10''s, 
Q= 1/4, we 二 2xX 104rad/s。 还 有 假设 
Xx.( 四 是 一 个 在 10kHz 以 上 就 没有 能 量 的 


低 通 滤波 器 。 

1.53 如 图 Pl. 53 所 示 的 系统 ，C/D 转换 器 以 采 
样 间 隔 Ti =0. 1s 对 一 个 CT 信号 进行 采样 ， 
而 在 输出 端的 D/C 转换 器 利用 时 间 间 隔 T2 
的 重 构 时 间 对 采样 yLnj] 产 生 一 个 带 限 的 插 
值 。 两 个 转换 器 之 间 的 DT LTI 系统 的 频率 
响应 是 


ay. 
H(e”) =m 
输入 信和 号 是 


zo = cos ( 25xt — wi 


x. | cp FS He) PEW pc VL 


T,=0.1s T, 


a| <x 


A .P1.53 


(a) 令 输 出 端的 D/C 转换 器 重 构 时 间 间 隔 
为 Ti 三 0.1s。 想 要 知道 y.(?) 是 否 为 给 
定 的 z.(2) 的 派生 物 。 

O RH rin], yin] ye(z) 各 自 的 解 
析 表 达 式 ， 并 且 完 全 有 标记 地 把 它 
们 画 出 来 , 在 O<n<6 和 OS t+<6 
的 范围 上 。 

Gi) y.(t) 和 z(t) 的 派生 物 是 相等 的 吗 ? 

GD 整个 系统 是 线性 的 吗 ? 解释 一 下 。 

(b) 令 采 样 间隔 保持 为 Ti =0. 1s, 但 是 重 
构 时 间 间 隔 更 改 为 T 二 0.2s。 求 出 这 
个 新 的 y.(t) 的 解析 的 表达 式 ， 并 夯 出 
图 像 。 

图 P1. 54 表示 的 是 DT 处 理 CT 信号 的 系统 

框图 。 整 个 CT 系统 是 线性 和 时 不 变 的 ， 它 

的 频率 响应 是 互 . (jw)， 对 应 于 输入 带宽 合 

理 受 限 的 x.(z)。 在 接 下 来 的 问题 中 ， 将 会 

使 用 特定 的 输入 x (DO 一 sin(92) 来 说 明 这 个 

系统 的 性 质 。 想 要 设计 互 (e2)， 使 得 整个 

系统 互 (jo) 是 一 个 CT 微分 器 ， 也 就 是 说 

ye (t) =dzx.(t)/dt. 


pm l ee em i a a a j ee e g 


Z- 


图 P1.54 


(a) 首先 求 出 da (1) /de 的 表达 式 。 
(b) 对 于 T 比较 小 的 时 候 ， 涉 及 时 间 的 信 


号 的 派生 物 的 通用 近似 是 
(1) = dx, (t) eS z(t 十 TY) —2z.@¢— T) 
W PAES 人 
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这 里 也 可 以 使 用 一 个 有 以 下 输入 zx[Lnj] 
输出 y[ 站 关系 的 DT 系统 来 实现 : 
SPE x[n + -aln 1] 





计算 昌 (e?) 和 [nj， 给 出 联系 cin] A 
yLnj 的 微分 方程 。 

(c) 使 用 一 个 合理 的 计算 包 来 实现 并 画 出 
zi(Ct) 和 它 在 这 个 系统 中 对 应 的 输出 
yO (只 画 出 信号 的 中 部 ， 目 的 是 消除 
因为 使 用 有 限 长 度 的 zi (z) 作 为 输入 的 
影响 ) 。 结 果 y ORANG? 这 
个 幅度 是 如 何 与 (a) 中 得 到 的 表达 式 联 
系 起 来 的 ? 

(d) 另外 一 种 可 能 的 计算 x. C) URE W RIDT 
法 是 ， 利 用 一 个 DT 系统 ， 它 的 频率 响 
应 是 H(e")=ja/T, 在 |Q| 二 x 上面 。 
在 这 种 情况 下 ， 从 例 1.3 中 知道 ， 输 出 
y(t) 和 一 个 近似 带 限 的 输入 zx.(t) 的 派 
生物 是 一 样 的 。 证 明 这 个 DT 系统 的 冲 
激 响应 h[nj 是 


m 
staf T n#0 
0， n= 0 

提示 : 记 住 如 果 x. (t) = Tsin(at/T)/at, 

那么 z[nj= 二 6[n]。 求 出 CT 系统 的 对 于 

这 个 输入 的 响应 和 为 了 得 到 ye) AY 
(e) 现在 ， 只 使 用 处 于 一 40 志 nn 三 40 中 的 
h[n]， 用 一 个 合适 的 计算 包 ， 再 一 次 计 
算 并 画 出 yi 《) 的 近似 。 这 个 yi (DAM 
(a) 中 的 计算 结果 有 多么 接近 ? (只 检测 
一 些 值 。) 
画 出 两 种 近似 。 哪 一 个 更 好 ? 和 你 期 望 
的 是 一 样 的 吗 ? 你 也 许 还 想 要 画 出 你 在 
(a) 中 找到 的 实际 的 派生 物 ， 以 及 两 个 
近似 。 
一 个 实 值 (或 者 复 值 )DT 信号 le], AR 
候 就 简单 地 用 x 表示 ， 能 被 看 作 一 个 无 限 
维度 的 向 量 , 它 的 相关 标量 是 一 些 实数 (或 
复数 )。 这 样 一 个 信号 /向 量 能 被 a 按 一 定 
比例 缩放 ， 从 而 得 到 az[，]， 可 添加 两 个 
这 样 的 信号 /向 量 zl? | zsL*j] 到 分 量 形 
式 ， 从 而 得 到 第 nn 个 分 量 是 xz1Lnj] 十 zzLnj 
的 信号 xz[*]。 为 了 给 这 样 的 信号 /向 量 定 
义 “ 长 度 ” 或 者 幅度 ， 使 用 一 个 信号 的 范 
数 。 这 道 题 会 着 眼 于 一 个 广泛 使 用 的 信号 
范 数组 ， 这 些 信 号 的 范 数 是 通过 卷 积 其 他 
信号 得 到 的 。 

当 1 过 bp 二 吕 时 ,信号 的 p 范 数 定义 
如 下 : 


(上 


w 


第 1 章 ” 信 号 与 系统 


(xl, = alli, = jatal)” 


一 个 p 范 数 有 限 的 信和 号 称 为 《4* 信号 。 
当 p 一 co 时 ,我 们 就 得 到 了 oo 范 数 ， 形 
式 如 下 : 
|x|]. = sup: { | <[k]]} 
式 中 的 “sup” 表 示 上 确 界 或 者 最 小 的 上 边 
界 。 一 个 ce 范 数 有 限 的 信号 ， 也 就 是 说 ， 
幅度 上 有 界 的 信号 ， 称 为 一 个 4” 信号。 
注意 一 个 4 信号 也 是 一 个 4” 信号， 对 
于 任意 的 m>p. HERA L 信号 zx[Lnj 的 
值 在 大 |n | 时 ,在 幅度 上 一 定 会 衰减 到 零 ; 
对 于 m>p 的 信号 ,在 大 |n| 上 的 衰退 甚至 
是 更 快 的 。 
当 1] 委 2 二 ce 时 ， 丸 范 数 满足 下 面 范 数 的 
三 个 性 质 : (D 对 于 所 有 非 零 信 号 而 言 ， 它 是 
非 零 的 ; (让 根据 下 面 的 式 子 ， 当 信号 进行 a 
缩放 (正如 我 们 看 到 的 ， 通常 取 a 二 0 使 得 
零 信 号 的 范 数 为 零 )， 它 可 以 做 缩放 
lax ||, = |a| lxl; 
(Cii) 它 满足 三 角 不 等 式 ( 也 被 叫 作 闵 科 夫 斯 
基 (Minkowski) 不 等 式 ) 
lx+ yle < Ixl, + Iyl 
(a) 对 于 下 面 的 信号 ， 求 出 (或 者 在 数值 上 
近似 ) 它 的 4 范 数 ， 其 中 p=1, 2A 
ceo， 在 这 些 情况 中 范 数 都 是 有 限 的 。 
G) s[n] =(—1)"/n?, HP n>0, 还 
有 0 和 其 他 地 方 。 
GD 信号 的 定义 式 如 下 : 
M sin(xn/5) 


nn 
Kp nA0, A zx[L0j 被 定义 为 1/5。 
Gii) s[n] = (0.2) —1) ulan], HP 
uln EAER E S C4 nS0 时 ， 
值 为 1， 其 余 情 况 为 零 ) 。 
WWE. WMS AM ce HER Ate 
满足 如 下 不 等 式 ( 称 为 杨 氏 不 等 式 ): 
lax al< lale lel XE 1<p< 
y 类 似 的 对 于 gq、 r, A 


人 
rw 
运用 这 个 不 等 式 回 答 下 列 问题 。 


(b 


VY 


al] LTI 系统 的 输入 ， 且 它 的 单位 采 
样 响应 是 h[*]， 输 出 信号 由 yLn jj 表示。 
GO 如 果 输 入 是 有 界 的 (比如 +“)， 单 位 
采样 响应 是 绝对 可 和 的 (比如 4 )， 
那么 对 于 输出 ， 你 觉得 是 怎么 样 的 ? 
如 果 输 入 是 绝对 可 和 而 单位 采样 响 
应 是 有 界 的 ， 那 么 会 怎么 改变 呢 ? 
GD 如果 输入 和 单位 采样 响应 是 平方 可 
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和 的 (比如 LE )， 你 觉得 输出 是 怎 
样 的 ? 

Git) 如 果 单 位 采样 响应 是 绝对 可 和 ， 
而 输入 是 4， 其 中 1<s<co, ff 
觉得 输出 是 怎样 的 ? 

S z[nj 是 一 个 已 知 的 ( 实 ) 信 号 ， 且 信号 可 
能 是 无 限 长 但 有 限 ( 非 零 ) 能 量 的 。 


> BRI = ei 00 


人 一 一 co 


(a) 确定 自 相 关 定 义 如 下 : 
R,.[m] = > az[n]z[n—m] 


n=—0o 


关于 式 (1. 62) 的 讨论 表示 了 对 于 所 有 的 
k RA Ra LO] >R [k] 调整 一 下 这 个 
Si, TEA ASNBAR,.(0]>—R.. Ck], 
于 是 就 有 了 
R.[0] |R [J| 
Cb) 当 & 取 非 零 值 P WIR, 在 前述 的 方 
程 中 ， 有 没有 可 能 相等 ? (提示 : 如 果 
R,,.[0] 二 |R [Pj]|, 证 明 对 于 一 些 
POM, Ria xz[nj] 就 不 得 不 是 周期 
性 的 一 一 周期 为 PP 或 者 2P 一 一 这 和 能 
量 有 限 相 矛盾 。) 
假设 ， 现 在 要 用 下 面 的 式 子 测量 
一 个 关于 cl: HFS yin]: 
yla] = z[n— L] 
At, 工 是 一 个 固定 的 但 是 未 知 的 延 
R. AF x[nj 是 已 知 的 ， 能 计算 出 确 
定性 互相 关 函 数 


co 


Rm] = Va 


一 一 co 


比如 ，zLn 一 工 ] 可 能 是 一 个 无 噪声 情况 
下 ， 经 过 目标 反射 以 后 ， 回 到 天 线 的 
雷达 期 望 的 信号 ， 其 中 工 和 目标 与 雷 
达 的 距离 成 比例 。 假 设 雷达 知道 信号 
波形 c[k]; WE yin], MARKEA 
处 于 计算 名 义 上 收 到 的 信号 的 互相 关 
函数 的 状态 。 

C) FAR. [mj] 表示 Ry [Lm]。 然 后 求 出 哪个 
m 值 使 得 确定 性 互相 关 R,, [mj] 取得 最 大 


fi, 并 求 出 最 大 值 ( 用 信号 xz[*] 的 性 
质 )。 解 释 一 下 这 里 的 结果 是 如 何 允 许 
你 在 无 噪声 环境 下 ， 从 R,, [mj] 求 出 延 
R L. 

相反 地 ， 现 在 假设 需要 测量 的 关于 
Zz[*] 的 信号 y[nj 通 过 下 面 的 式 子 关 联 : 

yin] = z[n—L] +n] 

AH, 工 还 是 一 个 固定 的 但 是 未 知 的 延 
R, 而 vin] a WH — 
它 的 值 在 每 个 时 间 点 x 上 也 是 未 知 的 ， 
除了 知道 它 是 一 个 零 均值 方差 o? >0 的 
随机 变量 ， 在 其 他 时 间 上 噪声 的 值 都 是 
独立 的 。 


(d) 能 再 一 次 计算 出 确定 性 互相 关 函 数 


Relm], HARE, A m 上 函数 的 
值 与 (c) 中 的 值 会 有 一 个 随机 量 的 差异 ， 
用 wlm RRA. ME wLm] 的 均值 和 
标准 差 。 
如 果 在 (d) 中 有 噪声 的 情况 下 ， 应 用 (c) 
中 的 方法 来 估算 右边 的 工 值 ， 这 也 许 
会 出 错 ， 因 为 会 有 噪声 引起 的 扰动 。 
(d) 中 的 答案 表明 了 当 ssy/c: 信 了 噪 比 增加 
的 时 候 ， 估 计 出 来 的 工 值 能 更 精确 吗 ? 
或 者 说 增加 信 噪 比 并 不 能 对 这 个 任务 有 
帮助 ? 
假设 x(n] FE nt fa]  D An A Fe AEE 
的 ， 在 这 些 DD 个 时 刻 中 取 值 只 能 是 1 
或 一 1。 这 个 条 件 造 成 了 信和 号 的 能 量 固 
ee =D, 通常 设计 信号 cin], È 
的 Rs[0] 比 其 他 mA~0 HR [mj] 大 很 
多 ， 这 是 非常 有 趣 的 (前 面 的 部 分 应 该 
已 经 证 实 了 这 一 点 )。 你 也 许 会 发 现在 
这 一 点 上 阅读 关于 巴克 码 的 东西 是 非 
常 有 趣 的 ， 巴克 码 有 自己 的 特点 。 计 
算 并 画 出 确定 性 自 相关 和 长 度 为 13 的 
巴克 码 能 量 谱 密 度 ， 这 里 zx[n] 会 各 自 
按照 下 面 方式 取 值 ， 当 n= 二 0，1，…， 
12( 其 余地 方 为 零 ): 
th hm 1, 
+#1,+1,—-1,+1,—-1,+1 


VY 
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正如 在 信号 与 系统 中 学 习 到 的 ， 以 及 第 1 章 里 所 强调 的 那样 ， 对 于 连续 时 间 和 离散 时 
间 的 情况 ， 变 换 在 表征 和 表示 信号 与 线性 时 不 变 系统 的 过 程 中 扮演 了 核心 的 角色 。 本 章 将 
讨论 变换 表达 式 的 一 些 具体 内 容 ， 这 些 变 换 表达 式 可 能 并 不 是 大 家 熟悉 的 或 常见 的 ,但 是 
它们 将 在 后 面 的 章节 中 发 挥 很 重要 的 作用 。 一 方面 ， 通 过 群 延 迟 的 概念 来 解释 傅 里 时 变换 
的 相位 。 另 一 方面 ， 会 涉及 一 些 条 件 的 讨论 ， 在 这 些 条 件 下 傅 里 叶 变换 的 相位 是 由 幅度 唯 
一 确定 的 。 除 此 之 外 ， 一 种 可 以 从 幅度 中 恢复 相位 的 特殊 方法 也 会 被 讨论 ， 该 方法 通常 称 
为 谱 分 解 。 


2.1 傅 里 叶 变换 的 幅度 和 相位 


一 般 来 说 ,一 个 信号 的 依 里 叶 变 换 和 一 个 LTI 系统 的 频率 响应 都 是 复数 值 函数 。 健 里 

叶 变 换 互 (jw) 的 模 - 相 位 (magnitude-phase) 采 用 如 下 形式 可 表示 : 
HGe) = |H Go) | <4 (3.1) 

在 表达 式 (2.1) 中 ，| H Go) | 表示 这 个 变换 的 模 ( 非 负 )， 志 互 (jw) 表 示 ( 实 数值 ) 相 位 。 
例如 ， 如 果 | 互 (jw) | 是 sinc 函数 sinCo)/wo， 那 么 | 互 (jio) | 就 是 这 个 函数 的 绝对 值 ， 在 sine 
函数 取 正 值 所 对 应 的 频率 范围 内 ， 攻 HGjw) 取 值 为 0; 在 sinc 函数 取 负 值 所 对 应 的 频率 范 
围 内 ， 志 瓦 (jwo) 取 值 为 士 x。 另 外 一 种 替代 的 表示 形式 是 幅度 -相位 形式 : 

HGw) = Alw) eh» (2. 2) 

wth, Aw =E HG | 是 实 的 ， 对 于 一 些 频率 值 它 可 以 为 正 ， 而 对 于 其 他 一 些 
频率 值 它 也 可 以 为 负 。 相 应 地 ， 当 A(o) =+ |H Go) |B, ZaH Go) = ZH Gw), ï 
Aj) =—|HGw) |, ZaH G =ZH Go) r. MANS KE, 这 种 形式 可 以 
用 来 消除 相位 在 元 处 的 不 连续 性 ， 所 以 它 常 常会 被 采用 。 例 如 ， 对 于 上 面 提 到 的 sinc 函数 
而 言 ， 可 以 选择 A(w)=sin(o)/o， 且 一 =0。 类 做 的 讨论 也 适用 于 离散 时 间 的 情况 。 

不 管 是 在 模 - 相 位 表示 式 中 还 是 在 幅度 -相位 (amplitude-phase) 表 示 式 中 ， 相 位 都 可 能 
是 多 值 的 ， 因 为 2n 的 任意 整 倍 都 可 以 释 加 到 任何 频率 上 ， 且 不 会 改变 式 (2.1) 和 式 (2. 2) 
中 的 HG) 。 一 种 典型 的 相位 计算 方法 能 解决 相位 的 歧义 性 ， 该 方法 是 通过 相位 模 2r 来 
实现 的 ， 也 就 是 说 ,相位 向 上 穿 过 十 rz， 又 “ 卷 绕 ” (wrap) 到 一 x( 或 者 相位 下 降 到 一 xx， 
又 卷 绕 到 十 x)。 在 2. 2 节 中 可 以 看 到 ， 通 过 把 相位 选 为 一 个 频率 的 连续 函数 ， 能 很 方便 地 
解决 这 种 相位 歧义 的 问题 。 这 种 方法 称 为 相位 解 卷 绕 (unwrapped)， 因 为 在 士 x 处 的 不 连 
续 性 通过 解 卷 绕 ， 就 能 获得 一 条 连续 相位 的 曲线 。 这 种 解 卷 绕 的 相位 是 从 入 及 (jw) 中 获得 
的 ， 其 方法 是 通过 在 需要 的 地 方 加 上 高 度 为 十 x 或 者 十 2x 的 梯级 ， 以 此 产生 一 个 关于 w 的 
连续 函数 。 高 度 为 土 x 的 梯级 被 加 到 昌 (jw) 的 过 0 点 处 ， 以 根据 需要 吸收 符号 的 变化 。 高 
度 为 土 2 的 梯级 也 被 加 到 所 需 之 处 ， 这 样 就 引入 了 一 个 实际 情况 ， 该 梯级 不 会 对 H (jw) 
产生 任何 影响 ， 这 一 点 可 以 由 式 (2.1) 证 明 。 进 一 步 可 以 发 现 ， 似 乎 入 日 (jw) 在 这 些 感 兴 
趣 的 点 处 确实 是 连续 可 微分 的 ， 但 还 是 要 明白 这 种 连续 性 实际 是 通过 加 上 高 度 为 士 r 或 
十 2x 的 合适 梯级 来 获得 的 。 

典型 的 ，LTI 滤波 器 的 频率 响应 的 模 或 幅度 将 对 一 个 信号 的 时 域 产 生 影 响 ， 而 这 种 影 
响 在 这 里 能 够 很 自然 地 感知 到 。 如 果 频 率 响应 的 模 值 在 高 频 处 很 小 ， 那 么 输出 信号 变化 组 
慢 并 且 没 有 陡峭 变化 的 间断 点 ， 其 至 当 输 入 信号 具有 这 种 快速 变化 的 不 连续 特征 时 。 男 一 


36 信号、 系统 及 推理 


[ 63 | 


| 64 | 


方面 ， 如 果 一 个 输入 信号 的 低频 率 分 量 被 衰减 ， 那 么 对 应 的 高 频率 分 量 将 使 得 信号 快速 变 
化 ， 且 不 再 有 慢 变化 的 趋势 。 

虽然 观察 一 个 系统 频率 响应 的 相位 对 信号 的 影响 需要 更 细致 工作 ,但 这 也 同样 是 重要 
的 。 首 先 通 过 几 个 特殊 的 例子 来 讨论 ， 这 些 例子 对 于 处 理 更 一 般 性 的 情况 很 有 帮助 。 贯 穿 
这 些 讨论 过 程 的 是 ， 把 系统 考虑 成 一 个 具有 单位 增益 的 全 通 系 统 。 也 就 是 说 ， 其 频率 响应 
的 幅度 A (jw) = 1 GE BEY fa] ) BRA ACe2) 王 1( 离 散 时 间 )， 这 样 就 能 够 重点 观察 相位 的 影 
响 。 在 连续 时 间 信 和 号 与 离散 时 间 信 和 号 情况 下 ， 与 频率 响应 相关 的 解 卷 绕 相位 Cunwrapped 
phase) H 424} SI ZAR A La H Go AZ, He). 


线性 相位 
考虑 一 个 全 通 系 统 ， 该 系统 的 频率 响应 为 


HGo) = >” 《9 3 

在 幅度 -相位 表达 式 中 ，A(jw) 二 1， 且 了 AH(jw) 二 一 gw。 这 个 例子 中 ， 解 卷 绕 相 位 关 

于 w 是 线性 的 ， 和 斜率 是 一 xa。 如 果 输 入 信号 z(i 的 债 里 叶 变 换 是 X(ia)， 则 输出 信号 的 伟 

里 叶 变 换 是 Y(jw) 二 XX(jw)e 六， 对 应 的 输出 信号 y(t) 就 是 xX(1 一 a)。 换 名 话说 ， 在 系统 的 

频率 响应 中 ， 和 斜率 为 一 a 的 线性 相位 对 应 于 时 间 延 次 we( 如 果 w 是 负 的 ， 则 时 间 超 前 |w|)。 
对 于 一 个 离散 时 间 (DT) 系 统 ， 有 

Hee) =e, Oem (2. 4) 

该 相位 也 是 线性 的 ， 斜 率 是 一 w。 当 w 是 整数 时 ， 系 统 对 输入 序列 xz[nj] 在 时 域 的 影响 

是 很 清晰 的 ， 就 是 一 个 简单 的 延 遂 (对 正 的 w) 或 超前 (对 负 的 w)|aw|。 当 |aw| 不 是 整数 时 ， 

这 种 影响 仍然 通常 被 看 作 “ 延 迟 w”， 只 不 过 需要 更 细致 的 解释 。 如 果 认 为 zx[nj] 是 带宽 受 

限 连 续 时 间 信 号 z(t) 按 照 采 样 周期 荆 进 行 采样 后 的 结果 ,那么 输出 信号 y[n] 将 会 是 信号 

y(t) 三 z(t 一 a) 按 有 照 采 样 周期 工 进 行 采样 后 的 结果 。 实 际 上 ， 在 第 1 章 例 1.4 的 半 采 样 延 


时 的 特殊 情况 中 ， 也 会 看 到 这 样 的 结果 ， 即 a 一 广 。 < 


固定 相位 偏 移 
作为 第 二 个 例子 ， 再 次 考虑 一 个 全 通 系 统 ， 系 统 频率 响应 的 幅度 为 A(jw) 王 1， 且 解 
He FH HA ALE 
LaH(jw) = 全 (2. 5) 
如 图 2.1 所 示 。 
注意 ， 由 于 假定 了 系统 的 冲 激 响 应 是 实数 值 ， 
所 以 相位 将 会 是 一 个 关于 w 的 奇 函 数 。 在 这 个 例 
FH, FR z(t1) 具 有 这 样 的 形式 
x(t) = s(t)cosCaot +4), w >O0 (2.6) 
也 就 是 一 个 正 载波 频率 为 wo 的 幅度 调制 信号 。 因 
此 ，X(jw) 可 以 被 表示 为 


区 全 二 So de 5 Siw + jane 
(2.7) 





其 中 S(jw) 表 示 s(t) a Bot RH, 


图 2.1 具有 固定 相 移 加 
同时 也 假定 SCja) 的 带宽 限制 在 |o| <A 范围 ERATA 


内 ， 其 中 A 足够 小 ， 以 至 于 当 w<0 时 ， 表达 式 

SGa—joode’H0, 4a>0H, RAK S(jw 十 jwo)e ?为 0， 即 等 效 于 假定 (wo 一 A) 六 0。 因 

此 z(t) 可 以 表征 为 一 个 相对 于 载波 变化 缓慢 的 调制 。 相 应 的 x(#) 的 频谱 如 图 2.2 所 示 。 
在 这 些 zx(z) 的 假定 条 件 下 ， 确 定 输出 y(t) 相 对 来 说 是 比较 简单 的 。 特 别 的 ， 系 统 的 频 
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率 响应 Hw) Æ 


h, 0 
H(jw) = un oe (2. 8) 
Eo, wO 
由 于 式 (2.7) 中 仅 当 w>>0 时 ， 表 达 式 SGo— X(jw) 






jwo)e? 非 零 ， 该 表达 式 只 是 简单 的 乘 以 e ”。 类 似 
的 ， 表 达 式 SCjw 十 jwo)e? 只 是 乘 以 e*t, Aik. Ht 45 Gorjo) e” 
Wee we E t Rm Y Go) h FAA H: 


Y (je) = X Ca) H Gw) = FSG — ja) 


45 (jaja) ew 


+A SGo + juo) ee (2.9) iw | Pas ite 


@-A w+ À 
根据 这 个 式 子 ， 可 以 看 到 该 式 即 是 由 式 (2. 6) | 
epee ae ee ee Et ORM: DOr REE 


0 一 各 替换 式 (2.7) 中 的 9。 因此， 


y(t) 一 SCbcos(Cwot 十 0 一 加 ) (2. 10) 
这 种 载波 相位 变化 也 可 以 用 载波 时 延 的 表达 式 来 表示 ， 式 (2. 10) 可 以 重 写成 ， 
y(t)= sCDcos| wv (: 一 皇 )+0]= s(t) cosLa (t — tp) + 4] (2.11) 
Wo 


这 里， Tp 是 在 wo 处 相位 对 于 频率 的 负 比 值 ， 例如 (一 如)， 它 是 系统 在 频率 Wo 处 的 相位 
ÆR: 
oo 


Wo Wo 


(2. 12) 
< 


Tp 


2.2 群 延迟 和 非 线 性 相位 的 影响 


从 例 2. 1 中 可 以 看 到 ， 具 有 线性 频率 特征 的 相位 是 对 应 于 时 域 中 的 时 移 。 本 节 中 ， 考 

虑 非 线 性 相位 特性 的 影响 。 再 次 假设 系统 是 一 个 全 通 系 统 ， 频 率 响 应 是 
HGw) = Å Go) glat] (2. 13) 

其 中 AGo)=1. Al 2.3 给 出 了 一 个 通常 情况 下 的 非 线 性 相位 特征 ， 它 是 一 个 关于 w 的 奇 
函数 ， 且 对 于 |w| 之 0 的 情况 下 ， 相 位 是 解 卷 绕 的 。 在 2. 2.1 节 中 ， 首先 讨论 窗 带 信和 号 的 
情况 。 在 2. 2. 2 节 中 ， 再 把 结果 扩展 到 宽带 信号 的 情况 下 。 
2.2.1 窄带 输入 信号 

正如 在 例 2. 2 中 一 样 ， 再 次 假设 x (1) 是 形 如 式 (2.6) 的 窑 带 信号 ， 其 伟 里 叶 变 换 如 
图 2.2 所 示 。 

接 下 来 ， 假 设 在 图 2. 2 中 的 A 足够 小 ， 以 至 于 在 士 w。 附近， La H Go) fe Æ E he 
近 其 零 阶 和 一 阶 的 泰勒 级 数 展开 式 ， 即 


Aara gi el [EH iw | : (2.14) 
定义 rs (w) A í 
siian Z /.HGe) (2. 15) 
在 w=wo BEM —AD RRA, Za HG WE WA A 
AGa Cs, Gin hak ~ pig hati) (2. 16) 
类 似 地 ， 在 w= 一 wo 附近 的 一 个 小 范围 内 ， 也 可 以 这 样 近似 
ZrHGo) = Zr, H(— jan) — lw + wo) Tg wo) C2017) 


正如 即将 看 到 的 那样 ， 在 解释 非 线性 相位 特性 对 信号 所 产生 的 影响 中 ，re(Cw) 扮 演 了 
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极其 重要 的 角色 。 
在 式 (2. 16) 和 式 (2. 17) 的 泰勒 级 数 近 似 中 ， 对 于 输入 信号 的 频率 ， 其 他 的 近似 是 有 效 
的 ， 这 样 就 可 以 用 图 2. 4 替换 图 2. 3。 注 意 ， 在 图 2.4 中， 
— $= Za Hw) (2. 18a) 
— $ = ZnH Gao) + wot, Ca ) (2. 18b) 
对 于 级 联 情况 下 的 LTI 系统 ， 频 率 响 应 相 乘 ， 对 应 于 其 幅度 相 乘 、 相 位 相 加 。 因 此 ， 
可 以 把 图 2. 4 中 的 全 通 系 统 的 频率 响应 瓦 (jw) 重 新 表示 成 两 个 全 通 系统 H Go) Al Hr Gw) 
的 级 联 ， 其 解 卷 绕 相位 如 图 2. 5 所 示 。 


ea (wo) Ze H(jo) 





wR, (co) 
2.3 非 线 性 解 卷 绕 的 相位 特征 图 2.4 在 士 o 附近 的 非 线 性 相位 的 泰勒 级 数 展开 


ZH, Ga) 
ZA Ga) 





x) x(t) Xn (t) 


图 2.5 全 通 系 统 的 频率 响应 Go) HE EAS ABS 
可 以 看 到 ，HiGw) 对 应 于 例 2.2。 因 此 ， 基 于 式 (2. 6) 中 COMER, we 
x(t)= s(t)coslwt t0) 





斜率 =-m(wo) 


h (2. 19) 
a= sC cos| wo “x mt o] 
接 下 来 ， 可 以 把 An Go) BPE 4 Fl 2. 1 中 的 a==ts《w) 时 的 结果 。 因 此 ， 
ant) = 21 (t — % (w)) (2. 20) 
或 等 效 于 
zn(t) = s(t — ty Caw) cos| wm (2 — Erence), g] (2. 21) 
wo 
由 式 (2. 18a) 和 式 (2. 18b)， 可 得 
$> + wiTeli = $i =— H Gan) (2. 22) 
因此 表达 式 (2. 21) 可 以 重 写 为 
Xa) = (tq ))c08{ wn (¢— )-+ 0] (2. 23a) 
Wo 
或 
Zn(t) = s(t — t, Ca) cos[ an (t— t)(ao)) +4] (2. 23b) 


其 中 ，z, (wo) 是 定义 在 式 (2. 12) 中 的 相位 延 时 ， 例 如 ，r Co) =— Lo? | 


总 之 ， 根 据 式 (2. 23b)， 对 于 在 频率 wo 附近 的 罕 带 频率 群 来 说 ， 非 线性 相位 在 时 域 的 
影响 就 是 通过 群 延 迟 reCwo)， 对 窄带 调制 的 包 络 s(?) 进 行 延 迟 ， 而 对 载波 来 说 则 是 引入 了 
= 人 Tp (wo ) 的 延迟 。 


2.2.2 宽带 输入 信号 
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到 目前 为 止 ， 关 注 的 都 是 罕 带 信号 。 要 将 讨论 扩展 到 宽带 信号 ， 只 需 认 识 到 任何 宽带 (68 | 
信号 都 可 以 被 看 成 窄带 信号 的 到 加 (superposition)。 通 过 认识 到 图 2.6a 中 的 系统 与 


图 2. 6b 中 的 并 联 组合 是 等 价 的 ， 就 可 以 建立 起 这 种 概念 ， 
> GGe) = 1 


只 要 满足 条 件 
(2. 24) 


通过 选择 滤波 器 Gi(jw) 满 足 式 (2. 24)， 且 在 中 心 频率 v: 附近 的 信号 是 窄带 信号 ， 那 
么 每 一 个 中 间 信号 r (2) 都 是 一 个 窄带 信和 号。 因此， 于 (jw) 的 相位 的 时 域 影响 就 是 将 群 延 迟 
和 相位 延迟 施加 到 每 一 个 窄带 分 量 ( 例 如 ， 频 率 组 (frequency groups))r (2). WIR AEA 
同 的 中 心 频率 (例如 ， 载 波 )w 上 ， 群 延迟 不 同 ， 那 么 根据 式 (2. 23b) ， 在 时 域 中 ， 不 同 的 
频率 组 将 会 在 不 同 的 时 刻 到 达 输 出 端 且 载 波 相位 与 相位 延 时 有 关 。 


非 线性 相位 的 影响 
考虑 成 CT 全 通 系 统 ， 系 统 的 频率 响应 的 幅 
度 、 相 位 和 群 延迟 如 图 2.7 中 所 示 。 对 应 的 
冲 激 响应 如 图 2.8 所 示 。( 一 般 的 全 通 系统 
将 在 第 2. 3. 1 节 中 进行 更 加 详细 的 讨论 。) 

wR 昌 (jw) 的 相位 关于 频率 是 线性 的 ， 
冲 激 响应 就 只 是 一 个 简单 的 延 时 冲 激 ， 也 就 
是 说 ， 所 有 的 窄带 分 量 将 会 被 延 时 相同 的 数 
量 ， 并 且 相 应 地 累加 成 一 个 延 时 的 冲 激 。 然 
而 ， 正 如 在 图 2.7 中 所 看 到 的 一 样 ， 由 于 相位 
是 非 线性 的 ， 所 以 群 延 训 不 是 一 个 常量 。 特 别 
的 ， 在 1200Hz 附近 的 频率 ， 其 延 时 明显 大 于 


x(t) H (jo) 


a) 一 个 广义 的 LTI 系 统 ， 频 率 响 应 为 H(jw) 


y(t) 





b) 一 个 等 价 系统 ， 在 该 系统 中 输入 被 分 解 成 频率 组 


其 他 频率 。 相 应 的 ， 在 图 2.8 中 ， 可 以 看 到 特 图 26 
定 的 频率 组 在 冲 激 响 应 中 的 主导 作用 。 [69 | 
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图 2.8 图 2.7 中 的 全 通 滤波 器 的 冲 激 响应 < 


非 线性 相位 影响 的 第 二 个 例子 

第 二 个 例子 如 图 2.9 所 示 ， 其 中 及 (jw) 仍 然 是 一 个 非 线性 相位 的 全 通 系统 ， 因 此 其 群 
延迟 也 就 不 是 常量 。 这 个 例子 中 ， 期 望 在 50Hz、150Hz 和 300Hz 附近 的 不 同 频率 组 中 ， 
观察 到 不 同 的 时 延 。 具 体 来 看 ， 图 2. 9c 中 的 群 延迟 表明 频率 组 在 300Hz 处 将 会 被 延迟 大 
H 0.02s; 在 150Hz 处 将 会 延迟 更 欠 ， 而 且 冲 激 响 应 的 尾部 将 会 主要 由 50Hz 处 的 频率 组 


组 成 。 
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图 2.9 全 通 系统 的 相位 、 群 延迟 和 冲 激 响应 
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图 2.9 ( 续 ) 


在 这 两 个 例子 中 ， 输 入 在 时 域 上 是 高 度 集中 的 (例如 ， 一 个 冲 激 )， 而 响应 在 时 域 上 是 
分 散 的 ， 这 是 由 非 线 性 相位 导致 的 非 恒定 的 群 延 迟 造成 的 。 通 常情 况 下 ， 非 线性 相位 所 造 
成 的 这 种 影响 称 为 弥散 (dispersion)。 在 通信 系统 和 很 多 其 他 应 用 场景 中 ， 即 使 一 个 信道 
具有 相对 恒定 的 频率 -响应 的 幅度 特性 ， 由 于 时 域 弥散 的 存在 ， 非 线性 相位 仍然 会 导致 明 
显 的 失真 和 其 他 的 负面 后 果 。 鉴 于 这 个 原因 ， 把 相位 均衡 (phase equalization) 合 并 在 处 理 
过 程 中 ， 以 此 补偿 非 固定 的 群 延迟 通常 是 十 分 必要 的 。 < 

非 线性 相位 对 按键 信号 的 影响 

在 第 三 个 例子 中 ， 考 虑 一 个 全 通 系统 ， 它 的 相位 和 群 延 迟 如 图 2. 10 所 示 。 这 个 例子 
中 的 输入 是 按键 式 的 电话 号 码 “5”， 它 包括 两 个 具有 很 窄带 宽 的 音调 ， 中 心 频率 分 别 在 
770Hz 和 1336Hz 处 。 该 时 域 信号 和 它 的 两 个 窄带 分 量 信号 如 图 2. 11 所 示 。 
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图 2.10 用 于 处 理 按键 信号 的 全 通 系 统 的 相位 和 群 延迟 


如 图 2.10 所 示 ， 按 键 信号 (touch-tone signal) 可 以 用 多 次 通过 该 全 通 系 统 的 方式 来 进 
行 处 理 。 从 群 延 迟 图 中 可 以 看 到 ， 单 路 信号 通过 全 通 滤波 器 时 ， 1336Hz 处 的 音调 将 会 比 
770Hz 处 的 音调 多 延迟 大 约 2.5ms。 在 200 次 通过 之 后 ， 将 会 累积 到 一 个 大 约 为 0. 5s 的 
AA xt HERR. 

在 图 2.12 中 ， 显 示 了 多 次 通过 滤波 器 以 及 对 应 的 相对 延迟 累加 的 结果 ， 该 结果 与 预 
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2.3 全 通 系统 与 最 小 相位 系统 


稳定 LTI 系统 中 有 两 个 特别 有 意思 且 有 用 的 类 别 ， 分 别 是 全 通 系 统 和 最 小 相位 系统 。 
本 节 将 对 它们 进行 定义 和 讨论 。 
2.3.1 全 通 系 统 
全 通 系 统 是 一 个 稳定 的 系统 ， 对 于 它 而 言 ， 频 率 响 应 的 幅度 是 一 个 常量 ， 与 频率 无 
关 。CT 全 通 系 统 的 频率 响应 形式 如 下 : 
Hy Go) = Aes" (2. 25) 
其 中 ，A 是 一 个 常量 ,不随 w 变化 。 假 设 相 关 的 传递 函数 ADEs 的 有 理 函 数 ， 那 么 其 
对 应 形式 为 
Hs) = Al] 一 全 (2. 26) 
对 于 每 一 个 极点 :三 十 必 ， 就 有 一 个 零点 位 于 跨 过 虚数 轴 的 镜像 处 ， 即 ;二 一 a? 。 如 
Ra 是 复数 并 且 系 统 的 冲 激 响 应 是 实 值 的 ， 每 个 复 极 点 和 零点 将 会 共 思 成 对 出 现 ， 所 以 
也 将 会 有 一 个 极点 在 s= taf 处 ， 一 个 零点 在 s=—a, 处 。 对 于 式 (2.26) 中 S 二 jw 时 ， 验 
证 每 个 M 因 式 具有 单位 幅度 是 非常 简单 的 。 一 个 因果 CT 全 通 系 统 的 零 极点 图 (在 ;平面 
的 例子 如 图 2. 13 所 示 。 
对 于 DT 全 通 系统 ， 其 频率 响应 的 形式 为 
Hp (2%) = Ady (2. 27) 
如 果 对 应 的 传递 函数 H(z) BRT z 的 有 理 
函数 ， 那 么 Ee eet 


H,,(2) = aJl è T (2.28) 


在 这 种 情况 下 ， se spre uh EE N 
为 倒数 的 位 置 上 : 对 于 每 个 极点 eh AT 
零点 x 二 1/bx 。 在 首先 将 分 子 和 分 母 都 除 以 bi 之 
后 ， 通 过 令 上 面相 应 因 式 中 的 b 二 oO， 可 以 得 到 
零点 二 0( 相 应 的 极点 出 现在 ce 处 );， ERC. 28) 
中 ， 对 应 因 式 所 得 到 的 结果 正好 就 是 >。 再 一 次 ， 
如 果 系 统 的 冲 激 响应 是 实 值 的 ， 那 么 每 个 复 极 点 


和 零点 都 将 会 共 思 e 成 对 出 现 ， 所 以 也 将 会 有 一 个 
极点 在 = 一 多 处 ， 一 个 零点 在 z= 二 1/b 处 。 对 于 


式 (2.28) 中 e=e HY, Ee} Mii 
度 同样 是 非常 简单 的 。 一 个 因果 DT 全 通 系 统 的 零 
极点 图 (在 平面) 的 例子 如 图 2. 14 所 示 。 

CT 全 通 系 统 的 相位 将 会 是 与 式 (2. 26) 中 M A 
式 里 的 每 一 个 因 式 相关 联 的 相位 之 和 。 假 设 系统 是 
因果 的 (另外 也 是 稳定 的 )， 那 么 这 些 因 式 中 的 每 一 
个 都 有 Re{a}<0。 由 代数 知识 可 知 ， 对 于 形 如 


:2 的 每 个 因 式 在 全 部 频率 上 有 正 的 群 延迟 ， 这 


个 性 质 稍 后 还 会 讨论 到 。 同 样 ， 假 设 式 (2.28) 中 的 
DT 全 通 系 统 具 有 因果 性 (也 有 稳定 性 )， 形 如 


SO 的 每 个 因 趟 在 | 各 | <1 的 条 件 下 ， 在 所 有 








图 2.14 DT 全 通 系 统 的 典型 零 极 点 图 
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频率 上 都 会 贡献 出 正 的 群 延迟 (或 者 零 群 延迟 ， 在 b= 二 0 的 这 种 特殊 情况 下 )。 因 此 ， 对 于 连 
续 和 离散 时 间 ， 因 果 全 通 系 统 的 频率 响应 在 所 有 频率 上 都 具有 恒定 的 幅度 和 正 的 群 延迟 。 
2.3.2 最 小 相位 系统 

在 经 典 的 网 络 理论 、 控 制 系统 和 信和 号 处 理 中 ， 具 有 有 理 传 递 函 数 的 CT LTI 系统 如 果 
是 稳定 的 、 因 果 的 且 全 部 有 限 个 零点 严格 位 于 左 半 平面 内 ， 那 么 该 系统 就 定义 为 最 小 相位 
系统 。 根 据 传递 函数 对 应 虚 轴 上 的 模 值 ， 也 就 是 频率 响应 的 模 ， 在 推导 具有 符号 因子 的 传递 
函数 的 过 程 中 ， 就 会 自然 地 引入 这 个 概念 。 在 下 一 节 的 例 2.7 中 将 会 看 到 ， 对 于 最 小 相位 
CT 系统 ， 可 以 使 用 已 经 在 2. 3. 1 节 中 对 全 通 系统 所 讲 的 内 容 ， 用 代数 方法 来 完成 这 个 推导 。 

对 于 传递 函数 是 有 理 函 数 的 DT LTI 系统 ， 如 果 这 个 系统 是 稳定 的 、 因 果 的 且 存 在 有 
限 个 零点 ( 即 是 在 无 穷 远 处 没有 零点 )， 同 时 所 有 零点 严格 位 于 单位 圆 内 的 话 ， 就 能 够 用 类 
似 的 方法 从 单位 贺 上 的 模 值 推导 出 它 的 传递 函数 。 这 就 相当 于 要 求 这 个 系统 是 因果 稳定 
的 ， 并 且 有 一 个 因果 稳定 的 逆 系 统 ， 在 本 书 中 ， 使 用 它 作 为 DT LTI 系统 的 最 小 相位 的 定 
义 。 最 小 相位 DT 模型 对 第 12 章 中 讨论 随机 信和 号 的 因果 维 纳 滤波 是 非常 重要 的 。 

最 小 相位 系统 的 群 延 迟 

最 小 相位 (minimum phase) 这 个 术语 的 使 用 是 有 历史 原因 的 ， 其 对 应 性 质 或 许 采用 术 
语 “ 最 小 群 延迟 ”更 加 恰当 。 对 这 个 问题 的 解释 可 以 基于 下 面 的 事实 ， 即 任何 具有 有 理 传 
递 函数 互 。(s) 并 且 在 虚 轴 上 不 存在 有 限 个 零点 的 因果 稳定 CT 系统 ， 都 能 够 表示 成 一 个 最 
小 相位 系统 和 一 个 因果 全 通 系统 的 级 联 : 


H..(s) = Ha Hyp (s) (2. 29) 
同样 ， 在 DT 情况 下 ,假设 传递 函数 在 单位 贺 上 没有 零点 ， 其 传递 函数 也 可 以 写成 : 
Hal) = Hmn lz) Hyp (2) (2. 30) 


全 通 因 式 (all-pass factor) 的 频率 响应 的 模 值 是 恒定 的 且 与 频率 无 关 ， 为 了 方便 起 见 ， 

将 这 个 常量 设 为 单位 1。 于 是 由 式 (2. 29) 可 得 
| Hse) |= | Hm Gar) | (2. 31a) 
和 grpdelay| Ha (jw) |= grpdelay[ H min (jw) | + grpdelay[ Hp (jw) | (2. 31b) 

类 似 的 表达 式 在 DT 情况 下 也 成 立 。 

在 下 一 部 分 中 ， 将 会 看 到 式 (2. 29) 中 的 最 小 相位 项 可 以 通过 互 。(Gjo) 的 模 值 来 唯一 地 
确定 。 因 此 ， 具 有 有 理 传递 函数 、 虚 轴 上 没有 零点 且 具 有 相同 的 频率 响应 模 值 的 所 有 因果 
稳定 CT 系统 的 差别 仅 在 于 式 (2. 29) 中 的 因果 全 通 因 式 的 选择 。 然 而 ， 之 前 已 经 表明 因果 
全 通 因 式 一 定 会 贡献 出 正 的 群 延 迟 。 所 以 ， 从 式 (2. 31b) 中 就 可 以 得 到 这 样 一 个 结论 ， 在 
这 类 CT 系统 中 ， 不 具有 式 (2. 29) 中 的 全 通 因 式 的 系统 将 会 有 最 小 的 群 延 迟 。 在 DT 的 情 
况 下 ， 也 可 以 类 似 得 出 相应 的 结论 。 

为 了 说 明 式 (2. 29) 的 因 式 分 解 ， 考 虑 一 个 简单 的 例子 。 

最 小 相位 和 全 通 系 统 级 联 而 成 的 因果 稳定 系统 

考虑 一 个 因果 稳定 系统 ， 传递 函 数 是 

(s— 1) Cs 2) 


LS eal ge ae IEE 

因为 它 在 右 半 平 面 内 有 一 个 零点 ， 特 别 地 ， 在 s 二 1 处 ， 所 以 它 不 是 最 小 相位 的 。 但 

是 ， 考 虑 到 用 一 个 真 因 式 E 二 1 与 HCs) 的 级 联 ， 将 HOREA 
G 一 1)G 十 2) G+) 
(s+3)(s+4) (s+1) 


(2432) 
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H..(s) = (2..33) 


oe (st do. G +2) 3 he 1) 


PER Ce Saas SE ae 
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RO. 34) 对 应 于 一 个 最 小 相位 因 式 Hs,(s) 和 一 个 因果 侈 通 因 式 五 (3) 的 级 联 ， 这 里 有 


— (s+1)(s+2) 
Ainin CS) GEDIGI (2. 35a) 





ksr) 
Cs kda, 


实际 上 ， 式 (2. 33) 中 国 式 S 二 1 反映 出 零点 从 s=1 处 变 到 了 s 一 一 1 处 ， 而 又 由 于 在 


相同 的 位 置 上 有 一 个 极点 ， 所 以 这 个 零点 又 被 抵消 掉 了 。 这 种 方式 容易 推广 到 右 半 平面 内 
的 零点 ， 并 且 也 适用 于 DT 系统。 < 
从 例 2. 6 进行 推广 ， oe MARERE ae Ha (s)， 其 表达 式 如 下 


Te-wi e- 
H,.(s) = A +7 (2. 36) 
Fenn 
Kh, d, 表示 系统 的 极点 ，li 表示 左 半 平 面 中 的 零点 ,ri 代表 右 半 平面 中 的 零点 。 由 于 
HH..(s) 是 因果 稳定 的 ， 全 部 极点 位 于 左 半 平 面 ， 并 且 这 些 极 点 与 式 (2. 29) 中 的 因 式 Hm (s) 
相关 联 ， AACE ILE h. 接 下 来 ， none 


Ie- = Tet wi 于 (2.37) 


由 于 Re{r;}) 是 正 的 ， 式 (2 37) 中 右边 第 一 个 因 式 代表 左 半 平 面 中 的 零点 。 第 二 个 因 式 
对 应 应 于 具有 左 半 平 面 中 的 极点 的 全 通 项 ， 其 零点 位 于 极点 的 镜像 位 置 上 。 因 此 ， 结 合 
5h (2. 36) AZE (2. 37), HORT ARERO. 29) 进 行 分 解 ， 其 中 


Mi M, 


He- wH estro 





H (s) = (2. 35b) 




















Hain(s) = A ——_,—>+ (2. 38a) 
Ieg 
n=1 
(sri) 
-SF ETT 
H,(s)= I airi (2. 38b) 


对 于 离散 时 间 ， 用 类 似 的 方法 可 以 得 到 式 (2. 30) 中 的 相应 结论 。 
2.4 谱 因 式 分 解 


上 面 讨论 的 用 于 最 小 相位 /全 通 分 解 的 方法 在 许多 场景 中 都 是 很 有 用 的 。 一 个 让 人 特 
别 感 兴趣 的 场景 将 出 现在 后 面 的 章节 中 ， 在 那个 时 候 ， 已 经 获得 或 者 已 经 测量 出 了 一 个 稳 
定 系 统 的 频率 响应 的 模 值 ， 该 系统 的 传递 函数 ACs) (实数 值 的 冲 激 响 应 ) 是 有 理 的 ， 而 其 
目的 是 从 这 些 信息 中 恢复 出 五 (*) 。 一 个 类 似 的 任务 可 能 会 在 DT 的 场景 中 遇 到 ， 但 是 在 
这 里 仍然 主要 关注 CT 的 情况 。 可 得 


| HGw) |? = HGw) H* Gw) (2. 39) 
或 者 ， 由 于 H* Gw)=H(—jw), 
| HGw) |? = HGw) H(— jw) (2. 40) 
WES s=jo, HGw HH Hs), Ar 
|HGw) |? = HH | = (2. 41) 


对 于 Hs) HA AOE AA PF ae ERRARE), TE 互 (*) 五 (一 >) 中 都 会 有 一 个 对 应 的 
Alst(—s—a), FH 互 (s) 互 (一 5) 将 会 由 形 如 (s 一 a) sa) 一 3 十 az 的 分 子 或 分 母 中 
的 因 式 组 成 ， 所 以 它 是 s 的 有 理 函 数 。 因 此 ，| 互 (jo) | 就 是 wz 的 有 理 函 数 ， 可 以 通过 代 
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换 式 二 一 ss， 得 到 乘积 式 HOHO s). 
乘积 式 HH(s)H( 一 s) 通 常 具 有 成 对 的 零点 ， 这 些 零点 关于 s 平 面 的 虚 轴 是 镜像 的 ， 它 的 
极点 也 有 类 似 的 情况 。 对 于 互 (s) 互 (一 *) 的 任何 零 极点 在 实数 值 a 处 ,存在 另外 一 个 镜 
像 一 上， 同样 对 于 任何 零 极 点 在 复数 值 g 处 , 会 有 对 应 的 零 极 点 在 gq" 处 。 同 理 ， 一 q 对 应 
F—q', CRE RMTRH CG, GQ ) 和 它 的 镜像 (一 q” ， 一 qg)。 于 是 ,需要 将 每 个 镜像 的 实 极 
点 和 零点 之 一 ， 以 及 每 个 极点 和 零点 的 镜像 共 纯 对 之 一 分 配给 互 (*)， 且 把 镜像 分 配给 H( 一 s)。 
如 果 假 设 (或 已 知 ) 五 (5) 是 因果 的 ， 也 是 稳定 的 ， 那 么 就 把 每 一 对 极点 中 左 半 平面 的 
极点 分 配给 互 (*)。 在 没有 进一步 的 条 件 要 求 或 假设 的 情况 下 ， 除 了 只 需要 把 每 个 极点 镜 
像 对 中 的 一 个 分 配 到 瑟 (s)， 而 把 其 他 的 分 配 到 互 ( 一 *) 之 外 ， 不 需要 对 零点 的 分 配给 出 限 
制 。 如 果 有 进一步 的 条 件 要 求 或 假设 系统 的 全 部 零点 位 于 左 半 平 面 中 ， 那 么 来 自 于 每 个 镜 
像 对 的 左 半 平 面 中 零点 被 分 配给 是 (s)， 而 右 半 平 面 中 的 零点 被 分 配 到 五 (一 >) 。 因 式 分 解 
H(s) H(—s) ZK 瓦 (Cs) 的 过 程 称 为 谱 因 式 分 解 (spectral factorization) 。 
谱 因 式 分 解 
考虑 一 个 被 测量 的 或 者 被 近似 的 频率 响应 模 值 为 
f A w +1 wo +1 
| Hed lt = aaa TTS re 
Ré w =s, We 
HORSA = a ee (2. 43) 


(— s$ +4)(—s? +9) 
对 其 进一步 因 式 分 解 ， 
CHD sL 
Hoa GR a a oe ope i 
现在 保留 适当 的 因 式 与 Hs) 瓦 ( 一 *) 相 关联 。 假 设 系统 是 因果 和 稳定 的 ， 左 半 平 面 
中 的 两 个 极点 s 二 一 2 和 ss 二 一 3 一 定 和 是 (s) 相 关联 。 在 没有 进一步 假设 的 情况 下 ， 分 子 因 
式 中 的 其 中 之 一 会 和 互 (S) 相 关联 ， 另 外 一 个 则 与 瓦 (一 5?) 相 关联 。 但 是 ， 如 果 已 知 或 假设 
H(s) 是 最 小 相位 的 ， 那 么 会 把 左 半 平面 的 零点 分 配给 百 (5)， 通 过 这 样 的 选择 ， 可 得 
Cs) 
H(s) eee Ee ee ay C2. 45) 
在 DT 情况 下 ， 类 似 的 处 理 方 式 会 从 | 百 (e2)|: 中 得 出 HODHA DHR. H(z) 
及 (1/z) 的 零点 出 现在 互 为 共 元 的 倒数 对 中 ， 其 极点 也 具有 类 似 的 情况 。 再 次 将 这 样 的 共 
轰 倒 数 对 进行 分 配 ， 基 于 已 有 的 知识 ， 将 共 轰 便 数 对 中 的 一 个 分 配 到 吾 (z)， 另 一 个 分 配 
给 互 (1/z)。 例 如 ， 如 果 已 知 系统 是 因果 稳定 的 ， 那 么 互 (z) 互 (1/z) 的 所 有 位 于 单位 圆 内 
的 极点 被 分 配给 Ale); 并 且 如 果 系 统 瓦 (z) 也 是 最 小 相位 的 ， 那 么 HHA) Hi A LL 
于 单位 圆 内 的 零点 就 被 分 配给 互 (z)， 连 同 那 些 额外 的 许多 在 原点 处 的 零点 也 被 分 配给 
互 (z)， 这 样 就 可 以 确保 系统 是 因果 可 逆 的 。 4 


2.5 延伸 阅读 


第 2 章 再 次 复习 了 信号 与 系统 的 基本 概念 ， 在 第 1 章 的 末尾 列 出 的 扩展 文献 对 本 章 也 是 
同样 有 用 的 。 为 了 进一步 获取 群 延迟 ， 以 及 它 对 信号 传输 和 音频 影响 的 相关 知识 ， 可 参考 
[OpljLOp2]LLal] 和 [Zad]。 最 小 相位 系统 和 谱 因 式 分 解 在 LGuijLHeljLMoojLOp2]jLPa3j 
[Pa4] 和 [Thl] 中 会 讨论 到 ， 这 些 相关 知识 在 第 11 一 13 章 中 的 功率 谱 密度 的 设置 中 还 会 出 现 。 


习题 


基础 习题 (a) 对 于 频率 响应 为 H Gw) =3e™ HRR, 
2.1 对 下 列 说 法 ， 确 定 正确 与 否 : 相位 延迟 和 群 延迟 相同 。 





(b) 一 个 LTI 系 统 (CT 和 DT) 时 移 后 的 特征 
函数 ， 总 是 这 个 LTI 系 统 的 特征 函数 。 

(c) 一 个 LTI 系统 (CT 和 DT) 的 特征 函数 的 
线性 组 合 ， 总 是 这 个 LTI 系统 的 特征 
函数 。 
对 于 下 面 3 个 问题 考虑 一 个 DT LTI 
系统 ， 系 统 的 单位 采样 响应 和 对 应 的 频 
率 响应 分 别 为 : 


nth] = ($ ) x[ 四 一 江门， 
2 
He) = È 
15 Len 


(d) 该 系统 是 因果 的 。 
(e) 该 系统 是 有 界 输入 、 有 界 输出 稳定 的 。 
(f) 输入 为 z[n] 二 (一 1)"( 对 全 部 的 n)， 系 
统 输出 yLnj 的 形式 为 : 
yin] = K, C 1" +K; (4) un- 
其 中 ， 开 ;天 0 H 天: 天 0， 
2.2 ”对 下 面 的 多 项 选择 题 ， 选 择 正确 答案 并 给 出 


简要 说 明 。 系 统 的 频率 响应 如 图 P2. 2 所 示 
(一 r<O<r)。 


| 五 (ei9) | 
3 





图 “P2.2 


(a) 输入 信和 号 是 z[n]= cos ($n), 输出 是 


Gi) yln]=22[n—2] 
GD ylnJ=22[n—1] 
Gii) y[n]=22[n] 
Gv) yLn]=22[n+1] 
Cb) 输入 信号 是 xln]=sLnoos(7n), 其 


中 ，s[w]j 是 一 个 频率 非常 低 的 带 限 信 号 


2..3 


2.4 


2:5 


2.6 
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(与 2x/3 相 比 )， 输 出 可 能 是 
GD yfnJ=2sn+ 1 eos (2% (n) ) 


Gi yfn]=2s[nJeos(22(n—1) ) 





2% (n—1) ) 


GD yn] =2s[n—1]c0s ( : 


Civ) yLn]=2sln— Leos (2 <n) ) 


一 个 滤波 器 频率 响应 的 模 的 平方 为 
dS? 1 
| HGa) |" = oF 100 


试 确定 | HG) | ， 已 知 系统 是 因果 稳定 
的 ， 并 且 有 一 个 因果 稳定 的 道 ， 且 假设 在 w=0 
处 | HGw) | 为 正 。 
考虑 一 个 DT LTI 系 统 ， 它 的 单位 采样 响应 
hln] Æ 6[nj 一 6[n 一 1]。 
(a) 该 系统 的 频率 响应 He) AWS aN 
形式 
H(e#) = 2e% sin(Q/2) 
确定 90(0Q)， 其 中 一 x 三 Q 和 x， 并 且 系 统 
的 相位 延迟 和 和 群 延迟 也 在 这 个 频率 范 
围 内 。 
(b) 如 果 系 统 的 输入 是 


x[n] = plnjcos ( = ) 


其 中 ，z 加 [站 是 变化 缓慢 的 (窄带 ) 包 络 ， 
输出 信号 的 近似 表达 式 是 


yla] = aln]eos (22) 


确定 m HA AH gLnj 与 pLnj 之 
间 的 关系 。 
一 个 因果 LTI 系统 的 输出 y OMAA eC) 
之 间 的 关系 可 用 如 下 微分 方程 来 表示 


wee 十 2y(t) = x(t) 


(a) 确定 系统 的 频率 响应 


Hiu) == 


X(jw) 
并 画 出 关于 w 的 模 和 相位 函数 的 图 形 。 
(Cb) 根据 (a) 中 的 频率 响应 AG), HE m 
出 该 系统 的 群 延 迟 rts (w) 。 
考虑 信号 


sy = > a, p(t — nT )cos(ay t) 


mW 一 一 co 





+ Dy bpt — nT) cos(ant) 


n=—0o 


其 中 ，fi = a/r = 1kHz, fr = wi/2x = 
3kHz A p(t) =sinc(0.5 X 10°t), t 以 秒 为 
单位 。 

假设 该 信号 传输 过 程 中 经 过 一 个 信道 ， 该 信 
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道 的 频率 响应 H jw) tl A P2.6 所 示 。 


(a) 画 出 该 信道 的 关于 w 的 群 延迟 函数 图 。 


Cb) 请 给 出 信道 输出 y( 刀 的 表达 式 。 
|H (ja) | 


1 


o/2n 


频率 (kHz) 
ZH (jo) /2n 





2.7 图 P2.7-1 中 的 第 一 幅 图 展示 了 信号 x[nj 是 3 
个 在 时 间 上 不 交 丢 的 窗 带 脉冲 之 和 。 该 信号 傅 
里 叶 变 换 的 模 | X(e?) | 如 第 二 幅 图 所 示 。 滤 波 
器 A 是 一 个 DT LTI 系 统 ， 它 的 频率 响应 的 模 


和 群 延 迟 分 别 由 第 三 和 第 四 幅 图 表示 。 
输入 信和 号 x[n] 


4 
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 


n〔 采 样 点 ) 
输入 信号 x[n] 的 伟 里 叶 变换 


0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 08 0.9 1.0 


归 一 化 的 频率 〈rad/r) 
滤波 器 A 的 频 响 的 模 


% 0.1 0.2 0.3 04 05 06 0.7 08 0.9 1.0 


归 一 化 的 频率 〈rad/r) 
图 P2.7-1 


滤波 器 A 的 群 延迟 
x 80 
= 60 
K 40 


“ 归 一 化 的 频率 aer 
K 了 P2.7-1( 续 ) 


图 P2. 7-2 中 的 4 幅 图 代表 了 4 种 可 能 的 输 
出 信号 yilnl, i=1, 2, 3, 4. 

当 滤 波 器 A 的 输入 是 z[n] 时 ,确定 哪个 是 
滤波 器 A 的 可 能 输出 信号 ， 明 确 说 明理 由 。 


这 4 
= 
2 2 
{E 0 
£ -2 
狸 
IF 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 
‘= 4 
= 
3 2 
{2 0 
# -2 
= 4 
fF 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 
‘= 4 
`n 
ezl 
42 0 
#2 
4 
Œ O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 
DE 
A 
3 2 
{2 0 
2 -2 
Kid 
fF 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 
n (CREES) 
Al P2.7-2 
2.8 系统 描述 如 下 
一 1 
_ z 
Hae E E |z| >0.7 


KRREBA-—TARBREW MAR? 

如 果 是 ， 确 定 代 表 该 因果 稳定 逆 系 统 的 
传递 函数 Gi(z) (包括 它 的 收敛 域 ) 。 

如 果 不 是 ， 请 给 出 全 通 系统 GAp(z) 的 
传递 函数 (包括 它 的 收敛 域 ) 和 最 小 相位 系统 
的 传递 函数 Gue CZ) (包括 它 的 收敛 域 )， 
这 样 ， 

G(z) = Gur (2) Gap (z) 
2.9 请 分 别 写 出 乘积 为 下 面 稳定 系统 函数 的 全 通 
系统 函数 和 最 小 相位 系统 函数 。 注 意 ，(a) 部 
分 属于 一 个 CT 系统 ， 而 (b) 部 分 属于 一 


2. 10 





DT 系统 。 

Ww COS =i = A(s)M(s) 

其 中 ，A(s) 是 全 通 系统 且 M(s) 是 最 小 相位 
系统 。 


(b) H(z) = 1— 6z = Bz) N(z) 
其 中 ，B(z) 是 全 通 系 统 ，N(z) 是 最 小 相位 
系统 。 
一 个 CT 系统 的 频率 响应 为 Hi Go), MŽ 
的 群 延迟 是 ta Co) ， 另 一 个 系统 的 频率 响 
应 为 H: Gw), 相关 的 群 延 迟 是 Te (w) 。 两 
个 系统 级 联 后 的 系统 的 频率 响应 为 Hi Gw) 
H; (jw)， 请 问 级 联 后 的 系统 群 延迟 是 什么 ? 
说 明 你 的 推理 。 
图 P2. 11-1 表示 一 个 DT LTI 系统 ， 系 统 输 
入 为 x[nj， 输 出 为 yin]. 

滤波 器 A 的 频率 响应 和 群 延迟 函数 如 
图 P2. 11-2 所 示 ， 图 P2. 11-2 中 还 给 出 了 3 
个 窗 带 脉冲 信号 的 和 信号 xin], UREN 
傅 里 叶 变换 的 模 。 

在 图 P2. 11-3 中 , 已 知 4 个 可 能 的 输出 
信号 y[n] i=l, 2，3，4。 当 输 类 是 zLz] 


第 2 章 幅度 、 相 位 和 群 延 迟 


时 ， 试 确定 它们 中 的 哪 一 个 是 滤波 器 A 的 
输出 ， 并 给 出 你 的 合理 解释 。 


x[n] yla] 


图 P2. 11-1 滤波 器 A 
高 级 习题 
2. 12 “考虑 一 个 因果 的 DT LTI 系统 ， 频 率 响 应 为 
1 一 地 
H(e") =g € in „o S. 
1 二 lein 
2 
(a) 证 明 : 对 于 全 部 频率 ，| 五 (e2 ) | 是 单 
位 1。 
(b) 系统 的 频率 响应 
1 一 部 e 
F(e%) = &H(e%) 一 ea 
et 
1——e'? 
2 
该 系统 的 群 延迟 由 下 式 确定 
3 
A 4 
Tar (Q) =n HN p 
A ‘ 


输入 信和 号 x[m] 


x[n] 
© wn 


n〔 采 样 点 ) 
输入 信号 x[n] 的 伟 里 叶 变 换 


|X (e®) | 
N fbf aA œ 三 
- 


OF “02. OD! "0.4 


0.5- . 0 07 08 0.9 1 


归 一 化 的 频率 〈rad/r) 
滤波 器 A 的 频率 响应 的 模 


2 

L3 

‘gk 1 
0.5 

0 


QL 02: 03, 04 


0:5 06; “0 08a 08 


一 


归 一 化 的 频率 (rad/) 
图 P2 11-2 
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2. 13 


滤波 器 A 的 群 延 迟 


群 延 迟 〈 采 样 时 刻 ) 
A 
© 


0 


0.1 #02 03 04 





06 07 08 0.9 1 


归 一 化 的 频率 〈rad/r) 


图 P2. 11-2 


可 能 的 输出 yi[n] 
© 


0 100 200 300 


可 能 的 输出 y, [n] 


0 100 200 300 


可 能 的 输出 y[n] 
© 


0 100 200 300 


可 能 的 输出 y,[n] 


n GRRE) 
图 P2.11-3 


使 用 这 个 因 式 确定 已 给 出 的 系统 HCe?) 
的 群 延迟 Ten (QQ). MH reu (O) WY 
果 表 达 式 的 图 形 。 
(c) 当 输 入 是 cos(0. 1m) cos(an/3) At, RA 
统 吾 (e2 ) 的 输出 近似 表达 式 。 
假如 将 已 调制 信号 
x(t) = m(t)cos(apt) 
作为 图 P2. 13-1 中 的 LTI 通 信 信 道 的 输入 ， 
该 信道 的 频率 响应 为 H(jw)， 其 中 ， 调 制 
信号 是 


( 续 ) 


600 700 800 900 


600 700 800 900 


600 700 800 900 


P pa N 





600 700 800 900 


sin(xt/T) 
xt/T 


{Ri (1/T) =75kHz, (an /2x) =1300kHz, 
(a) 画 一 个 规范 且 标 记 完 全 的 X Go) 的 
图 形 。 

Cb) 如 果 信 道 的 频率 响应 如 下 式 所 示 ， 找 
出 该 信道 输出 yO RRA. 
Hw) = eee 
Co) 如 果 信 道 特征 实际 显示 在 图 P2. 13-2 

中 ， 而 不 是 像 (b) 中 指定 的 那样 ， 请 找 


m(t) = 


出 信道 输出 y(2) 的 一 个 近似 (但 尽 可 能 
精确 ) 的 时 域 表 达 式 。 另 外 ， 陈 述 信 号 
或 者 信道 的 什么 特征 ， 能 用 于 保证 做 


出 近似 的 合理 性 。 
信道 
x(t) y(t) 
图 P2.13-1 信道 
五 (jw) 的 模 和 相位 
1.2 
1 
0.8 
a 0.6 
0.4 
0.2 
% 05 T. LS FERS wah 3.5 ce 45" 5 
频率 (MHz) 
oe! 
= os wr 
3o 
J \ 
~-0.5 
4a 
JE =l š 
6 OS I 25 es 8S aS 
频率 (MHz) 
; 五 Gio) 的 群 延迟 
~~ "A 
à 3 
a 2 
也 
1 
0 


= Go| ts) eae me > a a 


频率 (MHz) 
图 P2.13-2 (1). HGw) 的 模 和 相位 


图 P2.14-1 中 的 LTI 系统 是 用 来 对 
图 P2. 14-2 中 的 信号 rin] iT uë t 
xz[z] 的 傅 里 时 变换 的 对 数 模 也 显示 在 其 中 。 


x[n] w[n] y[n] 


Æ P2. 14-1 


输入 zx[nj 是 两 个 脉冲 x [nj 和 z Cn] 
的 和 : 
x[n] = x[n]+ 22.[n— 150] 
xı [n] Ml x, [nj 这 两 个 脉冲 如 图 
P2. 14-3 所 示 。 图 P2. 14-1 中 的 第 一 个 滤 
波 器 有 一 个 冲 激 响 应 h[nj， 频 率 响应 为 


2. 14 


模 (dB) 
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H(e?)， 它 们 都 是 纯 实 数 的 。 这 个 滤波 器 
的 对 数 模 20 lg | He) | 如 图 P2. 14-4 所 
示 。 该 系统 中 的 因果 稳定 滤波 器 Ha Ce) 
是 全 通 滤 波 器 ， 即 | HeC) | 二 1。 全 通 
滤波 器 的 相位 如 图 P2. 14-5 所 示 。 


输入 信号 x[n] 





0 50 100 150 200 250 300 350 400 
n GREER) 
| Xei9| 
40 
20 
0 
-20 
-40 
-60 
-80 
一 100 
-120 
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 02 04 0608 1 
频率 (rad/r) 
图 P2. 14-2 
原 脉 冲 x [n] 
1 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
0 
-0.2 
-0.4 
-0.6 
-0.8 
-1 
0 50 100 150 200 250 300 350 400 
n 《采样 点 ) 
Æ P2. 14-3 
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原 脉 冲 x,[n] 
1 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
0 
-0.2 
-0.4 
-0.6 
-08 
-1 
0 50 100 150 200 250 300 350 400 
n CRER) 
Al P2. 14-3( 续 ) 
ja 
20 [H (69) | 
0 
-20 
-40 
-60 
-80 
-100 
-120 
-1 -0.8 -0.6-0.4-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
频率 (rad/r) 
图 P2.14-4 


相位 (用 x 归 一 化 》 


arg LH,, (0°) ] 





“61-08-0.604-020 02040608 1 
频率 (rad/n) 
图 P2. 14-5 


假设 在 这 些 图 所 示 的 区 间 外 ， 所 

有 的 序列 取 值 为 0。 并 且 ， 所 有 的 时 间 信 

号 都 是 DT 序列 ， 该 序列 中 用 直线 的 连接 

来 表示 序列 中 的 连续 点 。 

(a) 计算 频率 响应 是 Ce ) 的 滤波 器 的 群 
延迟 ， 并 且 确 定 ( 用 一 个 详细 的 图 形 ， 
或 者 用 某 个 其 他 近似 方法 ) wn] 
wn] fy 4 E ot 2s Be HY BE | W Ce?) |, 


Herp | aQ| <x. 

Cb) 你 所 期 望 的 输出 信号 的 样子 像 什 么 

画 出 带 有 标识 的 yLnj 的 示意 图 。 

2.15 图 P2.15-1 中 的 第 一 幅 图 表示 信号 zon], 
该 信号 是 3 个 在 时 间 上 明显 不 重 亚 的 窄 脉冲 
的 累加 。 它 的 傅 里 叶 变换 的 模 |X(Ce2) | 如 
第 二 幅 图 所 示 。 滤 波 器 A 是 一 个 DT LTI 
系统 ， 其 群 延迟 和 频率 响应 的 模 函 数 分 别 
如 第 三 幅 图 和 第 四 幅 图 所 示 。 

图 P2. 15-2 和 图 P2. 15-3 中 保留 的 图 形 
表示 了 8 个 可 能 的 输出 信号 yin], i=1, 
2，”…，8。 当 输入 是 z[nj 时 ， 确定 这 些 可 
能 的 输出 信号 中 哪 一 个 是 滤波 器 A 的 输出 ， 


明确 陈述 你 的 理由 。 
; 输入 信号 x[] 
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2.16 4 个 不 同 全 通 系统 的 冲 激 响 应 hi Ln] ~ 
h[n] 从 上 到 下 显示 在 图 P2. 16-1 中 (为 提 
高 可 读 性 ， 图 中 与 n 的 连续 值 对 应 的 h;[nj 
的 连续 值 用 直线 连接 起 来 )。 图 P2. 16-2 显 
示 的 是 对 应 的 群 延迟 ;但 是 其 顺序 是 随机 
的 ， 从 上 到 下 用 字母 A 到 DD 进行 标记 。 确 
定 哪 个 冲 激 响应 对 应 于 哪个 群 延迟 曲线 ， 
一 定 要 解释 得 到 这 个 的 原因 。 

1.5 
1 
= 0.5 
= 0 
-0.5 
ris 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
n 
1 —— 
T 0.5 
= 0 
0.5 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
6 Pies ee eee 
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图 P2. 16-1 
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图 P2.16-2( 续 ) 


2.17 4 个 不 同 全 通 系 统 的 冲 激 响 应 hi (2) ~ha (2) 
从 上 到 下 显示 在 图 P2. 17-1 中 。 图 P2. 17-2 
中 显示 的 是 相关 的 群 延迟 ， 但 是 其 顺序 是 
随机 的 ， 从 上 到 下 用 字母 A 到 D 进行 标 
记 。 对 于 图 E2.17-1 中 的 每 个 冲 激 响应 ， 
确定 图 P2. 17-2 中 与 之 相关 的 群 延迟 曲线 ， 


并 解释 其 原因 。 
冲 激 响应 
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2.18 考虑 一 个 理想 的 ( 带 限 内 插 ) D/C 转换 器 ， 
输入 是 su[nj， 输出 是 s.(t)， 重 构 间 隔 T= 
0.5X10-3s， 如 图 P2. 18-1 所 示 。 


sa[n] D/C s,lt] 


T=0.5ms 
K| P2. 18-1 


假设 sain JAS BO EHR aA P2. 18-2 所 示 。 
(a) 用 w(e2) 表 示 seGo) ， 并 给 出 区 间 | w| < 
2xX2000rad/s E, 标记 完整 的 s.(jw) 示 
意图 。 
现在 考虑 一 种 情境 ， 其 中 频率 响应 
及 .(jw) 的 模 在 每 处 都 等 于 1， 相 位 和 和 群 
延迟 特性 由 图 P2. 18-3 给 出 。 


Sa (ei) 





图 P2. 18-2 


H, jo) 的 相位 






相位 (rad) 


-3 —2- 31 0 1 2 3 
频率 (kHz) 
瓦 (io) 的 群 延迟 


延迟 (ms) 


-3 —2 =] 0 1 2 3 
频率 (kHz) 
图 P2.18-3 


Cb) 根据 图 P2. 18-4 给 出 的 ralnn], Mi H 
X.(jw) 的 详细 示意 图 ， 其 中 | w | 去 2xX 
2000rad/s。 


xyln]=s,ln] 


(4nn/5) 
cos (4nn Porc ES Ho) sep p 


T=0.5ms T=0.5ms 
Æ P2. 18-4 


(c) 根据 s, A zx.(2) 的 时 域 表 达 式 。 

(d) 根据 sO. HE y. ODA yaLnj 的 近似 
(但 尽 可 能 精确 的 ) 时 域 表 达 式 。 

Ce) 从 ya[nj 到 ya[Lnj 的 映射 是 否 对 应 一 
LTI 系统 ? 如 果 是 ， 相 关 的 频率 响应 
H(e?) 与 H.(jw) 之 间 的 关系 如 何 ? 在 
0 一 4r/5 处 ， 群 延迟 是 什么 ? 你 能 看 

该 如 何 解 释 系 统 He) 的 部 分 群 延 





迟 对 信号 za[zj] 的 影响 吗 ? 
扩展 习题 
2O BS pa ss ih il 一 般 形 式 是 
Seg 
Ha (z) = aJl aa 


2. 20 


对 于 一 介 CF 全 通 系 统 而 言 言 ， 


Hip (s) = att stha 





过 s— by 
从 CT 全 通 系统 的 角度 来 说 明 这 个 问题 ， 
对 于 离散 时 间 的 情况 ， 结 论 完全 一 致 。 


(a) 对 于 已 知 表达 式 中 的 M=1 和 实数 b， 
画 出 He (SHWERAA. 

(b) 对 于 M=1 和 复数 Oy, Hap (s) 表 示 一 
个 因果 稳定 系统 ， 证 明 对 于 全 部 频率 ， 
Hap(s) 的 群 延迟 总 是 大 于 0。 你 可 以 通 
过 显 式 微分 相位 表达 式 的 方式 来 完成 
对 这 个 问题 的 解析 ， 但是， 从 零 极点 
的 几何 形式 的 角度 来 讨论 它 也 是 很 简 
单 的 ( 且 更 加 直观 )。 

参考 (b) 构 造 一 个 讨论 ， 用 以 总 结 一 个 
因果 稳定 的 CT 全 通 系统 总 有 正 的 群 延 
迟 (尽管 群 延迟 的 特定 值 在 不 同 的 频率 
处 当然 会 是 不 同 的 ) 。 

一 条 光束 通过 一 条 长 工 千 米 的 光纤 进行 传 
播 可 以 被 建 模 成 一 个 LTI 系统 ， 系 统 的 冲 
激 响应 为 h(t)， 频 率 响应 为 Hi Go), E 
们 都 与 光纤 长 度 工 有 关 。 因 此 ， 当 光纤 的 


w 


Ce 
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光 输 入 是 z(t) 时 ， 结 果 输 出 为 
3p = | Oha- Dd 
如 图 P2. 20-1 所 示 。 


输入 光 长 的 光纤 输出 光 


x(t) g D a a y(t) 


LTI 系 统 : h,(t), H, Go) 
Æ P2. 20-1 
当 这 条 工 千 米 长 的 光纤 的 输入 是 


x(t) = cos(wt) 

输出 为 

y(t) 10 * cos(wt — BCw) L) 
FER alw), Blw) 和 dB(w)/dew 如 图 P2. 20-2 
所 示 ，w/2r 在 中 心 频率 wy = 4a X 10%/s 
+108 Hz(=+10THz) H MA. 

假设 

x(t) = exp(— 2?/T* )cos(wot) 
其 中 T=107's, wo =4eX10"/s, x(t) Æ 
L=lokmitA WHA, R y(t)。 详 细 说 明 
你 的 推理 。 可 以 假设 对 于 |o | > 10/T, 
s(t) =exp(—22/T?) HY BM ERS FS 
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第 了 章 
脉冲 幅度 调制 


在 第 1 章 讨论 过 对 CT 信号 的 DT 处 理 ， 并 且 在 此 情况 下 回顾 子 从 一 个 DT 序列 重 构 
出 一 个 CT 信号 时 的 离散 到 连续 的 变换 。 式 (1. 94) 包 含 的 基本 结构 实际 上 说 明了 等 间隔 的 
连续 时 间 脉 冲 序列 的 产生 ， 最 典型 的 是 如 式 (1. 81) 所 示 的 一 个 理想 的 低 通 滤 波 器 脉冲 响 
应 ， 其 幅度 值 等 于 DT 序列 的 幅 值 。 这 就 构成 了 脉冲 幅度 调制 (PAM)。 

此 外 ， 对 于 从 DT 序列 中 产生 CT 信号 来 说 ， 另 一 个 非常 有 用 且 十 分 重要 的 情境 就 是 
通信 系统 ， 在 该 情况 下 DT 数据 可 能 是 数字 数据 或 量化 数据 ， 这 些 数 据 将 作为 连续 时 间 信 
号 通过 信道 进行 传输 ， 然 后 在 接收 端 再 把 DT 序列 恢复 出 来 。 例 如 ， 通 过 电话 线 或 者 电 
AR, 把 01 二 进 制 序列 从 一 个 计算 机 传输 到 另 一 个 计算 机 ， 或 者 是 通过 一 个 高 频 的 电磁 信 
道 从 一 个 数码 手机 发 射 01 序列 到 一 个 基站 。 这 些 例子 需要 具有 能 传输 CT 信和 号 的 模拟 信 
道 ， 并 在 信道 带宽 和 其 他 限制 条 件 上 能 够 兼容 。 这 就 将 影响 连续 时 间 波 形 的 选择 ， 而 离散 
序列 正好 要 被 调制 到 这 些 连 续 时 间 波 形 上 。 

由 DT 信号 到 适 于 传输 的 CT 信号 的 转换 ， 以 及 在 接收 机 上 恢复 成 DT 信号 的 转换 都 
由 调制 解 调 器 (调制 器 / 解 调 器 ) 来 完成 ， 其 中 很 多 都 是 基于 PAM 来 使 用 的 。 脉 冲 幅度 调 
制 除了 在 信号 处 理 和 通信 系统 中 起 着 重要 作用 之 外 ， 它 还 为 进一步 解析 CT 域 和 DT 域 之 
间 的 关系 提供 了 很 好 的 机 会 。 


3. 1 基带 脉冲 幅度 调制 


脉冲 幅度 调制 的 调制 器 和 解 调 器 结构 如 图 3. 1 所 示 。 图 3. 1a 中 的 信号 z(t) 称 为 脉冲 
调幅 信和 号。 


在 D/C 转换 和 通信 系统 中 ，PAM 的 应 用 
脉冲 
是 极其 相似 的 ， 这 从 图 1.5 和 图 3. 1 的 比较 中 “四 x= alnp (tn?) 
可 以 明显 看 出 。 人 例如， 图 1. 5 和 式 (1. 81) 中 的 
ye(t) 与 图 3. la 中 的 z(t) 具有 相同 的 形式 , 但 á a s 
是 在 理想 的 D/C 转换 的 情况 下 ，p(1) 由 下 式 a) DT 序列 a[n] 的 脉冲 幅度 调制 
特别 给 出 ， x(t) a[n}=x (nT) 
sy = sin(xt/T) (3.1) 让 
nt/T i 由 

图 1. 5 中 的 DT 序列 xzLnj] 是 从 CT 信号 中 b) 当 p() 具 有 式 (3.1) 的 形式 时 ， 从 脉冲 幅度 
获得 到 的 ， 这 与 图 3. 1b 中 从 PAM 信和 号 中 得 调制 信号 到 离散 序列 的 恢复 
到 4[nj 的 方式 相同 。 所 以 ， 尽 管 其 情况 大 不 #31 
相同 ， 但 类 似 的 基本 分 析 仍 然 是 适用 的 。 
3.1.1 发 送信 号 


如 以 上 所 述 ，PAM 调制 中 通过 CT 信道 进行 通信 的 思想 就 是 传送 具有 某 种 特定 波形 
PCO AY CT 脉冲 序列 ， 并 通过 这 些 脉 冲 幅度 的 序列 来 携带 信息 ， 所 得 的 PAM 信和 号 为 

x(t) = Sjaln]p(t— nT) (3. 2) 

WF Be 38 Sit HS RE E AS ES HR Se aE — 2 a R ERA AK A 

而 在 实际 传输 之 前 ， 形 成 一 个 带 通信 号 ， 尽 管 在 这 里 忽略 了 这 一 点 。 序 列 值 a[n] 就 是 脉 
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冲 幅 度 ，T 是 脉冲 重复 间隔 或 符号 间 的 间距 ， 所 以 1/T 是 符号 速率 (或 者 叫 波 特 率 ) 。 脉 冲 
p(t) 可 能 会 被 限制 在 长 度 为 的 范围 ， 以 使 得 式 (3.2) 的 项 不 重 又 ,或 者 脉冲 p(z) 也 有 可 
能 会 延续 数 个 区 间 ， 这 种 情况 在 接 下 来 的 几 个 例子 中 很 快 就 能 看 到 。DT 信和 号 aLnj 可 能 会 
组 成 带 限 CT 信和 号 的 采样 (在 采用 奈 奎 斯 特 速率 或 者 更 高 速率 采样 的 情况 下 ， 且 该 信号 可 
能 被 量化 到 了 一 系列 特定 的 量化 等 级 上 ); 或 者 1 与 0 表示 开 / 关 或 单 极 信号 ; 或 者 1 与 
一 1 表示 反 极 性 信号 (antipodal signal) 或 极 性 信号 。 这 些 可 能 中 的 每 一 个 都 可 以 在 图 3. 2 中 
看 到 ， 这 里 的 基本 脉冲 是 一 个 简单 的 矩形 脉冲 。 这 些 脉冲 需要 足够 大 的 信道 带宽 ( 阶 数 至 
少 为 1/A)， 以 使 得 在 传输 过 程 中 不 会 出 现 明显 的 失真 ， 因此， 找到 使 用 更 少 的 带宽 的 可 
替代 选择 ， 从 而 满足 信道 的 限制 常常 是 很 有 必要 的 。 这 在 考虑 设计 合适 的 脉冲 形状 时 十 分 
重要 ， 接 下 来 很 快 就 会 对 它们 进行 详细 的 阐述 。 


p(t) 


O P sr t 





b) 当 a[ 四 是 一 个 CT 信和 号 的 采样 时 的 x (O 


c) a[n] 是 开 / 关 信号 时 的 x 人力 d) 反 极 性 信号 


图 3.2 基带 收 送信 号 


如 果 选 择 这 样 的 p(t)， 使 得 p(0)==1, E n+ MA p(nT)=0, 那么 ,在 nT 时刻 对 
z(t) 采 样 ， 幅 度 a[nj 就 有 可 能 从 PAM 波形 z(t) 中 恢复 出 来 (因为 在 这 种 情况 下 x(nT) 二 
a[n])。 然 而 ， 这 里 关心 的 是 从 接收 机 的 信号 中 恢复 出 这 些 幅度 ， 而 不 是 直接 从 发 送信 号 
中 恢复 ， 所 以 需要 考虑 通信 信道 对 z(t) 产 生 了 怎样 的 影响 。 目 标 是 在 补偿 了 信道 的 失真 和 
噪声 之 后 ， 再 利用 如 图 3. 1b 所 示 的 C/D( 连 续 / 离 散 ) 系 统 来 恢复 DT 信号 。 

3.1.2 接收 信号 

当 一 个 PAM 信和 号 通过 信道 传输 时 ， 信 道 的 特性 将 影响 从 接收 信号 r(z) 中 精确 恢复 脉 
冲 幅度 ea[z] 的 能 力 。 可 以 令 ron : 

r(t) = h(t) * z(t) + v(t) Co 

对 应 的 信道 冲 激 响应 h(t) 具有 线性 时 不 变 (LTT) 特性， 信道 噪声 通过 加 性 噪声 信号 
v(t) 表 示 。 这 里 仍然 想 要 从 x(t) 的 采样 或 者 从 合适 的 经 滤波 后 的 (7) 的 采样 中 恢复 出 脉冲 
幅度 aLn]， 其 中 采样 间隔 为 工 。 

总 体 的 模型 如 图 3. 3 所 示 ， 其 中 f(1) 表 示 接 收 机 中 的 LTI 滤波 器 的 冲 激 响 应 。 该 接 
收 机 滤波 器 在 滤 除 掉 频带 之 外 的 噪声 时 扮演 了 关键 作用 ， 而 信号 的 信息 则 集中 在 这 个 频带 
之 外 。 第 12 章 和 第 13 章 将 详细 介绍 噪声 和 过 滤 噪 声 的 方法 。 这 一 章 仅 仅 关 心 无 噪声 的 情 
况 。 即 便 在 没有 噪声 的 情况 下 ， 在 采样 之 前 用 一 个 滤波 器 补偿 信道 失真 特性 ， 比 如 群 延 迟 
和 色散 ， 仍 然 是 很 值得 的 。 

3.1.3 频 域 特性 
假设 噪声 v(t) 为 0， 信道 和 接收 机 滤波 器 的 组 合 频 率 响应 在 P Go) C A) K E r E R 
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x= 


danj=b (nT) 
Dalnlp (t-nT) ets 


图 3. 3 一 个 脉冲 幅度 调制 系统 的 传输 、 信 道 和 接收 机 模型 


形式 ) 有 意义 的 频率 范围 内 是 统一 的 ， 则 5(z) 和 z(t) 相 等。 然而 ， 这 并 不 能 保证 &[nj] 和 
aLnj] 相 等 ， 这 是 因为 即使 在 无 噪声 的 情况 下 ， 如 果 p() 没 有 附加 条 件 ， 对 5(2) 周 期 采样 也 
不 能 够 恢复 出 aLn]。 为 了 探究 这 个 问题 ， 直 接 检 验 z(t)、r(z)、65(t)， 以 及 它们 各 自 的 伟 
里 叶 变 换 X (jw), RGM B(jw)。 对 于 给 定 的 信道 ， 检 验 所 得 的 结果 是 设计 P(jo) 以 及 选 
择 符号 间 的 间隔 工 的 先决 条 件 ， 并 且 通 过 这 个 条 件 也 能 确定 DT 信号 aLnj] 对 CT 信号 a) 
和 (六 的 影响 。 

要 计算 X(jw)， 需 将 式 (3. 2) 两 边 进行 变换 : 


X(w) = ( lane )P Gw) = ACE) | a-urP Gw) (3. 4) 


其 中 A(e”?) 表 示 序 列 aLn] 的 DTFT 变换 形式 。 出 现在 表达 式 中 的 量 A(e?) | ow BE 
DTFT 变换 中 ， 频 率 轴 上 统一 的 尺度 变化 。 特 别 地 ， 在 DTFT 中 ，Q 二 x 的 点 被 映射 到 了 
RIA Al) |o-ur 中 一 x/ 工 的 点 。 

假设 序列 a[n] 的 DTFT 被 明确 定义 ， 则 式 (3.4) 中 的 表达 式 描述 了 X(io)。 举 例 来 说 ， 
如 果 对 所 有 的 n 都 有 aLnj 二 1， 则 对 应 于 基本 脉冲 波形 pO MARS, BAM |Q|<x 
时 ， 有 A(le?) 二 2xn6(Q)， 并 且 在 此 范围 之 外 以 2n 为 周期 重复 。 因 此 XGjw) 包 括 一 系列 间隔 为 
2x/ 工 的 脉冲 。 根 据 式 (3. 5) 所 示 脉 冲 的 缩放 性 质 ， 每 个 脉冲 的 强度 是 PCjw) 在 脉冲 位 置 的 
值 的 2n/T HF: 

8(0) [our = MwT) = Faw), THER (3.5) 

在 无 噪声 的 情况 下 ， 接 收 信号 ~(z) 和 来 自 接收 机 滤波 器 的 信号 6(z) 都 可 以 进行 频 域 特 

ROjw) = HGw)XGw), BGw) = FGw) HGw) X Gw) (3. 6) 

式 (3.4) 和 式 (3. 6) 中 将 出 现 一 些 重要 的 约束 条 件 。 首 先 要 注意 的 是 对 于 一 个 普通 的 
DT 信号 aLn]， 关 于 信号 的 必要 信息 会 分 布 在 它 的 DTFT 上 ， 即 A(e?) 的 所 有 频率 O E, 
而 这 些 频 率 遍 及 |Q| 达 x 的 区 间 。 仅 仅 知 道 在 121 和 2. 一 x 这 样 一 个 较 小 范围 内 的 A(e?)， 
通常 是 不 足以 对 DT 信号 进行 重建 的 。 如 在 式 (3.4) 中 指定 的 Q= 二 wT， 就 会 看 到 AC KG 
含 DT 信号 在 频率 w 处 的 必要 信息 ， 其 中 遍及 整个 |w| 三 x/T KE. Ae, WREE | ol 
r/ 工 时 PGw)~0, ABA X(jw) 保 留 了 DT 信号 的 信息 ; WIRE | w| <r/T Bt HGw)PGo)0, 
那么 RGjw) 保 留 了 DT 信号 的 信息 ; MRE |o|<a/T It F Go) HGo)PGodA0, ARAM 
B(jw) 保 留 了 DT 信和 号 的 信息 。 

以 上 约束 条 件 有 一 定 设 计 上 的 隐 含 意义 。 对 于 一 个 非 零 脉冲 PCjw)， 如 果 只 在 一 个 严 
格 的 小 区 间 |o| 科 ww 到 x/ 工 内 ， 就 会 在 DT 信号 变换 到 PAM 信号 xz(2) 时 造成 信息 的 损失 ， 
这 样 对 于 所 选择 的 符号 率 1/T 就 不 是 合适 的 脉冲 。 但 是 ， 如 果 符 号 率 适 当 降 低 ， 降 为 w,/x 
或 者 更 低 时 ，P(jw) 就 是 合适 的 脉冲 。 

类 似 地 ， 即 使 脉冲 合理 地 设计 从 而 使 z(#) 保 存 了 DT 信号 的 信息 ， 如 果 仅 在 一 个 严格 
的 小 区 间 | w | Sw. <n/T 内 有 一 个 非 零 的 低 通信 道 电 (jw)， 其 中 w 是 信道 的 截止 频率 ， 那 
么 当 信 号 由 x(t) 变 为 r(t) 时 ，DT 信号 的 信息 也 会 受到 损失 ， 所 选择 的 符号 率 1/T 不 适合 
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这 个 信道 ， 也 就 需要 将 符号 率 减 少 到 we/r 或 者 更 低 ， 以 保留 DT 信号 的 信息 。 
GERD PAM 系统 中 符号 率 的 确定 
在 图 3.3 所 示 的 PAM 系统 中 ,假设 噪声 v(t) 二 0，d(z) 表 示 h(t) 和 f(t) 的 组 合 ， 即 
d(t) = h(t) * fA) (3. 7) 
所 以 
b(t) = x(t) * d(t) (3. 8) 
假设 DT 序列 a[n] 的 DTFT 是 带 限 的 ， 特 别 地 ， 在 区 间 121 委 xx 中 ， 仅 在 12| 委 /2 
时 非 零 。 并 且 该 序列 以 2x 的 整数 倍 出 现 周期 性 重复 ， 如 图 3.4 所 示 。 
假定 信道 和 接收 机 滤波 器 组 合 构成 了 一 个 理想 的 低 通 滤波 器 ， 其 截止 频率 为 IkHz， 
且 在 通 带 内 有 不 变 的 增益 C， 也 就 是 说 ， 
CC 
D(jw) = 0， |w|> 2nX 10? (3. 9) 
想 要 确定 出 符号 率 1/T 的 最 大 值 和 调制 脉冲 p(t) 的 约束 条 件 ， 从 而 使 得 aLnj 在 调制 
过 程 中 ， 在 信道 的 传输 过 程 中 以 及 在 接收 机 的 滤波 过 程 中 无 信息 丢失 。 也 就 是 说 ， 要 让 
a[nj 能 够 从 5(t) 中 恢复 出 来 。 
将 式 (3.4) 应 用 到 图 3.4 中 ， 在 图 3.5 中 另外 说 明了 这 两 项 在 式 (3.4) 中 相 乘 以 产生 X(jw)。 


A (ei) 





图 3.5 PGwo) SMF) ATE, RA TRKRG. 4) 中 的 乘积 X Go) 


从 图 3. 5 PD AD, RA FAR, REA lol STi P jo) #0, 2i 


调制 就 不 会 有 信息 的 丢失 。 这 一 点 和 之 前 对 这 个 例子 陈述 的 情况 不 同 ， 因 为 在 图 3.4 中 假 
定 了 信号 a[nj 的 频谱 没有 覆盖 |w| 二 x 整个 频率 范围 。 
HER, (OE z(t) 通 过 低 通 滤波 器 g(t) 的 结果 ， 特 别 地 ， 
BGw) = iain |w|< 2x X 10° 
其 他 


假设 在 |w| 壹 汽 时 ，P(Cjw) 是 非 零 的 ， 则 a[ 站 的 所 有 频率 信息 都 包含 在 |o| 科 党 这 个 


(3. 10) 
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频率 范围 内 。 因 此 ， 只 要 低 通 滤 波 器 的 截止 频率 大 于 该 范围 ， 那 么 所 有 的 信息 都 将 得 到 保 
留 。 和 否则， 一 些 信 息 就 会 丢失 。 特别 地 ， A 

2x X 10° > oe Ca 11) 
或 

1 F 

F< 4X 10° (3. 12) 


在 符号 率 比 4X10? RA, ce OO PRA. Ki, AH PGw) ft Dw) T He He Am 
了 一 定 的 频谱 整形 ， 所 以 可 能 没 法 从 65(t) 中 直接 恢复 出 af[n]。 特 别 地 ， 有 可 能 会 需要 额外 
的 频谱 整形 来 均衡 由 了 (Gow) 和 D(jiw) 引 起 的 频谱 形变 。 在 下 一 节 ， 将 考虑 通过 对 如 图 3.3 
所 示 的 C/D 系统 的 简单 使 用 ， 从 而 将 a[nj] 从 z(t) 中 恢复 出 来 的 情况 。 < 
3.1.4 接收 机 处 的 码 间 干扰 

在 没有 信道 损耗 时 ， 信 和 号 值 能 够 通过 在 工 的 整数 倍 时 刻 的 重 采 样 过 程 ， 从 如 图 3. 2 所 
示 的 传输 脉冲 串 中 恢复 出 来 。 然 而 ， 随 着 合适 的 时 间 局 域 化 Cnicely time-localized)， 这 些 
脉冲 就 会 有 无 限 的 带宽 。 因 为 任何 一 个 实际 的 信道 都 会 有 带宽 的 限制 ， 所 以 通信 信道 在 
PAM 波形 上 的 一 种 影响 是 “ 离 域 (delocalize)”， 或 者 是 每 个 脉冲 的 能 量 在 通过 一 个 低 通 滤 
波 器 或 者 发 生 不 恒定 的 群 延 迟 时 变 得 分 散 。 因 此 ， 在 发 射 机 端 没有 重 又 (或 者 只 有 良性 的 
脉冲 重 释 ) 的 脉冲 也 许 会 在 接收 机 端 重 又 ， 在 某 种 程度 上 这 就 会 阻碍 从 r(z) 的 采样 中 恢复 
脉冲 幅度 ， 也 就 是 说 ， 这 在 某 种 程度 上 造成 了 误差 ， 称 为 码 间 干 扰 (ISI)。 这 些 在 图 3. 6 中 
进行 了 说 明 。 


~ 
x(t) r) | | | | | | 
2T 


码 间 干扰 
a[2]g(t-27) 








y t 
a) cian each b) (tas vowed. c) ASTINA 


图 3.6 码 间 干扰 说 明 


现在 需要 明确 提出 的 是 ， 在 接收 机 中 从 经 过 滤波 的 信号 6(z) 中 消除 ISI 的 条 件 。 当 满 
足 无 ISI 的 条 件 时 ， 又 能 够 通过 对 5(z) 采 样 ， 从 而 以 简单 的 方式 再 次 恢复 出 DT 信号 。 基 
于 这 个 条 件 ， 可 以 确定 接收 机 滤波 器 的 脉冲 形状 p(t) 和 脉冲 响应 jz) 必须 满足 的 附加 约 
束 ， 以 此 消除 或 最 小 化 IST. 

cOBER(3.2 PAH, OO f[OMAONBER, 4 rO ERIRE Ft, A 
以 得 到 : 

b(t) = Palnlg(t—nT) (3. 13) 


其 中 godt f(t)、h(t) 和 p(2) 的 卷 积 

假定 在 采样 时 间 xT，g (2) 是 连续 的 ( 即 没 有 间断 点 );， 那 么 要 求 无 ISI 的 信号 恢复 条 
件 为 

gO =c, 且 对 非 零 整数 n， FA g(nT) = 0 (3. 14) 

其 中 < 是非 零 常数 ， 如 果 满 足 该 条 件 ， 那 么 它 遵循 式 (3.13) 中 的 b(nT)=caln], Alb 
DT 信号 在 已 知 的 比例 因子 c 时 就 能 得 到 精确 的 恢复 。 

sinc 脉冲 在 无 ISI 下 的 最 大 符号 率 

在 这 个 例子 中 ， 考 虑 式 (3. 13) 中 的 g(1) 为 
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sinw.t 


2) = 2 (3. 15) 
wet 
对 应 的 CTFT 变换 结果 GGw) X 
T 
Gw) = fe lol< a (3.16) 
0， 其 他 


选择 码 间 距 为 Te AA t=O gal, ER TERRAN 2A, w 


图 3.7 所 示 ， 因 此 能 够 在 接收 到 的 采样 中 避免 ISI。 所 以 就 能 够 以 符号 率 1/ 丁 传送 符号 ， 
该 符号 率 为 g(t) 截 止 频 率 的 两 个， 也 就 是 1/T 二 (2w.)/2x。 从 之 前 的 解释 中 可 以 看 到 ， 紧 
ERG. 4) 进 行 了 涉及 符号 率 和 信道 截止 频 al3]e(-37) 
率 的 约束 条 件 的 讨论 ， 但 是 却 无 法 期 望 做 ayer alleen 
得 更 好 ， 也 就 是 通常 情况 下 不 能 使 传输 速 
率 更 高 。 

在 下 一 节 ， 将 把 式 (3.14) 的 无 ISI 的 时 
域 条件 转 为 频 域 条 件 ， 这 在 设计 给 定 信道 的 
Pa p(t) 和 接收 机 滤波 器 f(z?) 时 非常 有 

。 对 式 (3.14) 的 无 ISI 条 件 的 频 域 解释 ， A ee eh ide 

wires aes 1924 年 提出 的 ， 并 由 图 3.7 sinc 脉冲 的 无 IST 性 质 示 意 ， 码 间距 为 T= 
他 于 1928 年 对 此 进行 延伸 ， 形 成 了 采样 定 ý 
理 。 在 此 之 后 ， 该 定理 等 了 近 20 年 才 因 Gabor 和 Shannon 的 推广 被 大 家 熟知 。 < 


3.2 RERE 
一 个 周期 性 的 脉冲 串 对 g(2) 进 行 采样 ， 得 到 函数 : 
&(t) = g(t) pat d(¢— nT) (3.17) 


对 式 (3. 14) 中 g(t) EER RRMA) — 04), 它 是 一 个 能 量 非 零 的 脉冲 ， 强 度 为 c， 
人 (7) 的 变换 形式 为 GCjw) = 二 c。 对 式 (3. 17) 的 两 边 进行 变换 ， 利 用 时 域 的 乘积 对 应 于 频 域 的 
卷 积 这 个 事实 ， 可 以 得 到 : 

fink =e = T È Gia im on) (3. 18) 

式 (3. 18) 右 边 的 式 子 表示 把 G(jw) 沿 着 频率 轴 搬 移 到 所 有 2x/T 的 整数 倍 的 点 上 (其 幅 
度 变 为 原来 的 1/T) 。 奈 奎 斯 特 要 求 的 是 G(jw) 和 其 所 有 的 复制 版 本 ， 以 间隔 2n/T 分 开 ， 
幅度 加 起 来 为 一 个 非 零 常数 。 对 满足 该 条 件 的 GGo) = F Go) H Go) P Gw) WY) i A ZEB) 3. 14 
中 给 出 。 

在 例 3. 2 的 式 (3.15) 和 式 (3.16) 中 ，sinc 函数 在 T= n/w. 的 特殊 条 件 下 当然 满足 
式 (3.18) 所 给 的 奈 奎 斯 特 条 件 。 比 如 说 ， 对 一 个 带宽 为 o 或 更 大 的 理想 低 通 信道 H Go), 
选择 的 载波 脉冲 为 式 (3.15) 所 示 的 sinc 脉冲 ， 选 择 的 接收 机 滤波 器 为 在 |w| 科 ws 时 
F(jw) = 二 1， 从 而 在 没有 额外 的 滤波 器 时 ， 在 采样 器 中 也 没有 码 间 干扰 。 然 而 ， 对 于 sinc hk 
冲 也 有 几 个 问题 ， 第 一 ， 信 和 号 在 时 域 上 向 两 个 方向 无 限 延伸 ;第 二 ，sinec 函数 在 时 间 上 有 
一 个 非常 缓慢 的 滚 降 (为 1/D ， 该 时 间 上 的 缓慢 滚 降 对 应 于 sinc 函数 在 频 域 过 渡 时 的 快速 急 
剧 截止 。 这 是 时 频 对 偶 性 的 常见 范例 : 在 一 个 域 的 快速 过 渡 意 味 着 在 另 一 个 域 的 缓慢 过 渡 。 

找到 在 时 间 上 上 比 sinc 脉冲 更 快 停止 的 脉冲 在 实践 中 非常 迫切 。 原 因 之 一 是 由 于 时 间 拌 
动 造成 了 采样 时 间 上 不 可 避免 的 误差 ， 这 就 会 造成 一 些 不 可 避免 的 ISI， 如 果 底 层 的 脉冲 
形状 的 衰减 速度 太 慢 ， 那 么 这 些 ISI 的 传播 将 会 持续 一 段 漫 长 的 时 间 ， 让 人 无 法 接受 。 同 
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时 ， 快 速 的 截止 可 以 允许 用 一 个 有 限 长 的 信号 对 一 个 无 限 长 的 双边 信号 进行 更 好 的 近似 ， 
通过 适当 的 延 时 ， 这 个 有 限 长 的 信号 就 可 以 变 成 因果 信号 ， 也 就 可 以 满足 因果 实现 的 要 
求 。 时 间 上 更 快 的 脉冲 训 减 的 代价 是 频 域 的 过 滤 会 趋 于 缓慢 ， 因 此 对 于 一 个 给 定 的 符号 率 
或 者 在 一 个 给 定 带宽 下 减 小 的 符号 率 ， 就 需要 更 大 带宽 。 

可 替代 的 奈 奎 斯 特 脉冲 说 明 

与 例 3. 2 的 情况 相 比 ， 图 3. 8 的 两 个 选择 在 频率 上 有 更 平滑 的 过 渡 ， 并 且 对 应 的 脉冲 
在 时 间 上 的 衰减 为 1/ 如 。 很 明显 ， 只 要 对 个 有 合适 的 选择 ， 那 么 两 者 都 能 满足 泰 村 斯 特 
条 件 。 

特别 地 ， 为 了 满足 奈 奎 斯 特 条 件 ， 就 要 求 


+ D G(iw~ im 2) = c (3. 19) 
图 3.9 说 明了 图 3.8 选择 的 GCjw) 所 对 应 的 G(jw)， 可 以 看 到 奈 奎 斯 特 条 件 是 满足 的 。 


G(jw) G (ja) 
O O, @, © O Oo, @ 
a) b) 


图 3.8 时 域 上 衰减 为 1/2 且 选 择 恰当 的 工 从 而 满足 奈 奎 斯 特 无 IST 条 件 的 脉冲 ， 
其 傅 里 叶 变 换 的 两 种 可 能 选择 





图 3.9 把 式 (3. 19) 应 用 到 图 3. 8 所 示 脉 冲 上 


对 于 图 3. 84 NRR, wR A-a) Ragne, (eta), yek 


斯 特 条 件 。 对 于 在 图 3. 8b 的 选择 ， 如 果 2K 一 心 ， 则 满足 泰 村 斯 特 条 件 。 


从 与 g( 直 相关 的 频 域 特性 的 系列 中 选择 Gljw)， 仍 然 可 以 得 到 平滑 的 过 渡 。g(t) 如 下 
所 示 : 
sin H cosB S 


a x, 1— QRT 
T 


(3. 20) 
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其 中 ，B 称 为 滚 降 系 数 。 
B==1 的 情况 在 频 域 里 是 一 个 升 余弦 脉冲 ， 相 应 的 g(t) 对 于 较 大 的 t 值 衰减 为 1/， 恕 
图 3. 10a Pra. 











AT aT -2r T. O Tm 3T Ar —2n/T 一 /了 O n/T 2n/T 
t 


w 
a) 时 间 波 形 b) 傅 里 叶 变换 
图 3.10 式 (3.20) 中 脉冲 族 的 时 间 和 频率 参数 [112] 





一 旦 G(jw) 被 确定 ， 如 果 固 定 FCjw) 二 1， 那 么 根据 信道 参数 A Go), Wie HX H M 
脉冲 变换 P(jw) 。 在 影响 接收 信号 r() 的 信道 噪声 存在 的 情况 下 ， 通 常 来 说 更 好 的 做 法 是 
在 发 射 机 处 只 做 部 分 的 脉冲 整形 ， 剩 下 的 部 分 则 在 采样 之 前 于 接收 机 处 完成 。 比 如 说 ， 如 
果 在 通 带 中 信道 没有 失真 (比如 通 带 中 吾 (jw)=1)， 并 且 通 带 中 的 噪声 强度 是 均匀 的 ， 那 么 脉 
冲 的 最 优选 择 为 P(jiw) 一 VGGa)， 而 且 这 也 是 接收 机 滤波 器 FCjw) 的 最 佳 选择 ， 这 里 的 GCjw) 
是 纯 实 的 且 非 负 的 。 在 第 13 章 讨 论 匹配 滤波 器 时 ， 会 更 加 详细 地 说 明 该 问题 。 < 


3.3 通 带 脉 冲 幅度 调制 


之 前 的 讨论 主要 集中 在 基带 脉冲 的 设计 上 。 对 于 电话 线 、 无 线 链 路 、 卫 星 、 电 费 或 者 
大 多 数 其 他 的 物理 信道 上 的 传输 来 说 ， 基 带 信号 需要 被 调制 到 一 个 更 高 频率 的 载波 上 ， 也 
就 是 转换 为 通 带 信号 。 这 也 为 增强 型 PAM 提供 了 机 会 。 近 年 来 ， 基 于 脉冲 幅度 调制 的 原 . 
理 ， 数 字 调 制 解 调 器 的 标准 、 速 度 和 稳定 性 有 大 量 的 改进 。 这 些 变动 和 改进 包括 频 移 键 控 
(FSK)、 相 移 键 控 (PSK)、 正 交 幅 度 调制 (QAM)， 其 中 每 一 个 都 将 在 下 面 进 行 更 详细 的 
描述 。 由 此 带 来 的 符号 率 和 比特 率 的 增加 ， 反 映 了 近年 来 信号 处 理 的 改进 ， 体 现 出 更 好 的 
调制 方法 ， 更 好 条 件 的 信道 利用 以 及 更 复杂 的 编码 方式 和 相应 更 复杂 的 解码 方法 。 
对 于 基带 脉冲 幅度 调制 ， 发 送信 号 采用 式 (3. 2) 的 形式 ， 也 就 是 
x(t) = Mah nT (3. 21) 
其 中 ，p() 是 一 个 低 通 脉 串 。 当 这 是 一 个 正弦 载波 上 的 幅度 调制 信号 时 ， 发 送信 号 有 如 下 
形式 : 
s(t) = S)aln]p(t— nT) cosat + 0.) (3. 22) 
其 中 ，w. 和 0. 是 载波 频率 和 载波 相位 。 
ERG. 22) 最 简单 的 形式 中 ， 特 别 是 当 w 和 0. 固定 时 ， 式 (3. 22) 对 应 于 用 幅度 调制 
把 基带 频率 内 容 转 移 并 集中 在 正弦 调制 频率 we 的 频带 上 。 然 而 ， 由 于 引入 了 we 和 0. 这 两 
个 附加 参数 ，s(b 中 就 会 有 额外 的 可 能 性 来 嵌入 数据 。 特 别 地 ， 除 了 在 每 个 符号 间隔 处 改 
变 幅 度 之 外 ， 还 可 以 考虑 在 每 个 符号 间隔 处 改变 调制 频率 和 (或 ) 相 位 。 这 样 的 选择 就 产生 
了 频 移 键 控 和 相 移 键 控 。 113 
3.3.1 频 移 键 控 
在 频 移 键 控 下 ， 式 (3. 22) 采 用 以 下 形式 : 
s(t) = Sjaln]p(t— nT) cos((w + A,)t + 4) (3:23) 
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EH, wo 为 额定 载波 频率 ，A, 为 符号 间隔 的 载波 频率 偏 移 量 。 虽 然 通常 情况 下 ，FSK 
中 幅度 aLnj 不 会 改变 , 但 是 原则 上 a[nj 与 A, 都 能 加 入 数据 信息 。 
3.3.2 BBE 
在 相 移 键 控 下 ， 式 (3. 22) 采 用 以 下 形式 : 
sty). = X a[n] — nT) cos(w.t + 0,) (3. 24) 


在 每 个 符号 间隔 处 ， 此 时 的 脉冲 幅度 aLnj 和 载波 相位 % 都 可 以 并 人 数据 信息 。 在 通常 
PA PSK 的 调制 中 ， 信 息 只 会 包含 在 相位 中 ， 也 就 是 与 FSK 相似， 幅度 a[nj 不 会 改变 。 
举 个 例子 ， 令 
2xb,, 
On = M > 
HH, bh 为 整数 ， 在 每 个 符号 间隔 中 ，M 个 符号 中 的 每 一 个 都 能 够 进行 相位 编码 。 在 
M=2, 0,=0 或 x 时， 就 会 得 到 通常 称 为 二 进 制 的 PSK(BPSK)。 当 M=4, 0, 则 取 0、 


3 
=. xR +. 


为 了 有 所 差异 地 说 明 PSK， 并 将 之 作为 后 续 讨 论 的 前 奏 ， 以 便 能 扩展 讨论 并 做 进一步 
的 概括 ( 正 交 幅度 调制 )， 用 一 个 替代 式 来 表示 式 (3. 24) 会 比较 方便 。 利 用 恒等式 





0 (3. 25) 


cos(wet0,) = cos(6,)cos(w.t) — sin(0,)sin(w.t) (3. 26) 
可 以 得 到 

s(t) = I(t) cos(w,.t) — Q(2) sin(w,t) CITT) 

其 中 
1(t)= D)ai[n] p(t — nT) (3. 28) 
Q= SJa,[n]p(t— nT) (3. 29) 

并 且 
a;{n]= aln |cos(6, ) (3. 30) 
a,[n]= a[n]sin(@,) (3.31) 


式 (3. 27) FESR (3. 24) 的 正 交 形式 ， 其 中 I(t) 和 Q(z) 为 
同 相 分 量 和 正 交 分 量 。 对 于 BPSK, a;[n]=+a 并 且 
a,[n]=0. 

对 0, 为 式 (3. 25) 的 形式 且 M=4 W PSK, 0, RO, 


a T, Ehei. 在 式 (3. 30) 和 式 (3. 31) 的 符 


号 中 ，a;[nj] 为 十 4a、 一 a、0 中 的 某 个 值 ， 同 时 a [nje 
为 十 4a、 一 a、0 中 的 某 个 值 。 然 而 ， 很 明显 M=4 这 个 
选择 仅仅 能 够 对 4 个 符号 编码 ， 而 不 是 9 个， 也 就 是 
aiLnj 和 asLnj 取 值 的 各 种 可 能 性 是 不 独立 的 。 特 别 地 ， 
在 M=4 it, WR aln] = +a, 意味 着 ,二 0， 那 么 AEn gor BM, ST at Hy LQ 
aa[z] 一 定 为 零 。 查 看 这 些 信息 的 一 个 简便 方法 是 通过 
LQ 星座 图 ， 如 图 3. 11 所 示 。 星 座 图 中 每 个 点 代表 了 = 
不 同 的 可 被 编码 的 符号 。 在 图 3. 11 所 示 的 星座 图 中 ，4 个 符号 中 的 一 个 能 够 在 每 个 符号 间 
隔 中 进行 编码 。 

四 相位 PSK 的 另外 一 种 形式 为 





yy 0 (3. 32) 
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在 这 种 情况 下 alnJ=+—-, axin]= + 得 到 了 如 图 3.12 所 示 的 星座 图 。 在 此 情 


V2 
ULF. 3003. 28) Ast (3. 29) Pre MAY TC) 和 
Qi 的 幅度 调制 能 够 分 别 进行 。 此 星座 图 下 的 
调制 通常 称 为 四 相 移 键 控 (Quadrature Phase 
Shift Keying, QPSK). 
3.3.3 正 交 幅度 调制 

在 上 述 PSK 中 ，a[nj] 是 假定 为 常量 的 。 
式 (3. 24) 中 的 幅度 a[nj 和 相位 0, 的 组 合 编码 
形成 了 一 个 更 丰富 的 调制 形式 ， 称 为 正 交 幅度 
调制 ， 式 (3. 27) 一式 (3. 31) 的 表达 式 中 ， 人 允许 
从 一 系列 更 大 范围 的 幅度 中 选择 a;Ln] 和 a。Lnj 

一 个 16 点 的 QAM 星座 图 

图 3. 13 所 示 的 QAM 星座 图 对 应 每 组 幅 
度 能 够 取 值 为 十 a 和 士 3a 的 情况 。 此 情况 下 
有 16 种 不 同 组 合 ， 可 以 用 来 编码 4 位 信息 ， 
如 图 3.13 所 示 。 在 这 种 形式 下 ， 一 种 目前 语 
音信 道 调制 解 调 器 标准 中 ， 载 波 频 率 为 
1800Hz， 符 号 频率 或 波 特 率 (1/T) 为 2400Hz。 
由 于 每 符号 4 位， 那么 就 是 9600bits/s。 一 个 
可 能 被 采用 的 基带 脉冲 形式 p(t) 是 式 (3.20) 
中 的 余弦 传输 脉冲 的 平方 根 ， 此 时 6=0.3。 这 
些 脉 冲 包含 的 频率 高 达 1.3X1200 王 1560Hz。 
在 1800Hz 载波 的 调制 之 后 ， 信 号 占据 了 
240Hz~ 3360Hz 的 带宽 ， 这 就 是 语音 电话 信 
道 的 通 带 。 < 

更 快 的 调制 解 调 器 需要 更 精细 的 基于 
QAM 的 方法 。 有 一 种 语音 信道 标准 包括 了 
128QAM， 理 论 上 每 个 符号 可 以 传输 7 位 ， 但 
却 以 更 高 的 噪声 敏感 度 为 代价 ， 这 是 因为 对 
于 给 定 的 信号 功率 的 情况 下 ， 星 座 图 的 点 更 
紧密 地 聚集 在 一 起 。 然 而 ，QAM 与 称 为 网 格 
调制 编码 (Trellis-Coded Modulation, TCM) 
的 组 合 ， 通 过 在 连续 比特 的 调制 幅度 之 间 引 
人 相关 性 ， 从 而 造成 了 一 定 的 元 余 性 ， 以 获 
得 更 大 的 噪声 免疫 性 和 每 个 符号 6bits 的 有 效 
率 。 符 号 率 此 时 仍 为 2400Hz， 所 以 传输 速率 











%4 

a 
1011 Jo |3 4110 1111 
1010 1000 š 1100 1101 

— 

0 + H f 
0001 0000 1 0100 0110 
0011 0010 | 0101 0111 


图 3.13 一 个 16 点 的 QAM 星座 图 





图 3.14 一 个 8 点 QAM 星座 图 


X 6 x 1200 一 14400bits/s。 然 而 另 一 种 标准 引入 了 1024QAM， 尽管 带 有 更 强 的 噪声 敏感 
度 ， 但 是 它 每 个 符号 能 够 传输 10 位 。 与 TCM 的 组 合 由 于 差错 控制 引入 元 余 ， 最 后 形成 的 
比特 率 在 3200Hz 的 符号 率 下 为 28800bits/s， 对 应 于 每 个 符号 有 9 个 有 效 位 ， 从 而 更 好 地 


利用 了 信道 带宽 。 
8 点 QAM 星座 图 


在 这 个 例子 中 ， 考 虑 如 图 3.14 所 示 的 8 点 QAM 星座 图 ， 这 8 个 点 位 于 半径 为 a 的 图 
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[117] 


118 


上 。 在 式 (3. 24) 的 表达 式 中 ，b 为 以 下 8 个 值 中 的 一 个 : 


x. x Sor on 6x 7x 
ar te 1 ee a (3. 33) 


在 这 8 个 值 中 每 一 个 值 下 ， 式 (3.30) 和 式 (3.31) 中 的 w 和 au 都 具有 : a[n] ta [n] =a., 
比如 说 ， 如 图 3. 14 所 示 ， o= EH, 有 a;il[n]= 





a a 
Fi ala TA <a 
由 式 (3. 27) 一 式 (3.31) 定 义 的 调制 cos (w,t) 
信和 号 在 Tb 和 Q(z) 两 部 分 都 能 够 携带 编 
码 数据 。 因 此 ， 在 解 调 中 必须 能 够 单独 1(0) 
地 提取 出 数据 。 这 个 工作 可 以 通过 如 
图 3. 15 所 示 的 正 交 解 调 来 完成 。 
在 调制 解 调 中 ， 认 为 p(t) 的 带宽 与 
载波 频率 w. 相 比 要 低 ， 从 而 使 T(t) 和 elo) 
QU) ARNE w。。 图 3.15 中 的 输入 信 ; 
BW) 图 3.15 正 交 调制 PAM 信号 的 解 调 方案 
ri(t)= I(t) cos’ Cwt) — Q(t) sin(w,t) cos(w,t) (3. 34) 
= ZIO — FI cos (wt) — FQ) sin (ut) (3. 35) 
类 似 地 ， 
r,(t)= I(t) cos(a,t) sin(w.t) — Q(t) sin (wet) (3. 36) 
= FIC) sin(2a.t) + FQW) — FQ cos(2a.t) (3. 37) 


选择 低 通 滤波 器 的 截止 频率 大 于 p(t) 的 带宽 ， 因 此 也 就 大 于 I(t) 和 Q(z) 的 带宽 ,但 
是 也 要 足够 低 ， 以 消除 rit) 和 ru(ti) 在 2w. 附近 的 分 量 ， 其 输出 就 是 正 交 信号 IMA QM), 
其 缩放 因子 取决 于 低 通 滤波 器 的 增益 。 


3.4 延伸 阅读 


有 一 些 文章 是 关于 数字 通信 处 理 的 ， 比 如 说 LAnl]LAn2][LBar]jLGib]jLHa2][LLa2] 
[Pr2] 和 [Ziej， 包 括 了 脉冲 幅度 调制 的 处 理 和 正 交 幅度 调制 的 扩展 。 它 们 也 讨论 了 奈 奎 
斯 特 无 ISI 条 件 及 其 在 脉冲 整形 中 的 作用 ， 并且 会 在 第 13 章 信 号 检测 的 情况 下 再 次 
出 现 。 


习题 

基础 习题 (jw) 如 图 P3. 1-2 所 示 。 

3.1 考虑 一 个 PAM 系统 ， 该 系统 希望 在 信道 的 如 果 脉 冲 波形 为 
输出 端 采 样 时 ， 在 避免 码 间 干扰 的 情况 下 较 p(t) = Sin(2x X 100) 
快 地 发 送 符 号 。 描 述 这 一 过 程 的 框图 如 图 ad 


P3. 1-1 所 示 ， 该 题 的 特定 信道 的 频率 响应 
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采样 间隔 了 


x[n] 


RANE È x[n]p (t-nT) 


P3. 1-1 


3. 2 


3:3 
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图 P3.1-2 


那么 在 无 ISI 情况 下 ， 也 就 是 存在 一 个 常数 
使 得 y[Lnj] = czx[nj 成 立时 ， 最 快 的 符号 率 
1/T 的 值 为 多 少 ?” 同 时 求 出 c 的 值 。 

一 个 PAM 发 射 器 发 送信 号 


s(t) = >) aln]p(e— nT) 


以 传输 一 个 信息 序列 a[nj]。 在 接收 机 端 ， 通 
过 在 TT 的 整数 倍 时 对 s (2) 采 样 得 到 序列 
b[n]。 也 就 是 说 接收 机 的 输出 序列 为 bn] = 
s(nT) . 

以 下 给 出 了 P Gow) 的 两 个 可 能 的 选择 ， 
P(jw) 为 脉冲 波形 p(z) 的 健 里 叶 变 换 。 对 于 
每 一 个 选择 ,说 明 是 否 存在 一 个 值 T， 使 得 
系统 不 存在 ISI， 也 就 是 , 说 明 是 否 存 在 值 
T, 使 得 对 所 有 的 a[nj] 和 nn， 有 6b[Lnj]= 
caLn]， 其 中 < 为 一 个 常数 。 如 果 你 对 某 个 特 
定 的 P(jw) 的 回答 是 肯定 的 ， 请 指定 在 无 ISI 
条 件 下 工 的 所 有 可 能 值 。 对 每 个 回答 给 出 简 
要 理由 。 


GoD 
w 
mi2 ， < 
(b) Po 一 | Hi i 
考虑 如 图 P3. 3 所 示 的 系统 ， 以 每 工 秒 发 一 


个 值 的 速率 发 送 数据 。 


六 atmjp (t—n7) 


cm 信 通 yt) x E 
gar Oe? 


Al. P3.3 


这 里 关注 的 是 对 脉冲 波形 pCO WIT, E 

对 任意 的 数据 序列 a[]j 都 无 ISI， 也 就 是 说 ， 

使 得 b[n]==a[n]。 信 和 道 是 一 个 理想 的 低 通 滤 

波 器 : 

1; |o|<B 

(a) 构造 一 个 合理 但 简洁 的 论证 ， 以 证 明 在 
B 一 ?了 时 ， 找到 一 个 脉冲 pC), WDE 
IS] 要 求 是 不 可 能 的 。 

(b) 当 B= 示 时 ， 指定 一 个 脉冲 波形 po W 
足 无 ISI 要 求 。 你 找到 的 p(z) 是 唯一 的 


CGw) = 


3.4 


3.9 


3.6 


a7 
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还 是 存在 其 他 的 脉冲 波形 也 满足 信道 的 
无 ISI 条件 呢 ?解释 你 的 答案 。 
通过 QAM 发 射 的 信号 具有 以 下 形式 : 

x(t) = xe (t) coswot zs(t)sinwot 
Hp, re) A zxs(t) 的 带宽 比 载波 频率 wo 
要 小 。 描 述 你 将 要 以 何 种 信号 处 理 方式 来 分 
别 恢复 出 are (1) Al rs). 
考虑 一 个 QAM 通信 系统 ， 其 星座 图 如 
图 P3. 5-1 所 示 ， 其 中 如 图 所 示 的 每 个 符号 
代表 2 位 。 

假设 接收 信号 为 
r(t) = a; © plt)cos(wot) +a, * plt)sin(wot) 
其 中 ,ww 二 2x。105。 已 知 p(t) 带 宽 限 制 在 
(2x。50)Hz 并 且 p(0) 二 1， 其 他 关于 p(t) 的 
信息 都 未 知 。 想 要 通过 利用 如 图 P3. 5-2 所 示 
WAZ Mr) PREZ a; 和 ayo 





ES ian 
bw nt a,=x,(0) 


画 出 系统 A 的 方 框图 ， 并 解释 清楚 它 为 何 
有 效 。 
在 图 3.13 中 ， 画 出 了 16 个 点 的 QAM 星座 
图 。 假 设 在 前 3 个 符号 时 间 中 发 送 的 二 进 制 
数 为 
he & tt le] n = 0+ 1100 
fe & tt HE] n = 1: 0011 
#5 wt fe] n = 2+ 0110 
(a) 求 出 s(t) CE TE BEB HK T(z?) 和 Q(t) 表达 式 
中 的 序列 aj[nj 和 asLnj(n 二 0，1，2)。 
(b) 求 出 GD 在 PSK 表达 式 中 的 aLnj 和 b(n 二 
ys 
假设 一 个 PAM 信号 cA 
x(t) = Dya[njplt—nTo) 


Ep, pOH sine 脉冲 
sin(xt/T, ) 


PQ = EIT. 
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信号 z(ti 通 过 一 个 具有 理想 低 通 频率 
响应 的 信道 发 送 。 该 理想 低 通 频率 响应 为 
当 |w| <w ht, HGo)=1, HAY F H 
(jw) =0. Æ IRK AY ihn, AS E A a 
隔 To 选择 为 无 ISI 情况 下 的 最 小 值 。 在 以 下 
两 种 情况 中 ， 根据 Ti 和 we 确定 To. 
Gi) 当 w >(n/T, Bt 
GD 当 we<(CrT ) 时 。 

3.8 一 个 信号 p(2) 的 变换 形式 P(jw) 为 


lol 
pao = fiT aa [ol < wn 
0, 其 他 
对 于 所 有 不 为 零 的 整数 n, 保证 p(nT) =0 
的 工 的 最 小 值 是 多 少 ?p(0) 是 什么 ? 
3.9 考虑 如 图 P3. 9-1 所 示 的 PAM 系统 


2 


rz) = J) alk] g(e— kT) 


大 一 一 co 


HP, g(t)= pt) x A(t), 


ainal DRO beds AT, A 
pit) AD | 采样 间隔 了 


图 P3. 9-1 


信道 频率 响应 如 图 P3. 9-2 所 示 。 给 出 传输 
脉冲 如 (的 傅 里 叶 变 换 P(jw) 的 一 个 选择 ， 
使 得 对 所 有 的 n， 有 b[nj]==a[n]。 清 楚 地 说 
明 你 的 理由 。 


H(jw) 





图 P3. 9-2 


3.10 考虑 一 个 二 进 制 PAM 通信 系统 ， 其 中 双 极 
性 信号 通过 以 下 脉冲 被 使 用 : 

fle ft. lee T 

0, 其 他 

并 且 以 每 秒 fi 个 脉冲 的 速率 发 送 。 

(a) 确定 fi 的 最 大 值 ， 使 得 传输 波形 中 无 


cos (wot) 


pt) = 





ISI， 也 就 是 确定 fi 的 最 大 值 ， 使 得 以 
下 信号 中 的 NN 个 脉冲 不 会 重 盈 : 


N 
yt) = >) pa k/ fa) 
k=l 


Cb) 求 户 的 最 大 值 ， 使 得 以 比特 率 采 样 和 
位 于 脉冲 顶端 附近 的 样 点 值 不 会 被 IST 
所 影响 ， 即 


N 
yn/ fa) = > pCn—k)/f,) = pCO) 吗 ? 
k=) 


高 级 习题 

3.11 考虑 两 个 用 到 PAM 通信 系统 中 传输 二 进 制 
数据 的 候选 脉冲 。 图 P3. 11 所 示 为 第 一 个 
脉冲 pi (7) 在 时 间 上 的 波形 图 ， 第 二 个 脉冲 
的 频谱 为 


Paes 2sin(5 X 10° w) 


w 


Pp, 





-5x 105 0 5x105 
P3. 11 


假定 使 用 了 双 极 性 信号 ， 也 就 是 ， 传 输 
脉冲 方 〇 9 代表 1， 传输 脉冲 的 负 值 一 p; (2) 代 
表 0。 同 时 还 假定 信道 带宽 足够 宽 ， 从 而 不 
会 改变 这 两 个 候选 脉冲 波形 中 的 任意 一 个 。 
(a) 脉冲 以 每 秒 104Baud 的 速率 发 送 ， 称 为 

信号 速率 、 符 号 率 或 者 波 特 率 。 对 每 个 

脉冲 ,确定 接收 机 处 是 否 会 存在 ISI. 

你 可 以 通过 时 域 思考 并 回答 ， 并 试 着 检 

查 你 的 答案 与 无 ISI 脉冲 波形 的 奈 奉 斯 

特定 理 所 给 出 的 频 域 叙述 一 致 。 

(b) 在 信号 速率 为 每 秒 2X 10° 个 脉冲 的 情 

况 下 重 做 (a)。 

O 假定 一 个 信和 号 速率 为 每 秒 2X 104 个 脉 

冲 ， 对 这 两 种 脉冲 中 的 每 一 个 ， 在 发 送 

的 符号 序列 为 “11010” 时 ， 给 出 信道 

接收 末端 的 带 标识 信号 图 。 

3. 12 一 个 PAM 通信 系统 如 图 P3. 12-1 所 示 。 


cos (wot) 


3:13 


在 该 图 中 : 

KH PLA A laln], —co<n<co}, RHE 
序列 被 发 送 。 

PAM 系统 的 输出 为 


x(t) = >) aln]p(t— nT) 


一 一 co 


Hp, pi) 为 一 个 脉冲 波形 ， 其 传 里 叶 变 
换 PCjw) 如 图 P3. 12-1 所 示 。 

发 射 机 输出 为 s =2(t) cos(aot), E 
ea >2n/T. 

信道 为 带 通 滤波 器 HOw), al P3. 12-2 
所 示 ， 其 中 ， 输 出 为 rM=s x ha). 

接收 机 采用 低 通 滤波 器 L (jw)， 如 
图 P3. 12-2 所 示 ，y(t) =r(t) cosCaot) LARK 
得 基带 波形 g(t); 

接收 机 输出 为 序列 {6[n]， 一 过 n 二 
co)， 其 中 b[n]=g(rT). 


P(jw) 


T 
w 
-2n/T 0 2n/T 


H (jo) 


1 
w 
-wo —W)+2n/T 0 wo-27T wo 


L (ja) 


tia 

w 
-2n/T 0 2n/T 
Da 12-2 


(a) 仅仅 对 这 一 部 分 ， 假 定 a[n]=6[nj， 
也 就 是 a=1, 在 7 天 0 时 a[n]=0。 mi 
出 xr(2) 的 仁 里 叶 变 换 R(jw) 的 图 ， 并 标 
明 数 值 。 

(b) 接收 机 的 输出 会 有 ISI 吗 ? 详细 证 明 你 
的 结论 。 

图 P3. 13-1 为 一 个 PAM 系统 


脉冲 发 生 器 | 人 


p(t) 


s(t) 4 
2 SEM b[n] =s (nT) 


Æ P3. 13-1 


a[n] 


3. 14 


3.15 
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(a) 如 果 p(t)==6(1)， 用 Ale) #A SGo). 
对 于 这 个 问题 的 其 余部 分 ， 假 定 : 


sin(x * 10*2) 


p= xe l0't 

io“, Ze 10° 
PGo)= foal << 

0, |w| > 2+ 10t 


同样 假定 信道 没有 引入 失真 或 者 噪声 ， 
编码 序列 5bLnj 通 过 在 工 的 整数 倍 时 对 
接收 信号 s (2) 采 样 得 到 。 

(b) RE T=10 FH a[Lnj 为 一 个 任意 的 
输入 序列 ,确定 对 所 有 的 n, bin] = 
a[nj 是 否 成 立 。 

C) 现在 假定 A(Ce2) 如 图 P3. 13-2 所 示 ， 并 


且 T=4 X10, 

(i) MH SGo). 

G) 确定 在 这 种 情况 下 ， 对 所 有 的 n, 
b[nj 二 aLnj 是 否 成 立 。 


4(ei9) 
T T 
3 0 3 2x Q 
图 P3. 13-2 
假定 PAM 信号 
x(t) = Da[nlplt—nT,o) 
其 中 ， ios Peg] 通过 信道 发 送 ， 
xt/T, 


信道 为 理想 低 通 ， 其 频率 响应 为 |w| <a. 时 

HGw)=1, HAF Hjo) =0. SAS 

重复 间隔 To 为 接收 端 无 ISI 情况 下 的 最 

小 值 。 

(a) 在 五 和 为 以 下 两 种 情况 时 确定 To 
的 值 : 

Gi) M o> n/T ) 时 。 
Gi) 4 wo. <(2n/T) BY. 

(b) 对 (a) 中 的 两 种 情况 ， 如 果 信 道 输入 为 
a(t)= p(t), MF Hi A DT 序列 为 
a(nJ=éLn], 确定 在 时 间 c= 0 时 信道 
的 输出 。 

(c) 若 实际 信道 频率 响应 为 e ?日 (jw)， 其 中 
D 为 一 个 固定 的 正常 数 ， 互 (jwo) 如 之 前 
所 定义 的 ， 那 么 你 对 (a) 问 的 回答 会 如 何 
改变 ? 并 且 需 要 在 哪些 时 刻 对 信道 输出 
进行 采样 ， 以 得 到 与 (b) 问 相同 的 值 ? 

假定 p02) 为 一 个 三 角 脉 冲 ， 其 形式 为 

| 


oO. > 


t| 
T’ eT 
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HA || STH, po=0, EBB p(0)=1 
并 且 n#0 hf, p(nT)=0. p) ye Hap as 
换 形 式 为 


利用 这 些 条 件 ， 或 以 其 他 的 方式 ， 计 算 以 下 
无 限 项 和 (也 就 是 作为 w 的 函数 求 出 其 值 ): 


© sin? (“T —ex) 
(En) 
扩展 习题 
pre 
3.16 (a) DTFT 是 多 少 ? 
x(n—+) 


通过 验证 所 得 结果 的 逆 变 换 是 以 上 
的 时 间 函 数 ， 对 该 结果 进行 明确 的 论 
证 。 并 求 出 以 下 表达 式 的 值 


Sala L u 


说 明 你 的 理由 。 
(b) 考虑 信号 r0) = > yo[mw(z 一 nT) 5 


其 中 ulin] WER AY DT FES, wl 
É BE AY Ua) FP, EP AE H n 
P3. 16 所 示 。 当 trot, wit) WE 
以 1 衰减 ,& 为 整数。 确定 的 值 ， 
并 说 明 你 的 理由 。 并 且 指 定 TOON 
时 ， 将 满足 z(nT) 一 Co[z]，C 为 党 
数 。 说 明 你 的 理由 。 


W (ja) 





—~ e 
—2x 10x -10r 0 10r 2x 10%x @ (rad/s) 


图 P3. 16 
3.17 TE: 这 个 问题 需要 对 第 10 章 随机 过 程 有 一 
定 的 基本 了 解 。 在 图 P3.17-1 中 ， 给 出 了 
一 个 PAM 系统 ， 其 中 发 送 序列 aln] FE W 


度 上 是 连续 的 。 
信道 
脉冲 Mep teint 
调制 | 
pry ION ye, g ELON O; 6 BION wes RED rr 
EB rcp 3 ji 
ÆI P3.17-1 


该 信道 用 一 个 线性 时 不 变 系 统 模型 描述 ， 
其 脉冲 响应 为 h(t)， 加 性 输出 噪声 为 (2) 。 
接收 信号 r() 通 过 LTI 滤波 器 f(t)， 然 后 
被 采样 以 得 到 b[n]。 相 关 的 联系 为 : 


s(t) = 5 aln|p(t—nT) 


一 一 co 


Pe DBE LH pt) x ha). 


r= 5 aln]p.(t— nT) + mt) 


外 一 一 co 


g@)= f@ *r(t) 

bln]= g(nT) 

1D A EEL SOP Fä CWSS) biti BL 
过 程 ， 其 自 相关 函数 R,, (7) = N6(7)。 
(a) 仅仅 对 于 这 一 部 分 ， 

e 7(t) 二 0( 也 就 是 N=0); 

@ Hjo) =e? 

@ f(t) =d@) 

@ p(t) 如 图 3.17-2 Bras 


pit) 





图 P3. 17-2 


确定 最 快 的 符号 率 (1/T)， 使 得 ga) 中 
无 ISI， 也 就 是 说 ， 使 得 b[nj]== caLnj]， 
Kip co 为 常数 。 同 时 ， 确 定 c 的 值 。 
对 于 这 个 问题 的 其 余部 分 假定 ra) R 
ga) PE ISI. 
(b) 根据 pea, f(t), 
b[L0] 的 均值 和 方差 。 
Cc) 根据 p OME f(z) 的 值 ， 使 得 Eo] = 
aL0]， 并 使 6[0j] 的 方差 最 小 。 
YE: 这 个 问题 需要 对 第 10 章 随 机 过 程 有 一 
定 的 基本 了 解 。 图 P3.18-1 给 出 了 一 
PAM 系统 ， 其 中 发 送 序列 alnj] 为 零 均 值 广 
义 平稳 高 斯 随机 序列 ， 其 自 相 关 函 数 为 


Ri ia] 4 (+y" 


N ffla[n], 确定 


n(t) 


脉冲 调制 4 
am WHat ooh oa 
f 


图 P3: 18-1 


信道 引入 了 加 性 噪声 yd). Bike fa S 
(1) BER EVA FEB b[n]。b[nj 接 着 被 一 个 无 
记忆 仿 射 系统 下 所 处 理 , F 的 输出 h[n] 为 
aLnj 的 估计 值 。 相 关 的 联系 为 : 


ar 


3. 19 


oo 


s)= >) aln]p(t— nT) 


太一 一 cc 


r= >) aln|p—nT) + 7) 


bln ]= r(nT) 
KOHE WSS 噪声 ， 其 自 相关 函数 为 
Rn (iD 一 Ne |"! ;并 取决 于 ala]. 
a[n] = ko thi bn] 
(a) 如 果 pC) Wl P3. 18-2 所 示 ， 确 定 ra) 
中 是 否 会 存在 IST. 
(b) 本 小 题 中 ， 若 已 选 定 p(y EE ro 
无 ISI， 且 p(0)=1, AB F AW fi ih 
&[n] 的 形式 为 4[nj] 二 十 kib[Ln]。 确 定 
ko 和 的 值 以 最 小 化 均 方 误差 s: 
e = EL(al[n]—4[n])?] 
本 小 题 中 ， 若 已 选 定 2(z) 使 得 r(z) 中 无 
ISI, H p(0) 二 1。 你 知道 发 送 端 的 aLnj 
的 值 ， 并 且 试 着 估计 接收 端的 bn] A 
多 少 。b[nj 为 b[nj 的 估计 ， 在 发 送 端 确 
定 能 最 小 化 均 方 误差 er 的 估计 值 b[n] 
的 大 小 。er 定义 为 
er = ELEn] — b[Lnj)’] 


pit) 
1 


(c 


VY 


ans Pet 7? 
4 4 
Al P3. 18-2 


这 个 问题 取决 于 对 第 7 章 和 第 10 章 的 随机 
变量 和 随机 过 程 的 基本 了 解 。 在 一 个 与 本 
章 的 连续 时 间 PAM 系统 类 似 的 特定 的 DT 
通信 系统 中 ， 接 收 机 端的 基本 问题 涉及 接 
收 信号 r(t)， 其 形式 为 
rin] = Ap[n]+v[n] 

其 中 ，A 为 由 发 射 机 决定 的 一 个 随机 变量 ; 
接收 机 仅仅 知道 A 的 均值 yxy、 和 方差 o。 
假定 A 与 广义 平稳 白 噪声 过 程 vL* ] 无 关 ， 
v[*] 代 表 了 通信 信道 中 的 噪声 ， 其 强度 为 
Z, BEREH, HAMAK O, DRRR E 
Sa C RSI ol: JAA RR RE E KI 
已 知 信号 


g= Dp [n] 
接收 信和 号 无 噪声 ， 因 此 具有 已 知 的 波 
形 pln], 但 是 还 有 随机 幅度 A。 接 收 机 通 
过 一 个 稳定 的 单位 样本 响应 为 fLnj 的 LTI 
滤波 器 对 接收 信号 r[nj 进 行 滤波 ， 在 其 输 
出 端 产生 信和 号 bln] = fin] * rin], 其 中 * 
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表示 卷 积 。 尤 其 关心 通过 在 0 时 刻 对 滤波 
器 输出 采样 得 到 的 随机 变量 B= 二 6[0j]: 


B= b[0] = pA falis a] 


= AX finan) + (> find nD) 

= gÁ +V 
其 中 需要 引入 符号 
a = D fin]p n], V = 2 flinjv—n] 
以 简化 表达 式 。 注 意 到 a 为 一 个 确定 性 的 常 
数 ， 但 是 V 为 一 个 随机 变量 。 这 在 用 下 式 简 
单 地 表示 下 * ] 的 能 量 时 同样 有 帮助 : 

F = Dif a] 

UE DE RS AY ae ERE TT FRAY. Ie 
问题 着 眼 于 利用 B 的 测量 值 来 估计 A， 并 
选择 滤波 器 f[nj]， 使 此 估计 值 尽 可 能 精确 。 
(a) ME V 的 均值 和 方差 .以 及 A 和 VV 的 

互 协 方差 os,。 你 的 所 有 答案 都 能 用 ô, 

AIF RIK 
(b) 确定 B 的 均值 和 方差 、A 和 B 的 协 方 

差 o4s， 以 及 它们 的 相关 系数 pao P 

有 结果 通过 该 问 的 参数 和 以 上 引入 的 

简化 符号 来 表达 。 

Cc) 描述 A 的 线性 最 小 均 方 误差 (LMMSE) 
估计 值 ， 其 利用 了 B 的 测量 值 ， 也 就 
EME FRPR yM p: 

A=yBtpz 

以 最 小 化 E[(A 一 A)*]。 同 样 ， 你 的 结 

果 应 该 通过 该 问 的 参数 和 以 上 引入 的 简 

化 符号 来 表达 。 

(d) 在 (c) 中 估计 量 的 最 小 均 方 误差 

(MMSE) 可 以 写作 

È C — he) 

根据 问题 参数 和 以 上 简化 符号 表示 上 

式 ， 注 意 表达 式 中 只 有 a MP 受 如 何 

选择 滤波 器 f[nj] 的 影响 。 使 用 你 的 表 

达 式 表明 如 果 ao? /下 尽量 大 ， 则 MMSE 

可 以 被 最 小 化 。 

Ce) 柯 西 - 施 瓦 芯 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 如 下 
当 且 仅 当 下 式 成 立时 ， 不 等 式 等 号 成 立 

fin] = cp[—n] 

对 于 任何 非 零 常数 ec， 不 失 一 般 性 可 以 

假设 其 为 1。 因 此 ， 如 果 在 接收 端的 滤 

波 器 脉冲 响应 与 发 射 端的 信号 波形 相 匹 

配 ， 则 MMSE 可 以 取得 最 小 值 。 注 意 

到 finJ=pl—n], BBla=e=F. Fil 

用 这 个 ， 根 据 an o o, Me, HHS 

MMSE 的 表达 式 以 及 在 (c) 中 LMMSE 
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估计 量 的 常量 7Y 和 jy。 为 了 检验 你 的 答 
案 ， 可 以 通过 对 参数 取 不 同 的 极 值 来 明 
确 地 验证 表达 式 合理 性 。 选 择 至 少 三 组 
极 值 情况 来 检验 。 


3.20 希望 使 用 脉冲 形式 为 p(t) 的 PAM 通信 系 


统 ， 通 过 带宽 限制 在 |w| 三 B 的 理想 信道 
去 发 送 DT 信和 号 a[nj== 士 1，n 宇 0。 整 个 系 
统 如 图 P3. 20 所 示 。 在 这 幅 图 中 ， 


s(t) = Salnl pct =A) 


其 中 , 工 为 符号 间 时 间 ( 工 将 被 选择 )， 并 
且 信道 的 频率 响应 为 
] 1, |w|/<B 

HOw = | 


图 P3. 20 


(a) 如 果 使 用 sinc 脉冲 


p(t) = sin Be) 


Bt 

在 无 ISI 条 件 下 (也 就 是 bln] =aln] 

时 )， 码 间 时 间 工 的 最 小 可 能 值 为 多 少 

(通过 B 来 表达 )? 

(b) sinc 脉冲 在 实际 中 不 可 取 ， 因 为 它 在 时 

间 上 有 缓慢 衰减 (脉冲 的 尾部 在 幅度 上 

以 17|:| ER). BRA Ca) E P 

sinc 脉冲 ， 这 里 使 用 所 谓 的 双 二 进 制 

脉冲 : 

pty = su f aed 

请 确定 | P(jw) | 。 该 双 二 进 制 脉冲 占据 

了 多 少 的 带宽 ? 

(c) 证 明 , || 趋 于 ce 时 ，(b) 问 中 双 二 进 
制 脉冲 p(z) 的 尾部 在 幅度 上 以 1/ |e)? 
衰减 。 

对 于 (b) 问 中 的 双 二 进 制 脉冲 pa), E 
无 ISI 条件 下 码 间 时 间 工 的 最 小 可 能 值 
为 多 少 ( 通 过 B 来 表达 )? 对 应 的 符号 
率 (1/T) 如 何 与 通过 (a) 问 中 sine 脉冲 
获得 的 符号 率 进行 比较 ? 

(d) 的 结果 证 明了 如 果 想 要 双 二 进 
制 脉冲 无 ISI， 必 须 在 符号 率 上 付出 代 
价 (虽然 在 脉冲 尾部 衰减 为 1/|:|?* 这 
一 点 上 确实 获得 了 好 处 ， 并 且 由 此 在 
实现 时 有 了 表现 更 佳 的 脉冲 )。 然 而 ， 
事实 证 明 如 果 IST 仅仅 以 可 预见 的 方式 
发 生 并 只 影响 部 分 相 邻 的 采样 ， 则 IST 
并 不 糟糕 ， 因 为 此 时 其 影响 可 以 相当 简 
单 地 在 接收 机 内 消除 。 通 过 允许 在 这 种 


(d 


VY 
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形式 下 存在 一 些 有 限 的 ISI， 就 可 以 增 
加 PAM 系统 中 的 发 射 符号 率 ， 如 接 下 
来 的 两 部 分 所 示 。 

对 于 (b) 问 中 的 双 二 进 制 脉冲 ， 假 定 发 
送 端 符号 以 Ca) 问 中 所 定 的 符号 率 发 送 
(也 就 是 ， 利 用 你 在 (Ca) 问 所 定 的 工 
值 ) 。 在 该 情况 下 接收 序列 bin |ZE n 宇 0 
时 是 怎样 与 aLn] 相 关 的 ? 解释 如 何 从 
接收 序列 中 确定 发 送 序列 。 
虽然 你 在 (e) 问 中 得 出 b[wj 可 以 从 a[nj 中 
简单 得 到 的 ， 并 且 反 之 亦 然 ， 但 从 n=0 
开始 ， 就 必须 清楚 的 是 如 果 这 里 有 一 个 错 
误 ， 那 么 所 有 随后 的 估计 值 都 将 被 破坏 。 
为 了 克服 这 种 缺陷 所 要 做 的 是 ， 发 送 所 需 
序列 [站 的 预 编码 序列 ， 而 不 是 发 送 序列 
a[nj。a[nj 的 预 编码 序列 为 序列 cLn]， 定 
SA cLnj==aLnjc[nj 一 1， 其 中 定义 c= 
1。 现 证 明 如 果 bn J=+2, BRA FE AS HE HH 
alnJ=1, WR d[n]=0, WAT LA HE 
a[nj 二 一 1。 对 每 个 nn 时刻 接收 机 的 判 
决 就 不 再 与 其 他 时 刻 的 判决 相关 ， 所 以 
在 解码 过 程 中 没有 误差 传播 。 

在 PSK 中 ，M 个 波形 中 的 一 个 在 每 个 时 间 
块 被 发 送 ， 其 中 M 个 波形 由 下 式 决 定 


Sa Ct) = Acos (wt + “Em = 1)) 


(e 


VY 


Cf 


w 


m= 1l2 M; 0<t<T 
PSK 同样 可 以 被 描述 为 QAM 形式 ， 也 就 
是 ， 以 上 方程 同样 可 以 被 表达 为 以 下 形式 
Sm CE) = accoswot a, Sina 

(a) MH PSK 在 M=16 时 的 星座 图 。 

(b) 考虑 一 个 有 16 点 星座 图 的 QAM 系统 
和 M=16 的 一 个 PSK 系统 ，QAM 系 
KPa Ma 每 个 可 以 取 值 为 士 1， 
+3. MBE A 被 选择 ， 使 得 在 QAM hk 
冲 的 一 个 时 间 间 隔 上 的 最 大 信号 能 量 
与 在 PSK 脉冲 中 一 样 ， 从 而 A 等 于 
Varta WRK. UA ARS 
的 哪 一 个 会 有 更 好 的 抗 噪声 于 扰 性 ? 
清楚 地 解释 你 的 理由 。 

序列 aln] A 红妆 通过 一 个 如 图 P3. 22-1 所 

示 的 PAM 信道 被 传送 。 对 于 如 图 所 示 的 两 

个 序列 ， 其 脉冲 po) EAA TAL E 3. 22-2 

表示 了 脉冲 pC) WB ER PGw)。 
信和 号 talt) rlt), SOM rA 


co 


z(t) = > alnjp(t— nT) 


zslt)= >) 6bLnjplt—nT) 


N= 一 00 


O= rt) = 2,0) + (t— +) 


图 P3. 22-3 显示 了 解 调 器 的 框图 。 
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jn) end = sl = 8[ 站 的 偶数 值 
om 
Ta Din] = g[2n + 1] =g[n] 的 奇数 值 
图 P3.22-3 
序列 g[nj 为 


gln] = r(n 2) 
(a) 确定 p(t) 在 时 域 上 的 一 个 条 件 ， 使 得 


é[n] = aln] 
bln] = b[n] 
清晰 简洁 地 证 明 你 的 答案 。 


(b) 结合 你 在 (a) 中 所 得 结果 ， 确 定 w。 和 ww 
的 一 个 条 件 ， 再 次 使 得 


â[n] = a[n] 119 


é[n] = b[Ln] 


清晰 简洁 地 证 明 你 的 答案 。 132 
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$45 
状态 空间 模型 


到 目前 为 止 ， 对 于 系统 描述 的 讨论 更 多 强调 和 使 用 输入 信号 到 输出 信号 之 间 转 换 关系 
的 模型 。 对 于 线性 时 不 变 模型 ， 主 要 关注 它们 的 冲 激 响 应 、 频 率 响 应 和 传递 函数 。 而 这 样 
的 输入 -输出 模型 没有 直接 考虑 它们 所 代表 的 系统 的 内 部 行为 。 

由 于 各 种 原因 ， 对 系统 内 部 行为 的 分 析 十 分 重要 。 例 如 ， 在 考虑 稳定 性 检查 的 问题 
时 ， 一 个 系统 模型 从 输入 -输出 的 角度 来 看 是 稳定 的 ， 但 是 内 部 变量 可 能 表现 出 不 稳定 行 
为 。 与 输入 -输出 特性 一 样 ， 本 章 开始 讨论 系统 模型 表现 出 来 的 内 部 动态 行为 。 这 里 的 讨 
论 是 通过 大 量 的 例子 来 进行 说 明 的 。 对 于 这 些 模型 及 其 应 用 的 研究 将 持续 到 第 5 章 和 第 
6 章 。 


4.1 系统 记忆 性 


本 章 将 引入 一 个 重要 的 模型 描述 方式 一 一 状态 空间 模型 ， 该 模型 强调 系统 的 内 部 行 
为 ， 特 别 适合 于 描述 因果 系统 ， 尤 其 是 实时 应 用 ， 比 如 控制 系统 。 这 些 模型 既 适 用 于 连续 
时 间 的 形式 ， 也 适用 于 离散 时 间 的 形式 。 通 常 它们 可 以 是 非 线 性 和 时 变 的 ， 尽 管 这 里 关注 
的 是 LTI 情况 。 

一 个 因果 系统 的 状态 空间 模型 反映 了 该 系统 在 多 种 场景 下 的 属性 。 这 里 对 于 因果 DT 
情况 引入 以 下 问题 ， 当 然 ， 这 个 问题 也 可 以 用 于 CT 因果 系统 : 给 定 任意 时 刻 n 的 输入 值 
zx[nj]， 为 了 确定 当前 时 刻 的 输出 值 yLn]， 需 要 知道 多 少 个 过 去 的 输入 值 ， 即 需要 知道 多 
少 个 z[k&]( 其 中 <n) 的 值 ? 由 于 系统 是 因果 的 ， 除 了 当前 输入 值 xLnj] 外 ， 系 统 还 保留 以 
前 所 有 时 刻 的 输入 值 z[k&j]， 这 些 值 是 足够 的 ， 问 题 是 实际 上 是 否 需 要 所 有 这 些 时 刻 的 输 
Mea z[k]. 

上 面 的 提问 引出 了 系统 的 记忆 性 ， 由 于 多 种 原因 ， 这 也 是 一 个 有 价值 的 问题 。 比 如 ， 
这 个 问题 的 回答 将 传达 出 与 系统 动态 行为 相关 联 的 复杂 性 或 者 自由 度数 (number of 
degrees of freedom) 的 观念 。 为 了 确定 当前 时 刻 的 输出 值 ， 知 道 的 过 去 输入 值 越 多 ， 可 能 
的 输出 行为 也 就 越 丰 富 ， 也 就 会 越 惊讶 于 对 过 去 的 认 知 的 缺乏 。 这 里 只 考虑 拥有 有 限 自 由 
度数 的 系统 ， 或 者 是 具有 有 限 维 度 记忆 的 系统 ， 这 些 系 统 通 常 称 为 集 总 系统 (lumped 
system), 

以 上 问题 是 在 某 个 计算 机 算法 实现 的 应 用 中 提出 的 ， 该 算法 在 这 里 扮演 了 一 个 具有 因 
果 特 性 的 数据 流 。 将 这 个 算法 看 作 一 个 系统 ， 问 题 的 答案 就 表明 了 需要 多 少 存储 空间 才能 
运行 该 算法 。 在 控制 应 用 中 ， 对 于 记忆 性 问题 的 答案 ， 将 对 给 定 系统 控制 器 的 复杂 度 级 别 
提出 相应 的 需求 。 控 制 器 必须 记 住 足 够 多 的 以 往 信息 ， 以 此 来 决定 当前 控制 行为 对 系统 响 
应 的 影响 。 

在 状态 空间 的 描述 方式 下 ， 与 现在 与 未 来 相关 的 所 有 过 去 的 一 切 都 可 以 归结 到 一 个 有 
限 状 态 变量 集 的 当前 值 中 。 这 些 值 一 起 确定 系统 当前 的 状态 。 这 里 只 对 实数 值 的 状态 变量 
感 兴趣 。 状 态 变 量 的 个 数 (也 称 为 状态 空间 描述 的 阶 数 ) ， 表 明了 与 系统 或 者 模型 有 关 的 自 
由 度数 或 者 记忆 维度 。 


4.2 举例 说 明 
为 了 推导 状态 空间 模型 的 通用 形式 ， 本 节 将 详细 描述 一 些 CT 和 DT 的 例子 。 除 了 说 
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明 建立 状态 空间 模型 的 过 程 之 外 ， 这 些 例子 也 给 出 了 状态 空间 模型 在 许多 场景 中 的 应 用 
这 一 节 也 可 以 与 4. 3 节 交 换 位 置 ， 可 在 了 解 4. 3 节 中 关于 状态 空间 模型 的 更 通用 描述 后 ， 
再 来 阅读 本 节 的 内 容 。 本 章 后 面 还 会 有 几 个 进 阶 的 参考 实例 。 

首先 考虑 一 个 机 械 系统 ， 尽 管 它 很 简单 ， 但 是 它 也 足够 引出 一 个 CT 状态 空间 模型 的 
典型 特征 ， 该 系统 可 以 作为 其 他 许多 种 系统 的 原型 。 

倒立 押 

考虑 如 图 4.1 所 示 的 倒立 摆 ， 押 是 刚性 的 ， REA m, ERA 
底 端的 中 心 轴 旋 转 ， 在 垂直 于 中 心 轴 的 平面 上 运动 。 中 心 点 到 质心 的 
距离 为 6， 摆 关于 中 心 点 的 惯性 矩 为 T-， 这 些 参 数 都 假定 为 常数 。 

在 时 刻 t， 测 得 中 心 点 与 质心 之 间 的 连 线 跟 垂直 方向 的 夹 角 为 9(z)， 
该 夹 角 是 从 垂直 方向 的 顺 时 针 方 向 测量 到 的 。 一 个 外 部 力矩 作用 到 图 
绕 中 心 轴 的 摆 上 。 将 这 个 力矩 作为 系统 的 输入 ， 记 作 z(t)， 当 它 表现 图 4.1 倒立 摆 
为 逆 时 针 方 向 时 取 正 。 

假定 大 起 的 系统 办 出 变 量 为 (正好 是 报 的 要 角 ， ig gt oi 在 一 个 典型 的 
控制 应 用 中 ， 可 以 控制 | 控制 
近 ， 从 而 使 倒立 摆 保 持 垂直 平衡 。 

外 部 旋转 矩 与 重力 加 速度 g 作用 于 物体 上 所 产生 的 力矩 方向 相反 ， 重 力 引 起 的 是 一 个 
顺 时 针 方 向 的 、 大 小 为 mglsin(b(i)) 的 力矩 。 最 后 ， 假 定 一 个 摩 所 力矩 ， 其 方向 与 运动 方 
向 相反 ， 大 小 与 角速度 成 正比 ， 这 个 力矩 可 以 表示 为 一 B80(t)， 其 中 0(1) 二 d9(1)/dt，B 是 
一 个 非 负 常数 。 

尽管 倒立 摆 在 许多 方面 都 是 一 个 简单 的 模型 ， 但 是 它 能 够 捕捉 到 在 不 同 种 类 的 平衡 应 
用 中 的 一 些 基 本 特性 ， 例 如 ， 用 踩 关节 支撑 人 体 ， 在 机 器 人 关节 处 或 者 轮轴 上 支撑 重 物 。 
也 存在 这 样 的 控制 应 用 ， 摆 在 正常 是 挂 位 置 而 不 是 在 倒立 位 置 摆动 ， 也 就 是 说 ，0(1) x。 
还 可 能 存在 这 样 一 种 替代 情况 ， 摆 绕 着 中 心 点 转圈 ， 所 有 的 这 些 运动 都 可 以 用 以 下 方程 来 
描述 。 

一 个 常规 模型 

牛顿 定律 的 旋转 形式 指出 角 动 量 的 变化 速率 等 于 净 转 矩 ， 可 以 写 出 : 














4 (zB2)= mglsin(0()) — p P — r0) (4.1) 
由 于 I 为 常数 ， 前 述 的 表达 式 可 以 重 写 为 更 贴近 早期 微分 方程 课程 中 的 典型 形式 : 

rie + pO — mgtsin(y)) 一 一 工人 (4. 2) 
这 是 一 个 输出 yOKFRMA zx(z) 的 二 阶 非 线 性 微分 方程 。 


状态 变量 

为 了 得 到 状态 变量 的 概念 ， 在 任意 时 刻 to 检查 构成 系统 记忆 的 数据 。 假 定 参数 I、m、 
ZL 和 有 都 是 已 知 的 ， 当 ;t 志 如 时 外 部 输入 为 Z(t)。 问 题 就 是 ， ATMRARE toe 时 刻 的 
行为 ， 还 需要 知道 系统 在 to 时 刻 的 哪些 情况 。 

在 区 间 上 之 中 解 方程 (4. 1) 来 得 到 0(1)， 需 要 对 方程 积分 两 次 ， 接 下 来 就 需要 分 别 知 
道 初始 位 置 9(to) 和 初始 速度 0(t。)。 另 一 种 获得 这 两 个 变量 的 方式 可 以 考虑 舞 在 初始 时 刻 
的 能 量 。 这 个 能 量 是 以 前 的 输入 对 系统 产生 的 结果 ， 并 反映 了 系统 接 下 来 的 运动 情况 。 在 
时 刻 = to 的 势能 由 9Cto) 决 定 ， 动 能 由 9(to) 决 定 ， 因 此 这 些 变 量 是 了 解 系统 在 t>to 时 刻 
行为 的 关键 。 

状态 空间 模型 

上 面 的 讨论 表明 了 在 任意 时 刻 t+， 系 统 有 两 个 自然 的 记忆 变量 : O50 qz O= 
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09(z)。 把 它们 作为 候选 状态 变量 ， 对 应 的 状态 空间 描述 就 可 以 通过 在 时 刻 + 的 这 些 变量 的 
变化 速率 和 同样 时 刻 t 的 输入 建立 起 来 。 对 于 这 个 简单 的 例子 ， 能 够 相当 直接 地 得 到 所 期 
望 的 一 对 方程 。 根据 q(t) 和 qs (zt) 的 定义 ， 与 式 (4.1) 一 样 ， 依然 假定 I 是 一 个 常数 ， 
得 到 : 


SD qt) (4. 3) 
WD- F-(mgesin(g (1)) — pa: (0) — 20) (4. 4) 


KPDHRA-MRCH-NMAA BAR, HRALO, RRAKA Bt (state 
evolution) 方 程 。 可 以 根据 状态 变量 的 值 以 及 时 刻 t 的 输入 值 来 完整 地 表示 输出 方程 y(i)， 
在 这 个 例子 中 ， 输 出 方程 简单 表示 为 

yt) = q t) CA5) 

状态 演化 方程 和 输出 方程 的 组 合 构成 了 系统 的 一 个 状态 描述 。 事 实 就 是 这 样 的 一 个 系 
统 描述 能 够 根据 候选 状态 变量 OO PIOKHRKKRARE—K 2 “KRM” HER 
可 以 去 掉 了 。 

不 但 从 式 (4. 1) 或 者 等 效 的 式 (4. 2) 的 普通 微分 方程 的 描述 中 可 以 知道 建立 状态 空间 模 
型 需要 什么 ， 而 且 反 过 来 也 是 成 立 的 : 微分 方程 (4.1) 或 者 等 价 的 式 (4.2) 能 够 从 式 (4. 3)、 
式 (4. 4) 和 式 (4.5) 得 到 。 

一 些 变化 形式 

上 面 的 状态 变量 并 不 是 唯一 的 选择 。 例 如 ， 由 gi() 二 9( 让 十 0(1)( 应 该 为 (1) 一 一 译 
者 注 ) 和 gs(t) 二 9(i) 一 09(1)( 应 该 为 4;(1) 一 一 译 者 注 ) 定 义 的 量 也 能 很 好 地 满足 状态 变量 的 
需求 。 在 这 些 新 的 定义 下 很 容易 得 到 ，di (iD 、9z Ct) 和 和 y(t) 作为 qi(t)、gqz(t) 和 x(1) 的 子 
数 ， 并 且 得 到 了 一 个 不 同 但 是 完全 等 价 的 状态 空间 表达 式 。 

以 上 得 到 的 状态 空间 描述 虽然 是 非 线 性 的 ， 但 却 是 时 不 变 的 。 它 的 非 线 性 是 因为 状态 
变量 g(t)、gz(t) 和 输入 x(t) 在 定义 函数 AYO. QO y(t) 时 ， 其 中 至 少 有 一 个 是 非 线 
性 组 合 方式 。 在 本 例 中 ，gz(t) 的 定义 式 为 非 线 性 。 这 个 描述 是 时 不 变 的 ， 这 是 因为 所 有 
的 函数 定义 gi1(t)、gz(t) 和 y(t) 都 是 时 不 变 的 ， 也 就 是 说 ， 它 们 把 和 参数 qy (1)、gqs (Ci) 和 
X(t) 依 据 一 种 不 依赖 于 时 间 的 表示 形式 进行 了 组 合 。 

对 于 从 完全 倒立 位 置 的 足够 小 角度 的 摆动 ，q1 (1t) 二 9(t) 很 小 ， 因 此 sin(g ~ 
qi1(t)。 有 了 这 个 近似 ， 式 (4. 4) 可 以 表示 为 


= F (gla, (0) — pq: (t) — zt)) (4. 6) 


函数 g(t) 的 定义 式 现在 是 由 它 的 参数 gi (t)、gqz(t) 和 z(t) 组 成 的 LTI 等 式 ， 因 此 得 
到 的 状态 空间 模型 现在 也 是 LTI 的 。 

对 于 线性 模型 ， 采 用 和 矩阵 符号 可 以 得 到 状态 演化 方程 和 输出 方程 的 简洁 表达 形式 。 这 
里 使 用 加 粗 的 小 写字 母 表示 向 量 ， 加 粗 的 大 写字 母 表示 竹 阵 。 状 态 向 量 及 其 微分 形式 的 定 
义 如 下 : 


(4.7) 








线性 模型 变 为 


q t) 0 1 
q(t) = = 
Qo (t) mgt/I —Bp/T 


a(t) = Aq(t) Hbr) (4. 8) 











q) 0 
十 
q2 (2) — mM 
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与 前 面 的 等 式 相 比较 ， 可 以 很 清楚 地 知道 矩阵 人 和 向 量 旅 的 定义 。 对 应 的 输出 等 式 可 
以 写 为 


qı (t) 
ya ky =c'q(t) (4. 9) 


HH, C 表示 一 个 列 向 量 的 转 置 ， 即 一 个 行 向 量 。 系 统 的 时 不 变性 体现 在 系数 矩阵 A、b 
fic 都 是 常量 而 不 是 时 变 的 。 a 
上 面 例子 中 的 观点 可 以 推广 到 更 详尽 的 系统 设置 中 去 。 通 常 ， 对 于 一 个 机 械 系统 ， 自 
然 会 选择 其 状态 变量 是 每 一 个 部 件 的 位 置 和 速度 所 组 成 的 集合 。 例 如 ， 在 三 维 空间 中 N 
个 质点 彼此 之 间 互 相连 接 ， 并 通过 质量 不 计 的 弹簧 进行 刚性 支撑 ， 在 这 种 情况 下 ， 状 态 变 
量 自然 就 会 选择 相关 的 3N 个 位 置 变量 和 BN 个 速度 变量 。 如 果 这 些 质量 块 被 限制 在 一 个 
平面 上 运动 ， 这 里 则 由 2N 个 位 置 变量 和 ON 个 速度 变量 来 替代 。 
下 一 个 例子 将 说 明 如 何 描 述 电 路 的 状态 空间 模型 。 
GEP 电路 
考虑 图 4.2 中 的 电阻 -电感 -电容 (RLC) 电 路 ， 所 有 元 件 的 电压 和 电流 都 标注 在 图 中 。 
这 里 从 列 出 各 种 元 件 的 特性 开始 ， 且 假定 这 些 元 件 为 线性 时 不 变 的 。 电 感 、 电 容 和 两 
个 电阻 采用 如 下 的 定义 式 ， 在 各 种 情况 下 ， 这 都 是 元 件 两 端的 电压 和 流 过 元 件 的 电流 的 线 
性 时 不 变 约束 。 特 别 地 ， 有 LO L ig, (0 
di, (t) | 
A ae 
duc (2) 
dt 





ic(t)= C (4. 10) 


vr, (t)= Rir (i) 
Ur, t) = Rzir, (t) 

电压 源 定 义 为 其 电压 是 一 个 指定 值 
或 者 任意 值 v(1)， 而 不 考虑 从 它 里 面 流 
出 的 电流 it。 

下 一 步 是 描述 由 于 元 件 互 连 引起 的 eer ee 
这 些 变量 之 间 的 约束 。 电 路 的 互 连 约束 由 基 尔 霍 夫 电 压 定律 (KVL) 和 基 尔 霍 夫 电 流 定律 
(KCL) 来 确定 。KVL 和 KCL 都 能 够 产生 与 电路 相关 联 的 变量 的 额外 LTI 约束 。 这 里 ， 根 
据 KVL #1 KCL 所 得 到 的 等 式 如 下 : 

v(t) = v, (t) + vp, E) 
Up, (1) = vp, (t) + uc (4) 

i(t) = i, (2) (4. 11) 
irt) = iz, (t) +i, O) 
ir, (1) = ic @) 

对 于 这 个 电路 ， 可 以 写 出 其 他 类 似 的 KVL 和 KCL 方程 ， 不 过 都 是 由 以 上 等 式 推出 的 
结果 ， 而 并 非 新 的 约束 。 

式 (4. 10) 和 式 (4. 11) 共 同 代表 了 电路 中 的 独立 元 件 和 它们 之 间 的 相互 连接 。 能 够 同时 
满足 所 有 这 些 约束 的 任意 一 组 信号 集 构 成 了 这 个 电路 的 一 个 有 效 解 ， 或 者 称 为 电路 行为 。 
由 于 所 有 的 约束 都 是 LTI 的 ， 它 所 遵循 的 加 权 线 性 组 合 或 者 行为 倒 加 都 是 电路 自己 的 行 
为 ， 时 移 后 的 行为 也 是 电路 的 行为 ， 因 此 电路 本 身 是 LTI 的 。 

输入 、 输 出 和 状态 变量 

这 里 把 电压 源 v(t) 当 作 这 个 电路 的 输入 ， 把 它 记 为 标准 的 输入 符号 (1)。 电 路 中 任何 
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的 电流 和 电压 都 可 以 作为 输出 ， 例 如 ， 选 择 o (t)， 并 把 它 记 为 标准 的 输出 符号 y(t)。 

与 前 一 个 例子 一 样 ， 确 定 在 任意 时 刻 是 什么 构成 了 系统 的 记忆 ， 就 能 很 好 地 建立 起 状 
态 变量 。 这 里 要 问 的 是 ， 在 除 参 数 工 、C、Ri 、R 和 当 之 加 时 的 外 部 输入 x(1) 之 外 ， 还 
需要 知道 系统 在 初始 时 刻 to 的 哪些 情况 ， 才 能 确定 系统 在 之 加 时 的 行为 ? 

在 电感 和 电容 的 定义 式 (4.10) 中 微分 的 存在 表明 了 至 少 需 要 iL(to) 和 vc (to) 或 者 与 它 
们 等 效 的 量 。 注 意 , 与 前 一 个 例子 类 似 ， 这些 变 量 与 系统 的 能 量 存 储 相关 ， 在 这 个 例子 中 
能 量 分 别 存 储 在 电感 和 电容 中 。 由 此 可 以 确定 在 任意 时 刻 t 系 统 的 两 个 自然 记忆 变量 为 
nY)=i, OF g@M=vlt), ENMERARKRARE. 

状态 空间 模型 

现在 推导 一 个 针对 图 4.2 中 RLC 电路 的 状态 空间 描述 ， 对 应 的 状态 空间 描述 可 以 通 
过 在 时 刻 上 这 些 变量 的 变化 速率 和 同样 时 刻 志 的 输入 建立 起 来 。 通 过 减少 式 (4. 10) 和 
式 (4. 11) 中 的 方程 数 ， 消 除 其 他 变量 而 仅 保留 输入 、 输 出 、 候 选 状态 变量 和 候选 状态 变量 
的 微分 。 

对 于 现在 这 个 例子 ， 处 理 过 程 没有 例 4.1 中 的 那么 明显 ， 为 了 有 效 地 实现 消除 ， 需 要 
注意 一 些 问题 。 一 种 好 的 策略 一 一 并 且 可 以 推广 到 更 加 复杂 的 电路 中 一 一 就 是 将 电感 电压 
vi(t) 和 电容 电流 cORRARENE EID. ve OM cD=—vy)RRR. —LERT 
这 一 步 ， 就 可 以 进行 如 下 置换 : 





u(t) =L SLO 和 icti) = CD (4, 12) 
然后 重新 整理 等 式 得 到 候选 状态 变量 变化 率 的 期 望 表达 式 。 紧 接着 这 个 步骤 ， 引 入 
定义 
2} LR 
4 一 Rie (4. 13) 


为 了 方便 标记 ， 这 里 将 得 到 期 望 的 状态 演化 方程 。 这 些 方程 由 如 下 移 阵 形式 写 出 ， 可 
以 看 到 这 样 的 事实 ， 状 态 演化 方程 都 是 线性 的 。 




















di, Ct) /dz —aR,/L —a/L i, (t) WL 
= x(t) (4, 14) 
dic (t)/dt a/C —1/(R, + R,)C velt) 0 
上 式 可 以 写 为 
q(t) = Aq (t) + bz Ct) (4. 15) 
其 中 ， 
qı Ct) i, (t) 
q(t) = = (4, 16) 
qs (t) Uc (t) 








系数 矩阵 4 和 bb 的 定义 可 以 对 比 式 (4. 14) 得 到 。 由 这 些 和 矩阵 是 常数 的 事实 可 知 ， 这 个 
描述 是 LTI 的。 这 里 的 关键 特点 是 在 任意 时 刻 iz， 状态 变量 的 变化 率 模型 可 以 表示 为 状态 
变量 和 输入 在 同一 时 刻 t 的 值 的 常 系数 线性 方程 。 

在 下 一 章 将 看 到 ， 在 给 定 t 宇 to 时 的 输入 X(t)= 二 v(t)， 以 及 在 给 定 t。 时 刻 状态 变量 的 
初始 条 件 时 ， 式 (4. 14) 中 的 状态 方程 可 以 用 于 求解 1 二 to HARARE i, (1) v(t). ih 
外 ， 知 道 了 让 (zt)、wc(t) 和 vw( 四 就 足以 重建 出 在 tt 时 刻 电 路 中 的 所 有 其 他 电压 和 电流 。 在 
已 经 选 定 了 感 兴趣 的 输出 o (t) 二 y(t) 后 ， 就 可 以 写 出 (还 是 使 用 矩阵 符号 ): 


i, (t) 
y(t) = vr (t) = [aR a] 





|- c'q(t) (4.17) 


Uc(t 
输入 -输出 行为 
使 用 双边 拉 普 拉 斯 变换 对 式 (4. 10) 和 式 (4. 11) 进 行 变换 ， 注 意 时 域 的 微分 映射 到 变换 


第 4 章 状态 空间 模型 


域 为 乘 以 s， 这 样 能 够 从 COA y(t) 的 过 程 解 出 系统 的 传递 函数 瓦 (5)。 还 有 另 一 种 方式 ， 
通过 状态 空间 描述 式 (4. 14) 和 式 (4. 17) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 也 能 够 得 到 相同 的 传递 函数 。 下 
一 章 将 说 明 根 据 系数 矩阵 A、b 和 cT 构 成 的 传递 函数 的 显 式 表达 式 。 

在 RLC 例子 中 ， 从 输入 到 输出 的 传递 函数 HDA 


(ai 


H(s) = XG) 





(4. 18) 





对 应 的 输入 -输出 二 阶 LTI 微分 方程 为 
d’ y(t) 


x ta( got) tepo = a(S) EL a(i (4. 19) 











< 

例 4. 2 中 获得 状态 空间 描述 的 步骤 甚至 能 够 用 于 一 些 电 路 元 件 是 非 线 性 的 情况 。 这 时 
选择 电感 通 量 (flux) 而 不 是 电流 作为 状态 变量 就 会 很 有 用 ， 相 似 地 ， 也 可 以 选择 电容 电荷 
(charge) 而 不 是 电压 作为 状态 变量 。 通 常情 况 下 ， 如 例 4. 2 所 示 ， 电感 电流 或 者 通 量 、 电 
容 电 压 或 者 电荷 是 电路 中 的 自然 状态 变量 。 在 退化 电路 的 情况 下 将 有 例外 出 现 ， 比 如 一 个 
仅仅 由 电容 和 电压 源 组 成 的 闭合 电路 。 在 后 一 种 情况 下 ， 应 用 于 这 个 回路 的 KVL 显示 出 
电容 电压 并 不 是 完全 独立 的 。 

状态 空间 模型 自然 会 出 现在 许多 问题 中 ， 这 些 问 题 涉 及 群体 目标 中 一 些 子 群 的 跟踪 ， 
而 这 些 群 体 目标 在 时 间 上 存在 相互 影响 。 例 如 ， 在 化 学 反应 动力 学 中 ,关注 点 在 于 确定 当 
反应 过 程 在 时 间 上 连续 进行 时 ， 各 种 相互 作用 的 化 学 成 分 的 期 望 分 子 数 或 者 浓度 。 另 一 个 
实例 涉及 时 尚 、 意 见 、 想 法 或 者 疾病 通过 人 群 的 传播 ， 或 者 软件 病毒 通过 计算 机 网 络 的 传 
播 ， 它 既 可 以 在 连续 时 间 也 可 以 在 离散 时 间 的 情况 下 进行 建 模 。 接 下 来 的 例子 将 建立 这 样 
的 离散 时 间 模 型 并 且 开 始 探 索 它 的 行为 。 后 面 的 一 些 例子 将 进行 更 加 深入 的 扩展 分 析 。 

病毒 传播 

这 里 给 出 的 DT 模型 捕捉 了 在 多 种 变化 的 场景 下 病毒 传播 的 一 些 本 质 特性 。 该 模型 是 
这 种 模型 大 家 庭 中 的 一 个 ， 兼 具 确 定性 和 随机 性 ， 已 经 得 到 了 广泛 的 研究 。 尽管 许多 术语 
源 于 对 病毒 引起 的 疾病 传播 的 建 模 过 程 ， 但 是 病毒 传播 的 范例 已 经 应 用 于 对 诸如 恶意 软 
件 、 广 告 、 小 道 消息 或 者 文化 模 因 《cultural memes) 在 人 群 或 者 网 络 中 扩散 方式 的 理解 。 

这 里 的 确定 性 模型 跟踪 从 第 nn 个 DT 历 元 (epoch) 到 第 (mn 十 1) 个 DT 历 元 的 3 个 子 群 体 。 
假定 在 整数 时 刻 n， 大 小 为 的 总 群体 分 为 如 下 子 群体 ， 或 者 “分 区 (compartment)”: 

o s[7] 达 0 为 易 受 感 染 的 人 的 数量 ， 当 前 没有 受到 病毒 感染 ， 但 是 容易 受到 攻击 而 感 


染病 毒 ; 

o i[n] 宇 0 为 受 感染 的 人 的 数量 ， 携带 病毒 并 且 拥 有 将 病毒 在 下 一 历 元 传染 给 易 受 感 
染 的 人 的 能 力 ; 

o [n] >20 为 恢复 的 人 的 数量 ， 因 为 已 经 获得 免疫 力 而 不 再 携带 病毒 并 且 不 再 容易 受 
到 感染 。 


下 面 的 模型 假定 这 些 变量 都 是 实数 值 而 不 是 整数 值 ， 这 将 大 大 简化 模型 ， 当 卫 非常 大 
的 时 候 ， 就 可 能 存在 一 个 符合 要 求 的 近似 。 

假定 这 3 个 子 群 体 的 出 生 率 都 相同 ， 数 值 为 B， 它 是 单位 时 间 内 因为 出 生 所 带 来 的 人 
口 的 确定 性 小 数 增长 。 假 定 死亡 率 也 是 B， 因 此 人 口 的 总 规模 保持 PAR, 假定 0<B<1。 

令 易 受 感染 的 人 变 为 感染 的 人 的 比率 与 受 感染 的 人 在 总 体 人 口中 的 百分比 成 比例 ， 因 
此 一 种 比率 表达 形式 为 Y(i[nj/p)， 其 中 0 二 7Y1。 受 感染 者 移动 到 恢复 分 区 的 比率 记 为 
p， 其 中 0<p<1。 尽 管 人 口中 有 生来 就 为 感染 者 或 者 获得 免疫 力 的 情况 ,但 这 里 仍然 将 新 
生 儿 作为 易 受 感染 的 人 。 再 假定 为 新 生 儿 提供 免疫 力 的 比率 为 0<vLn] 二 1， 比 如 通过 接 
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种 疫苗 ， 将 他 们 直接 从 易 受 感染 者 分 区 移动 到 恢复 者 分 区 。 考 虑 z[z] 为 控制 输入 ， 并 且 
将 它 记 为 一 个 替代 符号 zin]. 

有 了 以 上 的 符号 和 假设 ， 就 可 以 直接 得 到 下 面 非常 简单 的 (并 且 毋 庸 置疑 是 十 分 简单 

化 的 ) 模 型 ， 对 于 每 一 个 子 群 在 每 一 个 时 间 历 元 的 变化 ， 有 
sln +1] — s[nJ=— yG[n]/P)s[n] + BG[n] + r[n]) — pPzx[n] 
iln + 1] —ilnJ= yC[n]/P)s[n] — piln]—piln] (4. 20) 
rint+1]—r[nJ= pi Cn] — pria] + BPz[n] 

因为 这 种 模型 由 易 受 感染 的 (susceptible) 人 和 群 、 受 感染 的 (infective) 人 和 群 和 恢复 的 
(recovered) 人 和 群 组 成 ， 所 以 这 类 模型 通常 都 称 为 SIR 模型 。 这 里 应 该 假定 初始 条 件 、 参 数 
和 控制 输入 的 选择 ， 以 便 维 持 在 感 兴趣 的 时 间 段 内 所 有 子 群 的 人 口 数 为 非 负 值 。 病 毒 的 实 
际 传播 机 制 显 然 比 这 里 建立 的 这 种 基本 模型 更 加 错综复杂 和 难以 理解 ， 并 且 其 中 还 包含 大 
量 随机 因素 和 不 确定 性 。 

如 果 统 计 每 个 时 间 历 元 受 感染 者 的 部 分 比率 $， 而 报告 的 受 感染 者 集合 的 人 数 能 够 作 
为 这 里 的 输出 yin), RA 

yla] = #i[n] (4. 21) 
注意 ， 式 (4. 20) 的 形式 与 前 面 两 个 例子 中 的 CT 状态 演化 方程 非常 相似 。 对 于 DT 情况 ， 
把 时 刻 n 变量 的 变化 率 当 作 从 n 时 刻 前 进 一 个 时 间 步 长 的 增 量 。 那 么 式 (4. 20) 就 表示 ， 在 
时 刻 n 所 指定 的 变量 的 变化 率 是 这 些 相 同 变量 和 时 刻 n 输入 的 函数 。 因 此 将 s[n]、i[n] 和 和 
r[nj] 作 为 状态 变量 是 有 道理 的 ， 这 些 变 量 在 时 刻 nn 的 数值 构成 了 系统 在 时 刻 n 的 状态 。 

此 处 的 模型 是 时 不 变 的 ， 这 是 因为 定义 变化 率 的 3 个 式 子 都 是 n 时 刻 状态 变量 和 输入 
的 组 合 ， 它 们 是 按照 预定 的 关系 进行 组 合 的 ， 而 不 依赖 n。 这 个 特点 的 推论 就 是 ， 如 果 一 
种 任意 sL。]、i[。j] 和 r[，] 信 和 号 的 集合 满足 模型 方程 ， 那 么 将 这 个 模型 方程 在 相同 时 刻 进 
行 时 间 上 的 任意 人 篇 移 ， 这 种 信号 集合 也 能 满足 平移 后 的 模型 方程 。 但 是 要 注意 的 是 ， 这 个 
模型 不 是 线性 的 ， 因 为 前 两 个 式 子 中 包含 了 s[z 和 in] WHEREAS, MEN, M 
以 它 是 非 线 性 的 。 式 (4. 21) 写 出 了 nn 时刻 的 输出 是 n 时 刻 状态 变量 和 输入 的 函数 一 一 尽管 
在 这 个 例子 情况 下 只 需要 ifn]. 

在 DT 情况 下 为 了 表达 方便 ， 重 新 排列 状态 演化 方程 ， 使 其 能 够 把 n 十 1 时 刻 的 状态 
表示 为 n 时 刻 的 状态 变量 和 输入 的 函数 。 这 样 ， 式 (4. 20) 可 以 重 写 为 

sin +1]= sLnj— yln]/P)sEn] + BG[n] +r[n]) — BPz[n] 
itn +1]= iln] + yG[n]/P)s[n] — piln] — piln] (4. 22) 
rīin+1]= r[n] + piln] — Brln] + BPz[n] 

在 这 种 形式 中 ,方程 给 出 了 一 个 简单 的 约束 ， 以 便 从 nn AARAA n +1 
时 刻 的 状态 。 将 3 个 式 子 相 加 也 明确 地 表示 在 这 个 例子 中 

sin +1] +i{n+1]+7[n+1] = s[n]+ifn]4+r[n] = P (4. 23) 

因此 ， 在 PP 已 知 的 条 件 下 ， 知 道 任意 两 个 子 群 就 足够 确定 第 3 个 子 群 。 检 查 式 (4. 20) 
REAU. 22) 中 的 个 体 关 系 ， 并 且 注 意 在 每 一 个 等 式 集合 中 的 第 一 个 式 子 中 的 项 i[n] 十 
r[nj] 可 以 等 效 地 写作 PP 一 s[n]， 可 以 看 出 在 前 两 个 式 子 中 实际 上 除 输 入 之 外 ， 仅 仅 包 含 易 
受 感染 的 人 群 和 受 感染 的 人 群 ， 因 此 可 以 构成 一 个 低 阶 的 状态 演化 描述 ， 即 

sin +1] = s[n] — yG[n]/P)s[n] + pCP — s[n]) — BPz(n] 
iin +1] = i{n]+yG[n]/P)s[n] piln] piin] 

图 4.3 显 示 了 一 些 状态 变量 的 变化 轨迹 ， 测 试 人 口 总 数 忆 为 10000，s[0] 固 定 为 
8000， 使 用 不 同 的 初始 条 件 值 i[0]， 通 过 从 初始 状态 的 向 前 步 进 ， 根 据 式 (4. 24) 中 的 模型 
来 得 到 这 些 轨迹 。 注 意 受 感染 者 的 数量 i[n]， 在 每 种 情况 下 ， 在 最 后 衰减 之 前 ， 都 是 从 起 
始 时 刻 z 一 0 的 数值 开始 增长 。 这 种 初始 增长 相当 于 谣言 、 广 告 或 者 时 尚 通过 社交 网 络 “ 如 
病毒 般 迅 速 传 播 ?>， 或 者 相当 于 传染 病情 况 下 的 疾病 传播 。 式 (4. 24) 中 的 第 二 个 方程 显示 


(4. 24) 
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易 感 染 人 群 和 受 感染 人 和 群 的 演变 


P=10000, B=0.01 
g=0.2, p=0.1, x[n]=0.5 





100 200 300 400 500 


图 4.3 一 组 选 定 的 参数 和 多 种 初始 条 件 下 SIR 模型 的 响应 
i[ntl1]>i[n]. E#X 





ele weg = 11 
p >> y R, (4. 25) 
此 处 
全 4 
Ro ite (4. 26) 


上 式 是 一 个 在 病毒 传播 模型 中 引入 的 具有 代表 性 的 参数 ， 叫 作 基 本 再 生 率 ( 指 受 感染 者 的 
“再 生 ”， 而 不 是 人 口 增长 ) 。 这 样 ， 只 要 易 受 感染 者 在 人 口中 点 的 比率 s[Lz]/P 超 过 门限 什 
1/R,，i[nj] 在 下 一 个 时 间 步 长 将 保持 增长 。 由 于 s[n]/P 不 能 超过 1， 如 果 RS 将 没有 
传染 病 。R 超过 1 的 部 分 的 数值 越 大 ， 发 生 传 染病 所 需要 的 易 受 感染 者 的 数量 越 少 。 
图 4.3 也 展示 出 在 这 个 案例 的 系统 中 ， 免 疫 接 种 率 固定 在 z[nj 二 0.5 时 ， 到 达 一 个 没 
有 受 感染 者 的 稳定 状态 ， 这 叫 作 无 感染 稳定 状态 。 在 例 4.8、 例 4.10 和 例 5.5 中 ， 将 进 一 
步 探索 式 (4. 24) 所 描述 模型 的 特性 。 特 别 地 ， 可 以 看 到 这 样 的 结果 一 一 例如 通过 降低 免疫 
比例 至 zx[n] 二 0.2 并 且 按照 图 4.3 保持 其 他 参数 不 变 一 一 就 会 发 现 可 以 得 到 一 种 拥有 非 零 
数目 的 受 感染 者 的 稳定 状态 ， 这 叫 作 地 方 病 稳定 状态 。 « B 
在 前 一 个 例子 中 阐明 的 诸如 此 类 的 分 割 模型 在 连续 时 间 和 离散 时 间 情 况 下 都 是 普遍 存 
在 的 。 本 节 将 以 另 一 个 DT 例子 来 结束 ， 这 是 一 个 采用 基本 运算 的 滤波 器 的 实现 。 
延迟 -加 法 -增益 系统 
图 4.4 中 的 框图 展示 了 一 个 通过 延迟 器 、 加 x[n] EEEN yinl 
法 器 和 增益 器 件 互 连 而 得 到 的 因果 离散 时 间 系 
统 。 一 个 (单位 ) 延 避 器 在 任意 整数 时 刻 姥 的 输出 
值 是 在 2 一 1 时 刻 输入 端的 值 。 或 等 价 地 ， 它 在 
任意 时 刻 的 输入 值 将 出 现在 n 十 1 时 刻 的 输出 
端 。 加 法 器 产生 的 输出 是 它 当 前 输入 的 和 。 增 益 
器 件 产生 的 输出 是 当前 输入 值 扩 展 增益 倍数 后 的 
值 。 它 们 都 相当 于 对 各 自 的 输入 信号 进行 LTI fi 
操作 。 图 4.4 ”延迟 -加 法 -增益 器 件 框图 


系统 之 间 的 “ 互 连 ” 或 者 “连接 ”等 价 于 各 种 器 件 的 每 一 个 输入 端口 映射 到 其 中 某 个 
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器 件 的 选 定 输出 端口 。 如 果 每 一 个 环 路 中 都 包含 一 些 延迟 ， 这 种 互 连 方式 就 会 使 得 系统 运 
行 良 好 ， 也 就 是 说 ， 系 统 中 不 存在 无 延迟 的 环 路 。 图 4.4 给 出 了 一 个 总 体 的 外 部 输入 zx[n] 
和 一 个 总 体 的 外 部 输出 y[z]。 这 样 的 延 训 -加 法 -增益 系统 (相应 的 CT 系统 如 例 4.5 所 示 ， 
叫 作 积分 -加 法 -增益 系统 ) 在 构建 LTI 滤 波 器 时 被 广泛 使 用 ， 这 种 滤波 器 能 够 从 信号 le] 
中 产生 出 信和 号 ye]. 

这 个 系统 的 记忆 性 体现 在 延迟 器 上 ， 因 此 自然 能 考虑 到 将 这 些 器 件 的 输出 作为 候选 状 
态 变 量 。 因 此 ， 将 这 个 例子 中 的 记忆 元 件 在 时 刻 半 的 输出 标记 为 gi[z] 和 9 [nj]。 对 于 
图 4. 4 给 定 的 框图 ， 可 以 得 到 以 下 跟 指 示 信 号 有 关 的 具体 器 件 及 其 互 连 方程 

aln+1]= en] 

aln+1]= pln] 
pLnj= z[n] —0.5q Ln] 二 5gs[7] 
yln]= qin]+ pln] 

n>n 时 系统 的 响应 完全 由 ?之 mo 时 的 输入 zLz] 和 在 7 HR He EER BH Oe 
的 qiLno] 和 qz[zo] 的 值 决定 。 延 迟 器 件 在 每 一 个 时 间 步 捕获 系统 的 状态 ， 也 就 是 说 ， 它 们 
总 结 了 所 有 过 去 的 历史 信息 ， 这 些 信息 关系 到 系统 当前 和 将 来 的 输入 如 何 影响 系统 当前 和 
将 来 的 输出 。 

为 了 用 这 些 变量 在 7 时 刻 的 值 和 在 同一 时 刻 允 的 外 部 输入 值 来 表示 7 十 1 时 刻 的 候选 ， 
状态 变量 值 ， 需 要 整合 式 (4. 27)。 这 相当 于 把 n 时 刻 所 有 延 退 器 件 的 输入 用 n 时 刻 延 迟 器 
件 的 输出 值 和 同时 刻 的 外 部 输入 值 来 表示 。 这 个 例子 的 结果 可 以 用 如 下 矩阵 方程 来 表述 
qiLn 十 1] 0 1 qiLnj 0 

= | | | I+ | a[n] 
qin+1] —0.5 1.5) le ln] 1 
= Aq[n] +bz[n] (4. 28) 
同样 ，n 时 刻 的 输出 可 以 根据 n 时刻 的 候选 状态 变量 值 和 同时 刻 n 的 外 部 输入 值 来 获得 


qiLnj 
yln] =[—0.5 2.5] | 


(4. 27) 


qin+1J= | 








十 zxLnj] = e'q[n]+ dz[n] (4. 29) 





qQ Ln 

注意 ， 在 这 个 例子 中 ， 与 前 一 个 例子 不 一 样 的 是 ， 在 任意 时 刻 n 的 输出 y[nj] 不 仅 依 
赖 n 时 刻 的 状态 变量 ,还 依赖 同时 刻 n 的 外 部 输入 。 

式 (4. 28) 和 和 式 (4. 29) 反 映 了 qiLn] 和 gs[nj] 的 确 是 有 效 的 状态 变量 。 特 别 地 ,方程 明确 
地 展示 出 ， 如 果 给 定 了 在 初始 时 刻 no 的 状态 变量 值 gln] gin], 并且 也 给 出 了 从 no 
向 前 的 输入 轨迹 ， 即 nn HA xz[nj]， 那 么 可 以 计算 出 在 n 宇 no 时 的 状态 变量 和 输出 。 所 
有 需要 做 的 仅仅 是 反复 地 应 用 式 (4.28) 进 行 迭 代 来 求 得 gi[no 十 1] 和 qs[no 十 1]， 然 后 是 
qiLno 十 2j] 和 qs[no 十 2]， 以 后 的 时 间 参 数 以 此 类 推 ， 用 式 (4. 29) 就 可 以 计算 出 每 一 个 时 刻 
的 输出 。 

MAG. 27) 进 行 双边 z 变换 ， 并 且 注 意 信 号 每 一 步 的 时 间 推 进 在 变换 域 里 面 映射 为 乘 
以 =， 可 以 求解 系统 从 cl JA yL*j 的 传递 函数 ACD), MOH, t TAARA Z E HRY 
z 变换 中 得 到 相同 的 传递 函数 。 下 一 章 将 根据 系数 矩阵 入 、b、c" 和 4d 来 给 出 构成 系统 传递 
函数 的 显 式 表达 式 。 不 管 采用 哪 种 方法 ， 都 可 以 得 到 这 个 例子 的 传递 函数 


preset Le +27 


K) (4. 30) 


上 式 对 应 于 下 面 的 输入 -输出 差分 方程 
sn] — Sy[n— 11+ Zyn 2] = z[n] + z[n— 1] (4. 31) 


< 
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积分 -加 法 -增益 系统 的 CT 状态 空间 模型 的 推导 遵循 一 个 完全 平行 的 方式 。 积 分 器 代 
替 延 迟 器 。 它 们 在 上 时 刻 的 输出 构成 了 系统 的 一 个 自然 状态 变量 集合 ; 它们 在 任何 起 始 时 
刻 的 值 建 立 了 在 t 宇 to 区 间 内 积分 的 初始 条 件 。 状 态 演化 方程 可 以 从 过 to 时刻 对 所 有 积 
分 器 的 输入 表示 中 推导 出 ， 这 些 输 入 不 仅 依赖 于 t+ 时 刻 所 有 积分 器 输出 ， 还 依赖 于 同时 刻 
的 外 部 输入 。 


4.3 状态 空间 模型 


正如 前 一 节 中 例子 所 说 明 的 ， 当 研究 或 者 建立 物理 模型 时 ， 通 常 很 自然 也 很 方便 地 就 
会 将 关注 点 集中 于 输入 和 输出 信号 ， 同 时 还 会 描述 一 些 关键 变量 或 信号 的 相互 作用 及 其 时 
间 演 化 ， 这 些 变量 和 信和 号 是 与 系统 内 部 行为 相关 的 。 对 这 些 器 件 及 其 相互 连接 的 组 合 描述 
就 能 得 出 比 输入 -输出 关系 更 丰富 的 一 种 表示 。 特 别 地 ，4. 2 节 中 的 例子 依据 一 组 状态 变量 
集 的 时 间 演 化 来 描述 系统 行为 ， 这 个 状态 变量 集 完整 捕捉 到 了 在 过 去 任意 时 刻 的 系统 历史 
信息 ， 而 这 个 历史 信息 会 影响 系统 现在 和 将 来 的 响应 。 现 在 推导 一 个 在 DT 和 CT 情况 下 
更 加 正式 的 状态 空间 模型 ， 紧 接着 讨论 这 种 模型 的 两 种 定义 的 特点 。 

4.3.1 DTI 状态 空间 模型 

状态 空间 模型 将 围绕 一 组 状态 变量 来 建立 ， 这 里 主要 限于 对 实数 值 状态 变量 的 讨论 。 
在 一 个 模型 或 者 系统 中 ， 状 态 变量 的 个 数 称 为 它 的 阶 数 。 这 里 只 处 理 有 限 阶 的 状态 空间 模 
型 ， 称 为 集 总 模型 。 

对 于 一 个 DT 情况 下 的 工 阶 模型 ， 一 般 把 nn 时刻 的 L 个 实数 值 状 态 变 量 表示 为 qiLnj， 
qs[n]，*…，gr[nj。 这 些 状态 变量 可 以 很 方便 地 组 合 为 一 个 状态 向 量 : 

qiLnj 


qzLn] 


qin] = (4. 32) 


qiLn] 
这 个 向 量 的 值 组 成 了 系统 和 模型 在 n 时 刻 的 状态 。 
DT LTI 状态 空间 模型 
一 个 具有 单一 或 者 标量 输入 zx[nj 和 单一 输出 y[nj 的 DT LTI 状态 空间 模型 有 如 下 形 
式 ， 用 紧凑 矩阵 形式 记 为 
qin +1]= Agin] + brn] (4. 33) 
yLn]= cgin] + dzLn] (4. 34) 
RA. 33) 和 (4. 34) 中 , 4 是 一 个 上 XL WM, b 是 一 个 LX1 的 矩阵 或 者 列 向 量 ，c- 是 一 
个 1XL 的 矩阵 或 者 行 向 量 ， 上 标 (T) 表 示 列 向 量 e 转 置 为 一 个 行 向 量 。 数 值 d 是 一 个 1X1 
的 矩阵 或 者 标量 。 线性 时 不 变 模 型 情况 下 ， 所 有 这 些 矩 阵 的 项 Centry) 都 是 数 、 常 量 或 者 
参数 ， 因 此 它们 不 随 n 变化 。 每 一 个 状态 变量 的 下 一 个 值 和 当前 输出 的 值 都 用 当前 状态 和 
当前 输入 的 LTI 函数 来 表示 。 式 (4. 33) 称 为 状态 演化 方程 ， 而 式 (4. 34) 称 为 输出 方程 。 从 
前 一 节 例 4.4 中 得 到 的 延迟 -加 法 -增益 系统 的 模型 正好 也 是 以 上 形式 。 
RA. 33) 和 式 (4. 34) 中 的 系统 是 LTI 的 ， 这 是 由 其 结构 所 决定 的 : 下 一 状态 和 当前 输 
出 是 当前 状态 和 当前 输入 的 LTI 函数 。 然 而 ， 这 个 结构 也 引出 了 相应 的 系统 行为 ， 即 系统 
是 LTI 的。 一 个 特定 的 输入 、 状 态 和 输出 信号 集 一 一 分 别 记 为 z[*]、qL*] 和 y[L*] 将 
一 起 满足 以 上 状态 演化 方程 和 输出 方程 ， 那 么 这 个 集合 称 为 DT LTI 系统 的 一 个 行为 。 这 
种 行为 可 以 由 以 上 方程 的 线性 结构 产生 ， 即 将 该 行为 的 所 有 信号 按 相同 的 比例 因子 常数 进 
行 缩放 ， 就 能 再 产生 一 个 系统 行为 。 另 外 ， 对 两 个 行为 进行 求 和 也 可 以 得 到 另 一 个 行为 。 
更 一 般 地 ， 行 为 的 线性 加 权 组 合 也 可 以 得 到 另 一 个 行为 ， 因 此 ， 系 统 的 行为 具有 到 加 性 。 
类 似 地 ， 根 据 时 不 变 的 定义 式 ， 一 个 行为 的 任意 时 移 一 一 输入 、 状 态 和 输出 信号 时 移 相同 
的 量 一 一 将 产生 一 个 新 的 行为 。 因 此 ,方程 式 的 LTI 结构 是 其 解 和 行为 的 LTI 特性 的 真 
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实 写照 。 

延迟 -加 法 -增益 系统 的 实现 

在 例 4.4 讨论 的 延迟 = 加 法 -增益 系统 可 以 模拟 或 者 “实现 ”如 式 (4.33) 和 式 (4. 34) 所 
AR HOFER: L BAY DT LTI 模 型 。 关 键 在 于 加 法 器 和 增益 器 件 足够 实现 对 应 的 加 法 和 乘法 运 
算 ， 这 里 的 乘法 与 LTI 状态 空间 描述 中 的 各 种 矩阵 乘法 相关 。 

为 了 进行 仿真 ， 从 工 个 延迟 器 开始 ， 并 且 将 它们 在 7 时刻 的 输出 记 为 gq;Ln]， 其 中 ;二 
1，2，…，L; 那么 接 下 来 对 应 的 输入 就 为 ginti]. AA. 33) 中 的 第 i 行 表 示 为 了 计算 
Ls 其 中 i 2 rs 需要 gq;[Lnj 和 ZX[nj 进 行 怎样 的 EEL 组 :谷地 类 似 地 ， 
AA. 34) 说 明 为 了 计算 y[n]， 需 要 变量 进行 怎样 的 LTI 组 合 。 这些 LTI 组 合 中 的 每 一 个 
都 能 够 使 用 加 法 器 和 增益 器 件 来 实现 。 

前 面 给 出 的 实现 方法 并 不 是 唯一 的 ， 有 多 种 方法 可 以 实现 线性 组 合 。 例 如 ， 依 据 矩 阵 
中 是 否 有 特殊 的 结构 ， 或 者 依据 线性 组 合 中 如 何 分 组 和 排序 不 同 项 的 计算 。 对 于 例 生 4 的 
系统 ， 从 式 (4. 28) 和 (4. 29) 给 出 的 模型 出 发 ， 然 后 按照 本 段 描述 的 步 又 ， 几 乎 可 以 确定 会 
得 到 一 个 与 图 4.4 不 同 的 实现 。 

通用 形式 

尽管 在 DT 情况 下 主要 关注 的 是 前 面 提 到 的 LTI、 单 输入 、 单 输出 、 状 态 空 间 模 型 ， 
但 是 也 存在 对 这 种 描述 的 各 种 自然 的 通用 形式 ， 它 们 会 使 得 系统 分 析 更 加 完整 。 一 个 多 输 
入 DT LTI 状态 空间 模型 可 以 通过 用 和 项 bixi[nj 十 … 十 bvzm[nj 取 代 (4.33) 中 的 单项 
bx [nj 来 得 到 ， 其 中 M 是 输入 的 个 数 。 这 相当 于 用 一 个 具有 M 元 素 的 向 量 输入 x[Lnj 来 取 
代 标 量 输入 xz[n]， 对 应 地 将 b 改 为 维度 为 LXM 的 矩阵 B。 类 似 地 ， 对 于 一 个 多 输出 的 
DT LTI 状态 空间 模型 ， 将 式 (4. 34) 中 的 单 输出 量 用 具有 这 种 输出 形式 的 集合 来 代替 ， 每 
一 个 式 子 对 应 于 P 个 输出 中 的 一 个 。 等 价 于 将 标量 输出 yn JA P 个 元 素 输出 向 量 yLnj 来 
代替 ， 对 应 地 ， 将 cr Al d 分 别 用 维度 为 PXL 和 PXM 的 矩阵 C” 和 DD 来 代替 。 

一 个 线性 但 是 时 变 的 DT 状态 空间 模型 采用 的 形式 与 式 (4. 33) 和 式 (4. 34) 是 相同 的 ， 
除了 这 里 有 一 些 或 者 所 有 的 矩阵 项 是 时 变 的 。 一 个 线性 但 是 周期 变化 的 模型 是 这 里 的 一 种 
特殊 情况 ， 其 矩阵 项 都 以 相同 的 周期 呈现 周期 性 的 变化 。 

除了 在 时 变 系统 的 情况 下 增益 需要 随时 间 变 化 以 外 ， 以 上 所 有 的 通用 形式 都 能 够 通过 
延迟 -加 法 -增益 等 器 件 来 仿真 模拟 或 者 实现 。 对 于 下 面 描述 的 非 线 性 系统 ， 由 于 包含 非 线 
性 器 件 或 者 组 合 ， 则 需要 进行 更 精细 的 模拟 。 

一 个 非 线 性 、 时 不 变 、 单 输入 、 单 输出 模型 用 qn JM xz[nj 的 非 线 性 但 是 时 不 变 的 函 
数 来 表示 g[n 十 1] 和 y[n]， 而 不 是 采用 LTI 函数 ， 具 体 体现 在 式 (4. 33) 和 式 (4. 34) 右 边 的 
和 矩阵 表达 式 上 。 在 例 4. 3 中 对 于 病毒 传播 的 完整 和 精简 模型 就 是 这 种 类 型 。 例 如 ， 对 于 一 
个 三 阶 非 线性 时 不 变 状态 空间 模型 ， 组 成 它 的 状态 演变 方程 有 以 下 形式 : 

alat+1)] = filalnl.g[n].¢qs[n],z[n]) 


qz[n 十 1] = fila (n],q[n],qs[n],z[n]) (4. 35) 
qsLn 十 1]= fs (qi[nj,qsLnj,gsLn],zLn]) 
输出 方程 的 形式 为 
yin] = glqı [n] gln] qg Ln] s[n) (4. 36) 


其 中 ， 状 态 演化 函数 AC hC fa) ARH PBR g(*) 都 是 三 个 状态 变量 alal elna 
gs[nj 和 输入 zx[nj 的 时 不 变 非 线 性 函数 。 这 里 的 时 不 变 意味 着 这 些 函 数 通 过 相同 的 方式 组 
合 它 们 的 参量 ， 而 与 时 间 索 引 nn 无关。 用 向 量 符号 表示 为 

g[n+1]= ftqinj,zin]), yln] = g(qln],2[n]) (4. 37) 
其 中 ， 对 于 三 阶 情况 ， 
fic) 
fC) 
f:C) 


fE) = (4. 38) 
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对 于 一 个 工 阶 的 描述 ， 也 有 相同 的 模式 。 

最 后 ， 一 个 非 线性 、 时 变 的 模型 将 gL[n 十 1] 和 y[nj 表 示 为 gLnj 和 xzLnj 的 非 线性 时 变 
函数 。 换 名 话说， 状态 演化 方程 和 输出 方程 组 合 参量 的 方式 可 能 跟随 n 变化 。 对 于 这 种 情 
况 ， 可 以 写 出 


w 


qint+1] = f(qinj,zinj.n), yla] = g(g[Lz],zLz],z) (4. 39 
非 线 性 、 周 期 性 变化 的 模型 可 以 定义 为 一 个 特殊 情况 ， 其 中 的 时 间 变 化 都 是 具有 公共 
周期 的 周期 变化 。 
4.3.2 CT 状态 空间 模型 
连续 时 间 状 态 空间 描述 与 DT 情况 非常 相似 。 一 个 工 阶 系统 的 状态 变量 可 以 记 为 
qt), i=l, 2, =, L, ARAMA 
qı Ct) 


qz (t) 


qas (4. 40) 


qr Ct) 

在 DT 情况 下 ， 状 态 演 化 方程 用 当前 状态 向 量 和 当前 输入 值 来 表示 下 一 时 间 步 的 状态 
向 量 。 在 CT 情况 下 ， 状 态 演化 方程 把 每 一 个 状态 变量 的 变化 率 或 者 微分 用 当前 状态 和 输 
入 的 函数 来 表示 。 

CT LTI 状态 空间 模型 

一 般 的 工 阶 CT LTI 系统 状态 空间 表示 有 如 下 形式 


UD 40) = Ag) + br C) (4. 41) 


y(t)= c'q(t) + dra) (4. 42) 
Ep, de/d = (2) ic a AR, ETL YT NB Eg) A BT He HE HY 
项 都 是 数 、 常 数 或 者 不 随时 间 t 变化 的 参数 。 因 此 ， 每 一 个 状态 变量 的 变化 率 和 输出 的 当 
前 值 都 可 以 表示 为 当前 状态 和 当前 输入 的 LTI 函数 。 在 DT LTI 例子 中 ， 以 上 系统 的 LTI 
结构 是 它 的 解 或 者 行为 的 LT 性 质 的 真实 写照 ， 这 个 事实 将 在 第 5 章 进行 详细 阐述 。 
例 4. 1 中 的 式 (4. 8) 和 式 (4.9)， 以 及 例 4.2 中 的 式 (4.14) 和 式 (4. 17) 中 描述 的 模型 都 正好 
是 以 上 形式 。 
积分 -加 法 -增益 系统 实现 
具有 式 (4. 41) 和 式 (4. 42) 形 式 的 任意 CT LTI 状态 空间 模型 能 够 使 用 积分 -加 法 -增益 
来 系统 仿真 或 者 实现 。 方 法 与 前 面 描述 的 DT LTI 的 情况 完全 类 似 。 这 里 从 工 个 积分 器 开 
始 ， 将 它们 的 输出 标识 为 g; (1)， 其 中 j= 二 1，2，…，L。 这 些 积分 器 的 输入 就 是 微分 
g(t). KR. ADM FE, 其 中 i=1，2，…，L， 就 决定 了 合成 GORE gO Ma 
进行 怎样 的 LTI 组 合 。 类 似 地 ， 使 用 式 (4. 42) 来 决定 需要 对 这 些 变 量 进 行 怎样 的 LTI 组 
合 以 计算 出 y(z) 。 最 后 ， 这 些 线性 时 不 变 组 合 都 可 以 用 加 法 器 和 增益 器 件 来 实现 。 这 里 用 
下 面 一 个 特别 的 例子 来 说 明 这 个 处 理 过 程 。 
通用 形式 
基本 的 CT LTI 状态 空间 模型 能 够 推广 到 多 输入 和 多 输出 模型 、 非 线性 时 不 变 模型 、 
线性 和 非 线性 时 变 或 者 周期 性 变换 模型 。 通 过 适当 地 放宽 式 (4. 41) 和 式 (4. 42) 右 边 形式 的 
约束 条 件 ， 这 些 通用 形式 就 可 以 用 与 DT 系统 同样 的 方式 来 描述 。 例 4.1 PHA. 3) ~ 
式 (4. 5) 描 述 的 倒立 摆 模 型 是 非 线性 和 时 变 的 ， 有 如 下 形式 
q(t) = f(q@).2@)), yt) = gq) ,z(t)) (4. 43) 
一 个 通用 单 输入 单 输 出 的 非 线 性 和 时 变 CT 空间 状态 模型 有 如 下 形式 
q(t) = f(q@) rA), yt) = gA), t) (4. 44) 
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小 角度 倒立 摆 仿真 

对 于 在 例 4.1 中 的 偏离 完全 倒立 位 置 的 足够 小 角度 的 倒立 摆 ， 原 始 的 非 线 性 状态 空间 
模型 能 够 简化 为 式 (4. 8) 和 式 (4.9) 描 述 的 LTI 状 态 空间 模型 。 为 了 方便 ， 此 处 重复 了 这 个 
线性 时 不 变 模型 ， 但 是 其 中 引入 了 一 个 特定 摆 的 数值 ; 


qı Ct) 0 1 qı (t) 
q(t) = = 
Gy oe 2 


yo [1 中 
dz (t) 


为 了 用 积分 器 、 加 法 器 、 增 益 器 件 仿真 这 个 三 阶 线 性 时 不 变 系 统 ， 这 里 以 两 个 积分 器 
开始 ， 并 用 AOMEORRENEHA CHM, RHRDRENA tC HMAN DAI 
为 91(t) 和 gs(t)， 式 (4.45) 中 的 两 个 表达 式 右 边 的 项 展示 了 如 何 从 aD, oD, coOW 
特殊 加 权 线 性 组 合 中 合成 g1(t) 和 gs(t)。 使 用 增益 右 件 来 得 到 合适 的 权 值 ， 然 后 用 加 法 鼎 
来 产生 gi(t)、qz(t)、xz(t) 的 加 权 线 性 组 合 。 通 过 把 这 些 加 权 线 性 组 合 送 到 对 应 的 积分 上 器 
的 输入 端口 ，g1(t) 和 gs(t) 就 设置 为 这 些 表 达 式 的 形式 。 输 出 y( 四 二 qi(t) 直 接 从 第 一 个 积 
分 器 的 输出 端口 就 可 以 读 出 。 图 4.5 中 的 框图 显示 了 仿真 结果 。 < 


x(t) E> Got) qt) qi) yÒ 





0 
上 | x = Aq (t) + bz (t) (4. 45) 
qz (t) =f 


qı Ct) 
= cTgit) (4. 46) 


qo 








图 4.5 从 垂直 位 置 小 角度 偏差 的 倒立 摆 的 积分 -加 法 -增益 系统 仿真 模型 


4.3.3 状态 空间 模型 的 典型 性 质 

状态 空间 模型 的 两 个 典型 性 质 如 下 所 示 : 

(1) 状 态 演化 特性 : 任意 初始 时 刻 的 状态 和 初始 时 刻 以 后 的 任意 区 间 的 输入 ， 决 定 了 
状态 轨迹 ， 也 就 是 说 ， 在 整个 区 间 内 ， 状 态 是 时 间 的 函数 。 跟 未 来 状态 有 关 的 、 过 去 的 一 
切 都 体现 在 当前 的 状态 中 。 

(2) 瞬 时 输出 特性 : 任何 瞬时 的 输出 都 可 以 用 在 同一 瞬时 的 状态 和 输入 来 表示 。 

状态 演化 特性 使 状态 空间 模型 特别 适合 于 描述 因果 系统 。 在 DT LTI 情况 下 ， 从 
式 (4. 33) 中 可 以 明显 地 看 出 状态 演化 特性 的 有 效 性 ， 这 使 得 仅仅 只 需 了 解 当 前 状态 和 当前 
输入 ， 通 过 从 时 刻 n 推移 到 时 刻 n 十 1， 就 可 以 反复 迭代 更 新 而 得 到 qLn]。 相 同 的 理论 也 
可 同样 用 于 式 (4. 39) 中 的 通用 DT 状态 演化 表达 式 。 

在 通用 CT 情况 下 ， 状 态 演化 特性 需要 建立 得 更 加 精细 ， 这 在 实际 上 就 需要 函数 fq) , 
x(t), 力 定义 的 状态 向 量变 化 率 能 够 满足 一 些 相当 细微 的 技术 条 件 。 在 本 书 中 这 些 条 件 所 
有 模型 都 满足 ， 因 此 以 后 不 会 再 进行 条 件 的 讨论 。 取 而 代 之 的 是 ， 这 里 需要 讨论 CT 状态 
空间 模型 能 否 用 一 个 简单 的 数值 来 近似 间隔 为 A 的 一 个 时 间 离 散 集 上 的 状态 轨迹 。 这 种 数 
值 算 法 称 为 前 向 欧 拉 方 法 (forward-Euler method) 。 

该 算法 使 用 初始 时 刻 右 的 状态 和 输入 信息 来 决定 状态 的 初始 变化 率 ， 也 就 是 (q(to)， 
x(t), to). WA 4.6 所 示 ， 初 始 变化 率 是 状态 轨迹 在 to 时 刻 的 切线 。 真 实 轨迹 的 通 近 是 
通过 沿 着 切线 向 前 步 进 一 个 时 间 增 量 A 前 向 欧 拉 步 进 (forward-Euler step) 一 来 得 到 ， 
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这 种 估计 为 : 

q(t) + A) ~ q(to) fq to) ,x(t ) sto) A (4. 47) 
3x Fh Hy eR a FA — ih Sa a A — eh Ri E 
差分 来 通 近 q(t) ) 的 方式 是 等 价 的 。 

现在 ，q(t 十 和) 的 估计 值 有 效 ， PRE MOP 的 输 
入 zGan 十 A) 的 情况 下 ， 同 样 的 步 又 可 以 在 下 一 个 时 刻 重复 ， 
因此 就 能 得 到 q(t. 十 2A) 的 一 个 近似 值 。 这 个 迭代 可 以 持续 到 
整个 感 兴趣 的 时 间 区 间 上 。 在 前 面 提 到 的 技术 条 件 下 ， 这 个 
算法 在 每 一 时 间 步 都 会 累积 一 个 阶 数 为 A? 的 误差 ， 并 且 在 长 
度 为 工 的 区 间 中 采用 T/A 的 时 间 步 进 ， 那 么 在 时 间 区 间 末 尾 
将 得 到 累计 误差 的 阶 数 为 TA。 因 此 ， 通 过 选择 一 个 足够 小 TEER 
的 A， 就 可 以 得 到 任意 小 的 误差 。 pp ee 

前 向 欧 拉 算法 足以 说 明 一 个 CT 状态 空间 描述 是 如 何 引 隔 后 的 状态 轨迹 
起 状态 演化 特性 的 。 对 于 实际 的 数值 计算 ， 应 该 采用 更 复杂 
的 数值 程序 ， 比 如 基于 高 阶 泰勒 级 数 的 通 近 ， 使 用 可 变 长 度 时 间 步 进来 达到 更 好 的 误差 控 
制 。CT LTI 情 况 比 通用 情况 更 简单 。 在 第 5 章 中 ， 当 讨论 如 何 明确 地 求解 它们 的 行为 时 ， 
将 会 详细 描述 这 类 状态 空间 模型 的 状态 演化 特性 。 

瞬时 输出 特性 从 输出 表达 式 (4. 34) 和 式 (4.42) 中 的 LTI 情况 来 看 是 很 明显 。 它 也 提供 
前 面 列 出 的 单 输入 单 输出 LTI 模型 的 各 种 通用 形式 ， 其 中 最 广泛 的 是 输出 表达 式 (4. 39) 和 
式 (4. 44) 。 

状态 演化 和 瞬时 输出 性 质 是 一 个 状态 空间 模型 的 典型 特性 。 在 建立 状态 空间 模型 时 ， 
需要 引入 一 个 附加 的 状态 变量 向 量 g[ 轨 或 者 g(5 ， 以 此 来 补充 输入 变量 ain] M ele], A 
及 输出 变量 y[n] 或 y(t)。 为 了 得 到 满足 这 些 特 性 的 描述 ， 这 种 补充 需要 做 得 很 精确 。 

通常 情况 下 ， 依 据 特定 的 前 后 情景 或 者 应 用 场景 ， 会 对 状态 变量 的 自然 选择 直接 给 出 
一 些 建议 。 正 如 已 经 注意 到 的 ， 以 及 在 前 面 的 DT 和 CT 情况 的 例子 中 所 描述 的 那样 ， 状 
态 变量 跟 系统 记忆 有 关 。 在 许多 涉及 CT 模型 的 物理 情况 中 ， 因 为 能 量 能 够 从 过 去 到 将 来 
的 过 程 中 持续 存在 ， 所 以 这 些 情 况 的 中 状态 变量 都 与 能 量 相关 。 

ee s Cay se ne ae 一 起 包含 了 一 

定 集合 的 完全 同样 的 信息 。 也 有 这 种 情况 ， 就 是 没有 特别 自然 或 者 十 分 明显 的 状态 变 
TR nt. 

以 上 关于 两 个 重要 特性 的 讨论 一 一 特别 是 状态 向 量 在 分 割 过 去 和 未 来 中 的 作用 一 一 表 
明了 状态 空间 模型 特别 适合 用 来 描述 因果 系统 。 实 际 上 ， 状 态 空间 模型 几乎 不 用 来 描述 非 
因果 系统 。 在 这 里 应 该 总 是 假定 ， 凡 是 涉及 状态 空间 模型 处 理 的 时 候 ， 它 们 就 代表 因果 系 
统 。 尽 管 因果 性 并 不 是 在 分 析 通 信 系 统 和 信号 处 理 系统 的 许多 方面 的 核心 问题 ， 特 别 是 在 
非 实时 环境 下 ， 但 是 它 通常 是 控制 设计 和 动态 系统 运行 的 核心 ， 这 就 是 状态 空 间 描 述 具 有 
最 大 价值 和 作用 的 地 方 。 


4.4 基于 LTI 输入 输出 模型 的 状态 空间 模型 


在 各 种 场景 下 的 模型 建立 中 ， 状 态 空间 的 表示 能 够 很 自然 和 直接 地 产生 ， 比 如 4.2 闻 
讨论 的 例子 。 也 可 以 从 其 他 的 也 许 是 更 熟悉 的 描述 中 推导 出 来 ， 比 如 输入 输出 描述 。 

从 相反 的 方向 来 推导 也 是 可 行 的 ， 例 如 ， 从 传递 函数 、 单 位 采样 或 者 单位 冲 激 响 应 
或 者 输入 输出 差分 或 微分 方程 来 构建 状态 空间 描述 。 这 种 前 奏 式 的 处 理 方法 通常 是 很 有 价 
值 的 ， 比 如 在 进行 仿真 、 滤 波 器 实现 、 控 制 设 计 ， 或 者 是 仅仅 为 了 从 另 一 个 观点 理解 初始 
描述 。 与 结果 状态 空间 描述 有 关 的 状态 变量 不 必 有 一 个 有 趣 的 或 者 有 物理 意义 的 解释 ， 但 
是 仍然 需要 捕捉 住 系统 的 记忆 性 。 
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以 下 两 个 例子 描述 了 这 个 反 向 处 理 过 程 ， 即 从 输入 输出 描述 合成 状态 空间 描述 ， 这 对 
DT LTI 系统 来 说 是 很 重要 的 应 用 。 在 CT LTI 情况 下 也 可 以 建立 类 似 的 例子 。 下 面 的 第 
一 个 例子 也 证 明了 这 样 一 点 ， 可 变 阶 数 的 状态 空间 模型 能 够 共享 相同 的 输入 输出 描述 ， 在 
下 一 章 中 随 着 对 LTI 系统 的 结构 分 析 ， 这 一 事实 将 会 得 到 更 好 阐述 。 本 节 结 束 时 候 的 第 二 
个 例子 在 实际 上 也 是 与 结构 分 析 紧 密 联系 的 。 

基于 输入 输出 差分 方程 的 状态 空间 模型 

考虑 下 面 的 LTI 输 入 输出 差分 方程 

yla] +a,y[n—1]+a.y[n—2] = bisln— 1] +b:z[n— 2] (4. 48) 
建立 在 状态 变量 作为 记忆 变量 的 观点 上 ， 考 虑 使 用 下 面 的 “过 去 ”变量 矩阵 作为 候选 
状态 向 量 : 





yln—1] 
yLn — 2] 
a[n—1] 
a[n—2] 

为 了 得 到 对 应 的 状态 空间 模型 ，g[n 十 1] 必 须 跟 qin] z[zj 相 关 。 给 定 初始 差分 方程 
是 线性 且 时 不 变 的 ， 可 以 预期 得 到 如 式 (4. 33) 和 (4. 34) 中 所 示 的 和 矩阵 形式 的 LTI 状 态 空间 
描述 。 使 用 这 些 等 式 作 为 模板 ， 既 要 考虑 矩阵 A、b、c 中 什么 矩阵 项 是 需要 的 ， 也 要 考 
虑 满足 上 面 选择 的 gLnj] 的 等 式 的 数值 4， 还 要 考虑 给 定 差分 方程 中 的 具体 关系 。 所 得 的 四 
阶 状态 空间 模型 具有 如 下 形式 : 


qin| = (4. 49) 


yLn] —a, —a, b &)(y[n—1] 0 
ae nd ln Na 0 0 0|1y[z 一 2] 0 
daa Hig AM o hgh or volte eae mg pee 
aln—1] 0 0 1 0) le[n—2] 0 
= Aq[n] + br[n] (4. 50) 
yln—1] 
yln]= [= Fr br pz] ee 寺 c'gq{n] 

x[n— 2] 


如 果 在 选择 状态 变量 的 时 候 稍微 更 仔细 一 点 ， 就 可 能 得 到 更 加 经 济 的 模型 。 对 于 一 个 
三 阶 模型 ， 假 定 选择 状态 向 量 



































yla] 
qin] = |yln—1] (4. 51) 
La Ty 
对 应 的 三 阶 状态 空间 模型 有 如 下 形式 : 
yLn 十 1] = ee oe Og 5/03 yln] bı 
qin+1J=| ya] |=] 1 0 O|}|yla—1]]+]0 |z[n] 
x[n] 0 0 0} la[n—1] 1 
Tal (4. 52) 
yla]= [1 0 0] sir 
x[n— 1] 
一 种 更 加 微妙 的 状态 变量 的 选择 能 产生 一 个 二 阶 状态 空间 模型 。 例 如 ， 选 择 
qin] = | he | (4. 53) 
—a,y[n—1]+h,2[n—1] 


对 应 的 二 阶 状态 空间 模型 有 如 下 形式 : 
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yLn 十 1] |- ie yLn] | bı Ca] 
—a,y[n|}+h,2[n] —a, 0) \|—ayl[n—1]+h2[n— 1] bz 
| yla] | 
y[nJ= [1 0] (4. 54) 
—a,y[n—1]+h2[n—1] 


在 这 种 情况 下 ， 如 果 想 让 状态 空间 模型 能 够 显示 出 原始 差分 方程 具有 的 所 有 特性 ， 那 么 
可 以 证 明 得 到 一 个 阶 数 低 于 2 的 状态 空间 描述 是 不 可 能 的 。 这 并 不 奇怪 ， 从 式 (4.48) 中 可 以 
看 到 这 样 的 事实 ， 这 是 一 个 二 阶 差分 方程 ， 因 此 需要 知道 两 个 初始 条 件 才 能 进行 解 算 。 

在 以 上 每 个 情况 中 ， 要 注意 到 
合成 到 了 状态 空间 模型 中 。 < 

对 于 一 个 LTI 系统 ， 输 入 输出 行为 最 基本 的 描述 由 系统 冲 激 响应 提供 。 在 因果 LTI 
系统 中 ， 负 时 间 情 况 下 的 冲 激 响应 为 0。 对 于 DT 系统 ， 接 下 来 的 例子 将 显示 单位 采样 啊 
应 或 者 单位 冲 激 响应 [nj 需要 满足 什么 样 的 额外 约束 条 件 ， 才 能 够 保证 它 可 以 实现 为 一 
个 因果 DT LTI 状态 空间 系统 的 冲 激 响应 。 下 一 章 考虑 的 因果 DT LTI 状态 空间 系统 的 类 
型 恰好 是 这 个 例子 中 的 冲 激 响 应 形式 。 这 个 例子 说 明了 冲 激 响应 的 指数 部 分 和 洪 在 实现 的 
状态 变量 之 间 的 关系 。 

基于 单位 冲 激 响 应 的 状态 空间 模型 

考虑 一 个 因果 DT LTI 系 统 的 冲 激 响应 h[n]。 其 因果 性 要 求 在 n<0 i, hin]=0. $ 
出 y[n]j 跟 过 去 和 现在 的 输入 clk], Rn 可 以 通过 卷 积 和 联系 起 来 ， 有 





jae seats (4.55) 
= ( 5 Aln—elafel) + ACOE] (4. 56) 

式 (4.56) 中 的 第 一 项 也 就 是 
qin] = $ hEn 一 k]z[k] (4. 57) 


类 一 一 co 


表示 在 时 刻 z， 过 去 的 输入 对 当前 值 的 影响 ， 因 此 看 起 来 也 跟 状 态 变量 的 概念 有 一 些 关系 。 
更 新 下 一 个 时 间 步 的 gLn]， 得 到 


qin+1]= Sale +1 e208 (4. 58) 


通常 情况 下 ， 如 果 冲 激 响应 没有 特别 的 形式 ， 对 每 一 一 个 n， 连 续 的 g[nj 的 值 必须 从 
式 (4. 57) 中 重新 计算 。 当 从 nn 时 刻 移动 到 nn 十 1 
时 刻 ， 过 去 时 刻 的 输入 clk], Rn 都 不 能 全 
弃 掉 ， 这 是 因为 g[n 十 1] 的 表达 式 包 含 了 现在 
时 刻 的 输入 和 用 于 计算 gin] WHEW zl? 
差分 线性 组 合 。 由 于 所 有 过 去 的 输入 都 必须 被 
记 住 ， 所 以 系统 的 记忆 是 无 限 的 。 
然而 ， 考 虑 h[nj 是 指数 形式 的 一 类 系统 
h[n] = pa" uln—1]+ddln] (4.59) 
其 中 ，B、A 和 4d 都 是 常数 。 该 h[nj] 的 时 域 如 
图 4.7 所 示 。 对 应 的 传递 函数 是 


H(z) = -+ (4. 60) 图 4.7 离散 时 间 指 数 单位 采样 响应 
(收敛 域 为 |z| 守 |4|)。 这 个 冲 激 响应 的 一 个 重要 特点 在 于 因为 具有 指数 形式 ， 所 以 
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它 的 一 个 时 移 版 本 可 以 简单 地 通过 它 的 一 个 缩放 版 本 得 到 。 对 于 这 个 情况 ， 


gln] =£ 5 OS he (4. 61) 
并 且 
ain + Le psi a (4, 62) 
=a(e Sar 227) + Brin] = agin] + Brin] (4. 63) 
ALA AG. 63) 将 式 (4.56) 和 (4. 61) 组 合 起 来 ， 得 到 一 对 组 成 系统 的 状态 空间 描述 的 式 子 : 
qin +1]= Aqln] + Brn] (4. 64) 
yln]= qin] +dz[n] (4. 65) 
考虑 一 个 相似 的 但 是 高 阶 系统 的 冲 激 响 应 
ALn] = (Bat? + far? +++ Bar )uln—1]+ddln] (4. 66) 
HH, BLA Md 都 是 常数 。 对 应 的 传递 函数 为 
H = (2 L +a (4. 67) 


如 果 一 个 因果 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 传递 函数 HAAT z yA E E a 
且 有 不 同 的 (比如 ， 非 重复 的 ) 极 点 ， 那 么 通过 选择 合适 的 B、A、 工 和 d， 它 能 够 写成 部 
分 分 式 展开 的 形式 。 注 意 尽 管 这 里 只 考虑 了 有 理 传递 函数 互 (xz)， 它 的 分 子 和 分 母 多 项 式 
都 是 实 系数 ， 但 是 电 (z) 的 极点 可 能 包含 一 些 复数 XA;( 与 复数 B: 相关 )， 然 而 在 每 一 个 这 种 
情况 下 ， 它 的 复 共 罗 A? 也 将 是 一 个 极点 ， 与 加 权 因 子 8 相关 ， 它 们 的 和 

BOA)" +B Ai)" (4. 68) 
将 会 是 实数 的 。 

图 4.8 中 的 框图 显示 了 由 式 (4.66) 和 式 (4.67) 
指定 的 LTI 系 统 能 够 通过 子 系统 的 并 行 互 连 得 到 ， 
其 中 子 系统 的 传递 函数 对 应 式 (4.60) 中 更 简单 的 
情况 ， 或 者 等 价 于 式 (4.59) 中 冲 激 响应 所 对 应 的 
并 行 子 系统 。 基 于 这 个 结构 和 对 于 一 阶 例子 处 理 
的 启发 ， 可 以 对 这 工 个 子 系统 中 的 每 一 个 定义 一 “图 4.8 不 同 极点 例子 中 ， 因 果 离 散 时 间 





个 状态 变量 : 线性 时 不 变 系 统 有 理 传 递 函 数 的 
nl 分 解 
gid =p > arte Al yp i 152 证 
大王 一 co 
(4. 69) 
有 了 这 些 定义 ， 子 系统 的 状态 演化 方程 就 可 以 采用 跟 式 (4. 63) 一 样 的 形式 ， 即 
qaln+1]=Aq@in]+Bz[n],, i=1,2,°°5L (4. 70) 


同样 ， 利 用 式 (4. 69) 中 的 定义 ， 组 合式 (4. 57)、 式 (4.65) 和 (4.66)， 输 出 方程 变 为 以 
下 形式 : 
yin] = qi[Lnj 二 qzLnj 十 … 十 qr[nj 十 dzLnj (4. 71) 
式 (4.70) 和 式 (4.71) 一 起 组 成 了 给 定 系统 的 一 个 工 阶 状态 空间 描述 。 这 个 状态 空间 描述 可 
以 写 为 式 (4.33) 和 式 (4. 34) 中 的 标准 矩阵 形式 ， 其 中 
ROLE 0 0 0 B 
woe a” oo | ue fe (4. 72) 


QF ROAA 应 
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cr=[1 1 oo 1] (4. 73) 

式 (4.72) 中 有 A 的 对 角形 式 反 映 出 这 样 一 个 事实 ， 即 这 个 例子 中 的 状态 演化 方程 是 去 看 
合 的 ， 其 中 的 每 一 个 状态 变量 都 可 以 根据 式 (4.70) 独 立地 进行 更 新 。 在 后 面 将 会 看 到 
式 (4. 33) 和 式 (4. 34) 中 给 出 的 通用 描述 形式 ， 具 有 不 同 的 特征 值 条 件 ， 能 够 被 转换 成 一 个 
完全 等 价 的 描述 ， 其 中 新 矩阵 4 是 对 角 的 ， 如 式 (4.72) 所 示 。 当 存在 复 特 征 值 时 ， 这 个 对 
角 状 态 空 间 表 达 式 将 必然 有 复数 项 。 < 


45 非 线性 状态 空间 模型 的 平衡 状态 和 线性 化 


第 5 章 和 第 6 章 将 关注 LTI 状态 空间 模型 。 这 种 关注 的 第 一 个 理由 是 线性 时 不 变 系 统 
具有 值得 进一步 研究 的 丰富 结构 和 行为 。 这 使 得 处 理 它 们 的 强 有 力 的 分 析 方法 和 计算 工具 
得 到 了 发 展 。 其 发展 的 必然 结果 就 是 ， 工 程 系统 中 的 各 种 不 同 模型 都 可 以 基于 LII 框 架 来 
设计 一 一 比如 例 4. 2 中 的 电子 电路 或 者 例 4. 4 中 的 离散 时 间 滤 波 器 。 

关注 的 第 二 个 理由 是 LTI 模 型 可 以 很 自然 地 近似 描述 一 个 非 线 性 时 变 模型 的 局 部 或 者 
“小 信号 ”行为 ， 这 个 非 线 性 时 变 模 型 表示 了 一 组 常数 平衡 值 中 的 状态 变量 和 输入 发 生 小 
波动 后 所 发 生 的 情况 。 在 例 4. 1 倒立 摆 中 ， 式 (4. 8) 和 式 (4.9) 的 LTI 状态 空间 模型 表明 了 
这 一 点 。 

这 一 小 节 给 出 了 在 非 线 性 时 变 状态 空间 模型 中 定义 平衡 状态 的 条 件 ， 描 述 了 在 这 种 平 
衡 条 件 下 ， 线 性 化 在 得 到 小 信号 LTI 模型 时 所 扮演 的 角色 。 

4.5.1 平衡 状态 

DT 情况 

假设 式 (4. 37) 中 的 状态 空间 模型 的 输入 xzLnj]， 对 于 所 有 都 保持 常数 值 王 。 对 应 的 状 
态 平衡 是 一 个 状态 数值 5， 有 如 下 特性 ， 如 果 gin |= Bibs eg ei q. 
等 价 地 ， 如 果 对 于 所 有 的 n，z[nj 二 元， 并 且 系 统 初 始 化 为 9， 系 统 后 续 将 保持 在 9， 那 么 
状态 空间 中 的 了 点 是 一 个 平衡 (或 者 平衡 点 ) 。 平 衡 是 系统 的 一 个 稳定 状态 。 从 式 (4. 37) 中 
可 知 ， 这 在 DT 例子 中 是 等 价 的 ， 要 求 有 

q = f.z) (4. 74) 

对 应 的 平衡 状态 的 输出 为 

y= g(g,7) (4. 75) 

在 定义 一 个 平衡 的 情况 中 ， 当 在 平衡 点 附近 时 ， 不 会 考虑 给 出 了 什么 样 的 系统 行为 ， 
也 就 是 说 ， 如 果 初 始 值 逼 近 而 不 是 准确 的 在 和 点， 不 用 考虑 这 个 系统 表现 如 何 。 当 在 平衡 
状态 附近 讨论 局 部 行为 时 ， 以 及 在 特殊 的 局 部 稳定 性 中 ， 平 衡 状态 或 者 稳定 状态 的 稳定 性 
问题 将 受到 关注 。 

特别 地 ， 考 虑 一 个 DT 二 阶 非 线性 时 不 变 状 态 空 间 系统 ， 有 如 下 形式 的 状态 演化 
方程 : 

aln+1) = fi(qiLnj,giLn],zLn)) 
qz[Ln 十 1] = falqiLn];gq [Ln];zLn]) 
输出 yLnj 由 下 式 定义 : 


(4. 76) 


yLn] = g(a ln] gln] sln] (4.77) 

时 刻 的 状态 演化 函数 fC. fe Co) AL BRT HH PRC ag C+) BB ED AR AS EE gn Ln J 

gon WA Rei A zx[nj 的 时 不 变 非 线性 方程 。 这 些 式 子 是 式 (4. 37) 的 通用 形式 的 二 阶 版 本 。 

在 二 阶 的 情况 下 ， 给 定 二 ， 就 会 发 现 平衡 是 通过 求解 以 下 系统 中 ， 两 个 同时 发 生 的 非 

线性 等 式 内 的 两 个 未 知 数 来 实现 的 : 

qı 一 万 (9ly 9z， 工 ) 

q = F219 +x) oe 

通常 不 能 保证 对 于 一 个 指定 的 常数 输入 三， 存在 一 个 平衡 状态 ， 并 且 当 一 个 平衡 状态 
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确实 存在 的 时 候 ， 也 不 能 保证 它 是 唯一 的 。 
病毒 传播 模型 中 的 平衡 
在 例 4.3 中 考虑 的 病毒 传播 简化 二 阶 模型 的 状态 演化 方程 采用 了 如 下 的 形式 : 
sin +1]= sin] — yGi[n]/P)sln] + BCP — s[n]) —pPzi{n] 
i[n+1]= ila] + yGln]/P)sln]—piln] — piln] 
其 中 ，s[nj 记 作 时 刻 n 另 受 感染 的 人 数 ，i[nj] 记 作 在 那 一 时 刻 被 感染 的 人 数 ，zx[Lnj 是 新 出 
生 人 口中 的 免疫 比例 。 参 数 忆 为 人 口 总 数 ， 包 括 第 三 个 子 群 体 ， 称 为 恢复 人 群 r[Ln]。 出 
生 率 和 死亡 率 都 是 6， 恢 复 率 为 po，7Y i He KH (coupling coefficient)， 表 示 感 染 者 引 
起 易 受 感染 者 传染 病毒 的 影响 效率 。 这 里 也 引进 了 基本 再 生 率 Ro 二 A/(B 十 p)。 

假定 免疫 率 保持 常数 x[Lnj] 圭 区， 其 中 ，0 志 51。 对 应 的 平衡 状态 交 量 对 叫 作 易 受 感 

染 者 5 和 感染 者 i， 必须 满足 : 
SP EOP Pz 
‘= tt IPS pt — Be 

一 些 直接 的 计算 显示 上 面 的 方程 有 两 个 可 能 的 解 ， 对 应 两 个 可 能 的 平衡 态 ， 将 其 标注 
为 [FE(Infective-Free Equilibrium) fa EE(Endemic Equilibrium) ， 分 别 对 应 “无 感染 平衡 
态 ” 和 “传染 病 平衡 态 ”， 分 别 : 

IFE:s= PO—z) 并且 “信守 ,0 (4. 81) 
EEss= BR 并 且 “ 元 一 《| (4. 82) 

在 IFE 中 ， 没 有 受 感染 者 。 这 像 是 图 4.3 中 稳定 状态 的 平衡 ， 并 且 它 在 3 一 已 (1 一 元 ) 一 
10000X 0. 5=5000 时 确实 发 生 了 。 

%-ABEEEF, ¥R>1/A-DH, CLRKRAHKEAE. WRR=1/A1-7D), 
在 平衡 状态 中 将 没有 感染 者 ， 实 际 上 ， 在 这 种 条 件 下 ，IFE 和 EE 平衡 值 合并 为 一 个 单一 
平衡 状态 。 如 果 Ro 二 1/ (1 一),， 正如 图 4.3 的 系统 仿真 一 样 ， 那 么 非 负 人 口 下 的 唯一 可 
能 的 平衡 状态 就 是 IFE。 < 

CT 情况 

这 里 能 够 将 同样 的 观点 应 用 于 计算 CT 非 线 性 时 不 变 状态 空间 系统 的 平衡 状态 中 。 定 
义 式 (4. 43) 中 系统 的 平衡 状态 为 9， 作 为 一 个 状态 值 ， 当 初始 化 为 该 值 并 且 输 入 固定 在 
X(t) = 二 元 时 ， 系 统 不 会 发 生 移 动 。 在 CT 情况 中 ， 需 要 的 是 状态 的 变化 速率 ， 称 为 q(2)， 
它 在 平衡 状态 时 为 0， 并 且 产 生 以 下 条 件 

0 = FI 了) (4. 83) 
通常 用 0 来 表示 所 有 项 都 为 0 的 任意 向 量 或 者 矩阵 ， 正 确 的 维 数 从 场景 中 获取 。 

再 一 次 考虑 这 个 二 阶 系统 的 具体 情况 : 

ad) = fila ® sq) x(t) 


(4, 79) 


(4. 80) 


j (4. 84) 
qa Ct) = f (qı Ct) sqz (t) »x(t)) 
并 且 
y(t) = g(qi (t) g(r) (4, 85) 
对 于 这 个 二 阶 情况 ， 其 条 件 有 如 下 形式 
oe ANG se? (4. 86) 


i= SoH Q29 T) 
这 又 是 一 个 带 有 两 个 未 知 数 的 同时 发 生 的 非 线 性 方程 组 ， 对 于 给 定 的 元 ， 可 能 无 解 ， 
可 能 有 一 组 解 ， 也 可 能 有 多 组 解 。 
倒立 摆 中 的 平衡 状态 
在 例 4.1 中 ， 便 立 摆 的 状态 演化 方程 为 


do q(t) (4. 87) 
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dq» (t) 
dt 
wR MAR CORRES, ARER EFENA N a 和 9g。， 那 么 设置 在 
平衡 状态 下 ， 状 态 变量 的 变化 率 为 0， 可 得 


= 二 (mglsin(g (0)) — pq: (2) — z(t)) (4. 88) 


0 一 gs (4. 89) 
o= 于 (mglsin(@) — pq: —2) (4. 90) 

因此 平衡 速度 GAO, PEE q 满足 
sin(gi) = ZX/ (mgl) (4. 91) 


由 于 函数 sin(G1) 可 能 达到 的 最 大 值 为 1， 当 上 且 仅 当 | 云 | 之 mgl， 式 (4.91) 存 在 解 贡 。 
对 于 | 元 | >mgl， 将 没有 平衡 状态 ， 实 际 上 摆 将 呈现 出 连续 的 旋转 。 

如 果 元 一 mgl， 则 式 (4. 91) 在 [一 rz，z] 范 围 内 存在 唯一 解 再 一 x/2， 对 应 于 摆 将 固定 
在 水 平 位 置 处 ， 摆 将 用 它 自身 质量 提供 的 最 大 可 能 力矩 来 抵消 外 部 施加 的 力矩 元 。 如 果 
z= 一 mgl， 平 衡 位 置 在 豆 一 一 x/2， 也 是 水 平 位 置 。 

和 否则， 对 于 mgl>> 元 >0， 将 会 存在 两 组 解 : 第 一 个 是 在 [0，rx/2] 范 围 内 的 角度 5 一 
arcsin(z/(mgl))， 第 三 个 是 角度 x 减 去 这 个 角度 。 这 两 个 平衡 状态 对 应 于 摆 稳 定 在 通过 
中 心 点 的 水 平 线 以 上 的 某 个 角度 或 者 稳定 在 水 平 线 以 下 的 相同 角度 。 在 这 两 种 情况 下 ， 择 
自身 质量 引起 的 力 憩 平衡 外 部 施加 的 力矩 元 。 对 于 0 之 元 >mgl， 将 会 在 这 些 角度 的 负 角 度 
处 有 一 对 对 称 的 平衡 值 对 。 如 果 外 部 施加 的 力矩 为 0， 即 去 一 0， 然 后 可 能 的 平衡 位 置 为 
责 一 0 和 再 一 r， 分 别 对 应 于 把 竖 直 向 上 平衡 或 者 竖 直 向 下 悬挂 。 < 
4.5.2 ”线性 化 

现在 检查 一 个 时 不 变 非 线性 状态 空间 模型 在 平衡 点 附近 的 系统 表现 。 举 个 具体 例子 ， 
再 一 次 考虑 式 (4. 76) 中 的 二 阶 DT 非 线性 系统 。 然 而 ， 下 面 的 讨论 将 直接 以 通用 化 的 工 阶 
DT 系统 形式 进行 展开 ， 同 样 应 用 于 CT 系统 ， 这 将 在 下 面 分 别 描述 。 假 定 xz[n] 不 是 固定 
于 一 个 跟 平衡 状态 有 关 的 常数 值 二 ， 而 是 偏离 这 个 平衡 态 的 值 Y[n]， 因 此 


en) = aln] =e (4. 922) 
假定 状态 变量 相对 于 期 望 的 平衡 值 具 有 一 定量 的 扰动 ， 记 为 
[dala Gln] = gln] — q (4. 93) 
输出 的 扰动 为 
JEn] = yln]— y (4. 94) 


这 里 的 目标 是 找到 一 个 模型 ， 能 够 准确 或 者 近似 描述 这 些 相对 于 平衡 点 的 各 种 扰动 的 
行为 。 如 果 这 些 扰动 或 者 偏离 相对 于 平衡 点 来 说 很 小 的 话 ， 那 么 这 就 允许 用 截断 的 泰勒 级 
数 来 很 好 地 近似 不 同 的 非 线性 方程 ， 所 以 这 个 目标 就 是 可 实现 的 。 线 性 化 意味 着 泰勒 级 数 
截断 到 一 阶 (比如 ， 在 偏离 量 处 是 线性 的 )， 并 且 在 这 里 考虑 的 场景 中 ， 就 会 产生 一 个 LTI 
状态 空间 模型 。 这 个 LTI 模 型 称 为 平衡 点 处 的 线性 化 ， 或 者 小 信号 模型 。 

为 了 线性 化 式 (4. 76) 中 的 原始 DT 二 阶 非 线性 模型 ， 依 据 扰 动情 况 ， 使 用 式 (4. 92) 和 
式 (4. 93) 中 定义 的 量 ， 重 写 模型 中 的 变量 ,然后 在 平衡 值 处 进行 一 阶 泰勒 级 数 展开 : 

到 十 和 [2 十 可 = fi(q + La], sf Be pail TED i=1,2 


x fii tT) + SE f itn) +58 Sabita Zn] (4. 95) 


上 面 所 有 的 偏 导数 都 在 平衡 值 处 估算 ， vid pasa ake wR. 同时 注意 上 
面 的 偏 导 数 是 关于 连续 状态 变量 和 输入 量 的 ; 没有 关于 离散 时 间 变 量 索 引 n 的 “微分 ”，n 
是 离散 变化 时 间 的 索引 。 

AU. 78) 中 关于 平衡 值 的 定义 显示 了 上 式 左边 部 分 的 到 项 完全 等 于 右边 的 广 ( 和 ks T) 

， 因 此 剩 下 的 就 是 近似 关系 : 
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GiLn 十 1] ~ [n] +2 Í: En] (4. 96) 
EPALE et eeanee P= A AAR RH 
ofi/on of: /Og 


模型 。 这 个 线性 化 模型 可 以 写 为 下 面 的 矩阵 形式 ， 
as, kiai 
Of2/Oq. Əf2/Əf: gz[n] Əfı/dx 
Tent] A qn] b 


q2 Ln 十 1] 
dalat ly 
这 里 已 经 得 到 了 线性 化 模型 中 状态 演化 的 一 个 标准 DT LTI 的 状态 空间 描述 ， 其 中 状 
态 和 输入 变量 都 分 别 是 下 面 的 非 线性 模型 平衡 值 处 的 偏差 。 对 应 的 输出 方程 同样 可 以 推导 
出 来 ， 并 且 具 有 以 下 形式 : 
JEn] = [dg/3q 9g:/0q2] Fln] + Eeea F[n] (4. 98) 


of: /ox 








TEn] (4. 97) 











RGL 97) HENAN BME PEIN A, Ef Jacobian SEE. 用 矩阵 符号 表示 为 


te Ee (4. 99) 
第 i 行 第 i 列 处 的 项 是 偏 微分 of: C), MARERA A AE E ERA E 
值 。 类 似 的 ， 
一 of lay ES og = og 
b= RA» cl = E> Jie d= Lan (4. 100) 


病毒 传播 的 线性 化 模型 
回 到 例 4. 3 中 讨论 的 病毒 传播 二 阶 模型 的 状态 演化 方程 ， 也 就 是 
sin +1]= s(n] — yG[n]/P)s[n]+ BCP — s[n]) — BPzLn] 
iln +1]= iln] + yG[n]/P)sln] — piln] — BiLn] 
这 个 系统 的 两 个 状态 平衡 值 集合 和 Fz 在 例 4.8 中 已 经 确定 了 。 计 算 合 适 的 Jacobian 
和 矩阵， 可 得 线性 化 模型 为 
lait — 75 /P | $[n] 
tin+1] %/P 1+ (%/P) —e— TL 
原始 系统 的 输出 方程 在 式 (4. 21) 中 进行 了 定义 ， 且 已 经 是 线性 的 ， 因 此 线性 化 输出 方 
程 可 以 简单 得 到 


(4. 101) 








=P 
ot | ’ 上 (4. 102) 


sin] 
¥[n] = $ TEn] = [0 Al 
TEn] 


通过 把 这 些 问 题 参 数 代 入 例 LS PIER Psm RARP, AU. 1027 中 的 状态 
演化 矩阵 就 能 够 按照 问题 参数 进行 重 写 。 在 无 感染 者 平衡 状态 的 情况 下 ， 其 中 :一 0， 状 态 演 
化 矩阵 估计 为 


(4. 103) 





ie 一 7yY(1 一 元 ) 
Aire (4. 104) 
0 1+7[G—-z)—Q/R)] 

对 于 传染 病 平 衡 状 态 ， 其 中 [>0， 并 且 只 有 当 Ru>1/(CL 一 元 ) 时 ， 这 种 情况 才 会 存在 ， 


状态 演化 矩阵 估计 为 





I= AR l ay. — yi Ro 
(4. 105) 


Age = 








ARGO] 1 
可 
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除了 CT 平衡 状态 由 式 (4. 83) 而 不 是 式 (4. 74) 中 的 条 件 指定 以 外 ， 连 续 时 间 线 性 化 
状态 空间 模型 的 推导 也 是 采用 同样 的 方法 。 其 结果 是 一 个 带 有 以 下 形式 的 演化 方程 的 
模型 


3 3 
ps &) g4 (24) z(t) (4. 106) 
dt og az Ox az 
输出 方程 为 
ə 3 
Ce [| Oe fe) #(t) (4. 107) 
og Dz Ox hz 


倒立 摆 的 线性 化 模型 
在 这 个 例子 中 ， 回 到 例 4.1 中 讨论 的 倒立 摆 二 阶 状态 演化 方程: 


ea) _ ot) (4. 108) 
tat) _ (mglsin(g 0) = pa: (1) — z(t)) (4. 109) 
跟 这 个 系统 有 关 的 平衡 状态 已 经 在 例 4.9 中 进行 了 计算 。 估 计 相 关 的 Jacobian EF, 
线性 化 模型 为 
aT 0 1 qi Ct) 0 
a = 十 zt) 4.110) 
ACA) (mgt/TDcos(qi) —B/I) dt) 一 1Xz 














注意 在 垂直 平衡 状态 处 的 线性 化 情况 ， 有 吏 王 0， 可 以 重新 获得 从 例 4. 1 的 式 (4. 8) 中 
得 到 的 模型 。 

在 原始 的 非 线性 模型 中 的 输出 由 LTI 表 达 式 Yi 一 0Gi) 二 qi(t) 进 行 定 义 ， 由 于 这 个 
表达 式 已 经 是 线性 的 ， 因 此 小 信号 模型 的 输出 可 以 简单 地 写 为 
qı Ki 


q: (t) 


7a = 1 0] (4. 111) 





< 
第 5 章 将 致力 于 DT 和 CT LTI 系 统 解 的 结构 的 详细 分 析 ， 同 时 检测 系统 的 内 部 行为 、 
稳定 性 以 及 系统 输入 和 输出 的 耦合 。 


4.6 延伸 阅读 


一 个 关于 状态 空间 模型 极 好 的 介绍 是 文献 [Lue]， 它 阐述 了 在 各 种 有 趣 的 应 用 中 研究 
这 些 模 型 的 动态 行为 、 稳 定性 和 控制 的 价值 。 比 较 容易 理解 的 是 文献 LStr]， 它 关注 于 低 
阶 非 线 性 状态 空间 模型 的 复杂 行为 (包括 极限 环 、 分 叉 与 混沌 )， 并 且 包 含 不 同 应 用 领域 的 
例子 。 一 个 更 加 面向 计算 的 文献 是 [Lyn]， 它 涉及 了 大 量 应 用 中 的 非 线性 行为 。 文 献 LClo] 
展示 了 怎样 建立 机 械 、 电 子 、 机 电 、 热 学 和 流体 系统 的 状态 空间 和 其 他 模型 ， 集 中 关注 线 
性 时 不 变 模型 和 通过 变换 方法 对 它们 进行 分 析 。 在 如 电路 CChuj、 传 染病 模型 LDalj 或 者 人 
口 模型 [Cas] 这 些 领 域 的 专业 书籍 中 ， 也 包含 它们 在 各 自 领域 中 的 状态 空间 建 模 和 分 析 。 
这 里 引用 的 文献 也 是 对 第 5 章 和 第 6 章 很 有 用 处 的 延伸 阅读 。 


习题 
ip hn k dO Ag C) + br (2) 
4. 1 使 用 合适 的 状态 变量 得 到 一 个 图 P4. 1 所 示 de 

的 电路 的 二 阶 连续 时 间 状 态 空 间 描述 ， 然 后 y(t) = c g(t) + dx(t) 


用 单 标准 的 输入 单 输出 形式 将 它 写 出 来 电阻 、 电 感 和 电容 都 是 线性 时 不 变 的 元 件 ， 
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4.2 


4.3 


a(t) Fe HA EWR, yO AE HA BEL HF 
iù R L 





图 P4.1 


图 P4.2 是 一 个 二 阶 CT LTI 系 统 框图 。 图 
中 的 方 框 代表 积分 器 ， 三 角形 是 放大 器 或 者 
增益 器 件 。 积 分 器 的 输出 是 它 的 输入 的 积 
分 。 相反 地 ， 它 的 输入 可 以 看 作 输 出 的 微 
分 。 比 如 ， 如 果 积分 器 的 输入 为 Y(t)， 那 
么 它 的 输出 就 是 g,(z:)。 增 益 器 件 的 输出 就 
是 输入 按照 增益 进行 简单 的 比例 放大 。 求 出 
指定 9 个 增益 器 件 的 增益 系数 ， 使 得 图 中 的 
系统 与 问题 4. 1 中 的 电路 拥有 相同 的 状态 空 
间 描 述 。 





图 “P4. 2 


(a) 选择 合适 的 状态 变量 ， 得 到 图 P4. 3 中 
的 电路 的 二 阶 连续 时 间 线 性 时 不 变 状 态 空 间 
描述 。 电 阻 、 电 感 和 电容 都 是 线性 时 不 变 器 
IF, cO EEM, yO EEE. HER 
准 形式 写 出 你 的 描述 。 


UD g(t) + bee) 


y(t)= eT g(t) +. dx(2) 
(b) 找到 联系 cOM vVONMOTE. HE 
的 (预期 的 ?方法 就 是 使 用 你 的 状态 方程 





4.4 


4.5 


4.6 


Al P4.3 


来 适当 地 消除 变量 。 但 是 ， 也 要 通过 使 
用 阻抗 的 方法 (如 果 你 对 这 些 很 熟悉 ) 计 
算 从 x(t) Bi y(2) 的 传递 函数 来 确认 你 的 
答案 ， 然 后 观察 传递 函数 暗示 着 什么 样 
的 输入 输出 微分 方程 。 

一 个 在 笔直 无 摩擦 轨迹 上 的 质量 块 通过 一 

非 线性 弹簧 固定 在 轨迹 的 一 端 ， 并 且 被 一 个 

外 力 x(t) 从 另 一 端 向 上 拉 。 它 的 运动 可 以 通 

过 以 下 方程 来 描述 

dy _ 
dt? 

HP, yO) FEE N Pe E E E hg YS o 

(a) 把 zGb 作 为 输入 ，y(D 作 为 输出 ， ii 
合适 的 状态 变量 ， 然 后 写 出 系统 的 一 
( 非 线性 ) 状 态 空间 描述 。 

(Cb) 如 果 输 入 z(z) =8, 计算 你 的 模型 中 所 
有 时 刻 上 的 状态 变量 的 平衡 状态 。 

Cc) 求 出 系统 的 一 个 线性 化 的 状态 空间 模 
型 ， 以 此 来 描述 状态 变量 和 输出 稍微 偏 
离 (b) 中 的 平衡 状态 的 情况 ， 响 应 在 输 
入 和 状态 变量 初始 值 中 的 扰动 。 

假定 代替 问题 4.4 中 的 微分 方程 ， 系统 描 

述 为 





— yy (1) +2) 


ee 





yO+ 


Ca) 你 在 问题 4.4 ae A e 
效 吗 ? 

Cb) 针对 这 个 新 的 微分 方程 模型 ， 重 做 问题 
4.4 中 的 (a)~(c) 部 分 。 

假定 一 个 小 物件 的 运动 用 如 下 的 等 式 来 建 模 

d? Ln +g L 


aid PORR DIE i BAX FESS 

SA), cORMEEC EMMA, ¢Cinial 必 ) 

是 一 个 正常 数 。 

(a) 写 出 系统 的 状态 空间 模型 ， 选 择 一 些 合 
适 的 状态 变量 ， 把 z(t) 作 为 输入 ， 速 度 
dp(t)/de 作为 输出 y(t)。 你 得 到 的 模型 
是 线性 的 吗 ? 是 时 不 变 的 吗 ? 

(b) 对 于 所 有 的 时 刻 1:， 当 zx(z)= 二 0， 存 在 三 
个 可 能 的 平衡 状态 。 对 于 这 三 个 平衡 状 
态 中 的 每 一 个 ， 详 细 说 明 你 的 状态 变量 
和 输出 所 对 应 的 值 。 

C) 在 (b) 步 又 得 到 的 三 个 平衡 状态 中 ， 只 


+ x(@) 








+ pa) —y p@) = x(t) 


4.7 


4.8 


有 一 个 有 对 应 的 0 平衡 位 置 。 对 于 这 个 
特殊 的 平衡 状态 ， 写 出 线性 化 状态 空间 
模型 ， 以 此 来 描述 它 的 状态 变量 和 输出 
从 它们 所 对 应 的 平衡 值 微小 偏 移 9(v) 和 
了 (4) 的 情况 ， 相 应 地 ，zx() 从 它 的 平衡 
值 0 也 有 微小 偏 移 信 (1)。 模 型 中 的 矩阵 
的 项 应 该 用 参数 $ 和 jy 来 表示 。 
(d) 类 似 地 ， 求 解 男 外 两 个 平衡 状态 的 线性 
化 模型 。 
(a) 求 图 P4.7 中 的 系统 的 如 下 形式 的 状态 
空间 描述 
qin+1]= Aq[n] + br[n] 
yln]= eT gin] + dzLn] 
选择 延迟 器 的 输出 作为 状态 变量 ， 延 迟 
器 是 标注 了 D 的 方 框 。 从 上 到 下 标识 状 
态 变 量 为 aln]~aqnin]. 


x[n] yin] 





图 P4.7 


(b) 求解 联系 cin] A y[nj 的 差分 方程 。 你 
也 许 会 发 现 先 通过 在 变换 域 中 检测 输入 
输出 关系 是 最 容易 实现 这 个 目标 的 ， 其 
中 每 一 个 延迟 器 都 用 乘 以 = :来 替换 。 
同样 ， 在 推广 到 一 般 情况 之 前 ， 先 计算 
N=2, 3 来 看 看 显示 出 来 的 模式 。 

这 个 例子 表明 了 (a) 中 的 状态 空间 
ER, 在 特定 的 A、b、c 和 d( 这 你 在 
那个 部 分 可 以 确定 出 ) 情 况 下 ， 组 成 了 
(b) 中 的 差分 方程 的 一 组 可 能 的 状态 空 
间 表 示 。 因 此 ， 如 果 给 你 一 个 (b) 中 的 
差分 方程 并 且 让 你 去 找到 一 个 可 能 的 状 
态 空间 表示 或 者 实现 它 ， 就 是 你 现在 需 
要 回答 的 了 。 

(a) 当 输入 xz[ 站 保持 一 个 非 零 常数 值 工 ， 找 
出 以 下 DT 二 阶 系统 的 可 能 平衡 状态 (也 
就 是 说 ， 找 到 状态 变量 可 能 的 平衡 值 q 
和 G2): 

qalan +1]= (q [n zi] 

qg[n+1]= q [n] 

(b) 如 果 在 (a) 中 做 正确 了 ， 你 应 该 会 发 现 


第 4 章 状态 空间 模型 


有 两 个 可 能 的 平衡 状态 。 一 个 在 状态 空 
间 的 原点 。 在 这 一 部 分 ， 感 兴趣 的 是 另 
外 一 个 非 零 的 平衡 状态 。 
AGS T:n] =q Cn] q 其 中 
i=1, 2, 相似 的 ， Z[n]=2ln]—=z, 以 
得 到 一 个 从 非 零 平 衡 状态 控制 的 小 扰动 
的 线性 化 状态 空间 模型 。 
4.9 下 面 一 对 DT 差分 方程 已 经 用 于 作为 某 些 类 
型 人 口 增长 的 模型 : 
p[n+1]= gLn] 
gaint 1]= pginJa— pln), 
这 种 模型 是 状态 空间 形式 。 
(a) 这 是 线性 系统 吗 ? 是 时 不 变 的 吗 ? 
(b) 找到 此 模型 的 平衡 点 ， 即 ，p[nj] 与 gqLnj 
WH DMI, AS plnt+1l]=plnj=Fh 
Al gin +1]=qlnJ=q@. 


Co) 假设 pLO]=qlOl=—. HPI HRS 


fat ( pin], gin], H 0<n<500, p= 
1.8, 1.9, 2.0, 2.1 # 2.2¢5 4 lal Bt 
点 ) 。 描 述 当 ?增长 时 ， 每 个 六 值 所 对 应 
的 状态 轨迹 。 
考虑 因果 单 输入 、 单 输出 工 阶 CT LTIR 
态 空 间 系统 
q(t) = Aq(t) + bx (t), 
y(t)= e' g(t) + dx (t) 
其 中 ， 输 入 为 2c), WHA yO. 
上 述 系 统 的 逆 系 统 ， 在 一 般 形式 中 ， 
以 y() 作 为 输入 信号 并 产生 输出 信号 x(2)。 
当 且 仅 当 d 关 0 时 ， 上 述 状 态 空 间 系统 
才 有 一 个 因果 逆 系 统 与 之 对 应 ， 并 且 有 一 
个 涉及 同样 的 状态 向 量 g(t) 的 状态 空间 表 
R, 但 是 输入 是 y(t)， 输 出 是 ra). Bi 
d 承 0， 确定 这 个 状态 空间 表示 ， 即 根据 A, 
b、cT 和 d， 在 下 面 的 状态 空间 表示 中 求 出 
E An. Bins ci, All ans 
q(t) = Ang Ct) + buyt), 
z(t)= ehq(t) + din y(t) 


p> 


4.10 


高 级 习题 
4.11 (a) 考虑 LTI 微 分 方程 
w” C) Faw" ? (t) + +a wt) 
=az(t) 
如 果 定 义 qg) =w a), RA REG 
到 一 个 nn 阶 的 状态 空间 形式 的 表示 
q(t) = Aq Ct) + be (t) 
其 中 ,向量 g(7) 的 第 i 项 为 q; (2), 
gq() 的 第 i 项 为 4;(1)。 求 出 和 矩阵 A 和 
向 量 b。 
(b) 定义 
yt) = bw (t) ++ + by w(t) 
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4.12 


由 于 微分 方程 (a) 是 LTI 的 , 邻 
yt) + awry? A) + + an y(t) 
=b a 2° (t) br 
也 可 显示 为 
y(t) = e' q(t) 
Hp, ch 是 一 个 你 需要 求 出 的 行 向 量 。 
先前 的 研究 建立 起 了 状态 演化 和 
已 经 定义 的 输出 方程 ， 联合 在 (a) 和 
(b) 中 的 特定 量 A、b、c”， 能 够 构建 一 
个 可 能 的 状态 空间 ， 表 示 为 在 (b) 中 给 
出 的 nn 阶 微分 方程 。 
考虑 LTI 差分 方程 
yk] + ani ylk —1] +++ aoylk— n] 
=b, slk —1] + + brlk—n] 
将 它 写 成 状态 空间 形式 
qik+1]= Ag[k] + br[k] 
yLk]= eT glk] 
通过 定义 状态 变量 
alk J=—aylLk—1]+a2[k—1] 
alkJ=—aylk—1]+o2[k—-1] 
+qlk—-1] 


qm [k]=— an2 ylk =e ke — J 
+ dr-2lk — 1] 
anLk]= yLk] 
RHEE AME b 与" 。 
考虑 一 个 输入 为 ra), EA y(t) 的 因果 
CT 系统 ， 它 由 两 个 因果 CT 系统 级 联 而 
成 ， 如 图 P4. 13 所 示 。 


3 = ü 


图 P4.13 


中 间 变 量 wM N FG R BE AAG 

A a(t) FASE 

dw(t) da(t) 

dt dt 

其 中 ，7y 是 一 个 实 参 量 。 系 统 的 输出 ya) 
通过 微分 方程 与 中 间 变 量 w(z) 相 关 

dw(t) _ 

dt z 


+ w(t) = 





+ yx (t) 


_ dy(t) 
(1) = i om 


其 中 ,se 是 另 一 个 实 参量 。 
(a) 车 你 的 朋友 Esmeralda, Faustus, 
Gayatri 各 自 提议 了 3 个 向 量 ， 以 作 
为 此 系统 的 状态 模型 中 的 状态 向 量 gq 
(2) 的 候选 。 即 ， 此 模型 形式 
a= f(g) ,z(t)), 
yt) = g(q(t) ,x(t)) 
这 3 个 候选 为 


4. 14 


w(t) 
qr (t) = 


’ 











y(t) 
wot) — TCL) 
qrt) = ’ 
yt) — w(t) 
x(t) — y) 
qc (1) = 
yey — wy) = T 





这 3 个 候选 中 的 哪 一 个 能 够 实际 
作为 系统 的 状态 向 量 ? (至 少 它们 中 
有 一 个 能 够 很 好 地 起 作用 ,但 是 你 需 
要 测试 出 是 否 不 止 一 个 能 够 很 好 地 起 
作用 。) 简 单 地 阐述 一 下 选择 一 个 或 多 
个 有 效 状 态 向 量 的 理由 。 

Cb) 只 有 一 个 候选 状态 向 量 能 从 (a) 中 产生 
此 系统 的 一 个 LTI 状态 空间 模型 ， 其 
标准 形式 为 

dgu) _ 
dt 
y(t) = e' g(t) + dx(t) 
求 出 候选 状态 向 量 是 这 3 个 中 的 哪 一 
个 ， 并 完全 指定 出 4，!，crz 和 的 对 
应 项 (可 能 作为 函数 的 参数 y Me) 

大 量 的 重要 生化 反应 涉及 4 个 化 学 种 类 ， 

其 各 自 的 浓度 为 q(t) 宇 0, i=1, 2, 3, 4, 

根据 质量 作用 定理 ， 它 们 的 相互 作用 大 致 

受 下 面 的 以 cy ARMA. yo) 为 输出 的 状 

态 空间 模型 的 控制 。 


Aq (t) + bx (t) 








aD kqi (Dg (t) + kgs 4) + z(t) 
SD =— kyqi(t)g; (CD + Ck, + kiq £) 
D kg (Dq (D — Ck, + hk) gD 
= kale) 

ya) = q(t) 


最 著名 的 例子 涉及 一 个 基质 (种 类 1， 通常 
表示 为 S) 到 一 种 酶 (种 类 2, 或 下 ) 的 结合 ， 
然后 形成 一 个 复杂 化 合 物 ( 种 类 3， 或 者 
ES) ， 此 复杂 物 之 后 会 转化 成 产物 (种 类 4, 
或 P) 和 这 种 酶 。 净 效应 是 指 基质 到 产物 的 
转换 ， 其 中 酶 作为 此 转换 的 催化 剂 ， 且 不 
会 消耗 或 者 增加 。Ar k, Mk 量 表示 反应 
速度 ， 若 温度 保持 恒定 ， 那 么 这 些 量 也 为 
常数 。 在 这 种 情况 下 ， 输 入 工 G 思 0 表示 
添加 基质 的 速率 。 

Ca) 假定 温度 保持 恒定 ， 此 模型 是 时 不 变 
还 是 时 变 的 ? 是 线性 还 是 非 线性 的 ? 
(b) 令 qs (十 gs (ORRE WE g (0) 十 
(0) 常 量 上 。 在 上 述 的 特定 例子 中 ， 此 
和 式 是 指 所 有 酶 的 浓度 ， 因 此 ， 这 个 结 


果 展 示 了 酶 是 不 会 消耗 和 产生 的 ， 它 仅 
仅 催化 反应 的 进行 。 

假设 这 个 问题 剩 下 的 是 当 z 宇 0 时 
x(t) FE SE HE EL E AL FE AY o 

Cc) 当 式 =0 时 ， 如 果 q(t) ta G) =E > 
0， 状 态 变量 的 平衡 值 为 多 少 ? 

(d) 当 均 >0 时 ， 整 个 系统 可 能 没有 平衡 
值 ， 但 前 3 个 状态 变量 在 此 种 情况 下 
有 常数 值 ， 依 据 二 和 速率 常量 描述 这 3 
个 常数 值 ， 并 求 出 yO 的 增长 速率 
(Cy( 是 上 述 例子 中 的 产物 P). 

(Ce) 针对 速率 参数 ， 输 入 值 工 和 初始 条 件 
的 各 种 选择 ， 在 数值 上 对 系统 行为 进 
行 研究 。 


扩展 习题 


4.15 





考虑 DT LTI 二 阶 模型 





aln+1] —a 1) fa En] bi 
Tete 
ain+1] —a, 0) lg[Ln] b 
grt] A gin] 
wn]= Q _Olaln] 


(a) 通过 使 得 状态 空间 模型 中 的 关系 具体 
化 ， 找 到 一 个 关于 输入 zx[n]j 与 输出 
yLnj 的 二 阶 差分 方程 。 

(b) 让 Qi(z)、Q; (z)、X(z) 和 Y(z) 各 自 
表示 单 边 z 变换 的 qi [n]、gz [nj]、 
Zz[Lnj 和 yin], Hep fas vLnj 的 单 边 = 
变换 定义 为 

V(z) = Sune" 


n=0 


验证 时 移 信号 vLn 十 1] 的 单 边 = 变换 为 
2V(z) — zv[0] 
Ce) 将 (b) 中 的 结果 应 用 到 状态 空间 模型 ， 
并 验证 


Qi (z) 
OS Gat — A) bX (2) 
Q: Cz) 
+ 2(2I — A) 'qL0] 
Y(z)= cIQ(Cz) 


然后 ， 根 据 H(z) WA, b Alc’, 
4 glO]=OR, 找到 将 X(z) 转 换 为 
Y(z) 的 传递 函数 表达 式 。 

(d) 根据 ai, az, bi A bhii tt IRTE Cc) H 4E 
到 的 表达 式 H), HEEE SKE 
(a) 中 得 到 的 差分 方程 是 否 一 致 。 

接 下 来 的 单个 DT 状态 空间 方程 力图 描绘 

出 两 种 相互 作用 的 动物 种 群 ， 在 季节 转换 

时 候 的 种 群 密度 的 变化 。 其 中 一 类 (捕食 

者 ) 以 另 一 类 (被 捕食 者 ) 为 食 。 典 型 的 例子 

便 是 加 拿 大 的 山猫 和 雪人 兔 。 用 lLnj 和 r[Ln] 
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分 别 表 示 在 季节 的 种 群 密度 ， 此 模型 为 

tLn+1j= (1— deln] + wlnjrLn] 

rint+1J= (1 二 Dr[Ln]—wLnjrLn]— prin] 
Hp, 0<d<1l RA 4RDDLAM, 

LL Si AS Bh ARE SEE. b> 表示 缺少 山猫 

Nt, BRAK. HARM jy 二 0 以 

及 vv>>0 各 自决 定 了 在 两 种 物种 相互 作用 

下 ， 山 猫 的 优势 和 兔子 种 群 的 危险 ， 并 假 

定 这 些 相 互 作 用 的 发 生 与 种 群 密度 的 乘积 

成 比例 关系 。 系 数 BOO 决定 了 外 部 控制 作 

用 的 效果 ， 并 以 输入 zx[nj 表 现 ， 旨 在 限制 

雪 免 的 数量 。 

(a) 当 z[ 站 固定 在 值 元 时 ， 计 算 这 个 模型 
的 两 个 平衡 点 。 考 虑 一 个 平衡 点 作为 
初始 状态 ，Z[0]=Z 并 且 r[o]=F， 当 
7 盖 0 时 ， 系 统 状 态 不 会 发 生 移动 。 

(b) 对 于 每 一 个 平衡 点 和， 计算 关联 的 
线性 化 的 (并 且 是 LTI DT 状态 空间 ) 
模型 ， 该 模型 能 近似 描述 物种 数量 密 
度 与 这 个 平衡 点 的 小 偏离 均 为 [0]= 
tl[nj 一 Z 和 7[0j]==r[nj 一 7。 假 设 在 高 
阶 项 都 是 可 以 忽略 不 计 的 情况 下 ， 线 
性 化 模型 保持 从 平衡 状态 处 的 一 阶 偏 
离 ， 这 样 ， 乘 积 项 X[n]7[nj 可 以 被 忽 
略 不 计 。 

用 以 下 形式 写 出 你 的 线性 化 模型 


ins ey 
Fl1+1] TEn] 


其 中 4 是 一 个 2X2 的 矩阵 。 对 于 每 一 
个 不 同 的 平衡 值 点 ， 通 常 你 将 得 到 不 
Inlay A. 
现在 从 (b) 中 所 分 析 的 非 平 凡 的 平衡 状态 
附近 的 一 些 初始 值 4L0] 二 0 和 并 0]>0 FF 
始 ， 然 后 使 用 原始 非 线 性 模型 仿真 并 
Agi th 700 个 时 间 步 里 en | rin 
轨迹 。 仿 真 时 ， 首 先 固定 b=—d=0.05, 
p=v=0. 001 并 且 8 一 0， 然 后 探索 这 些 
参数 的 改变 对 结果 会 有 怎样 的 影响 。 
通过 仿真 验证 例 4.3 中 的 病毒 传播 情 
况 ， 当 免疫 率 下 降 到 zlnJ=0.2, mH 
他 所 有 参数 保持 不 变 时 ， 稳 定 状 态 会 
发 生 什 么 。 画 出 跟 图 4.3 类 似 的 图 形 。 
核实 (a) 中 的 仿真 实际 能 够 解决 导致 例 
4.8 中 的 地 方 病 平衡 状态 的 计算 问题 。 
O 对 于 你 在 (a) 中 使 用 的 参数 值 ， 计 算 
式 (4.105) 给 定 的 矩阵 Areo FE hi JA ii 
Ti FE GAR AS WY ly id BE, IF LL 
阵 的 特征 值 和 相关 的 特征 向 量 。 


Ce 


w 


(a 


Y 


(b 


w 
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第 4 章 介绍 了 因果 动态 系统 的 状态 空间 模型 。 这 些 模 型 的 状态 演化 特性 允许 系统 使 用 
数值 方式 的 解决 方案 ， 从 而 得 到 系统 从 某 个 给 定 的 初始 状态 开始 在 时 间 上 不 断 向 前 演化 ， 
这 些 初始 状态 提供 了 从 初始 时 刻 开始 的 系统 输入 。 这 就 产生 了 跟 特定 初始 状态 和 输入 相关 
的 全 部 状态 轨迹 。 对 于 非 线性 模型 ， 不 能 在 总 体 上 给 出 广泛 的 定性 结论 ， 例 如 ， 当 输入 的 
模 值 有 界 时 ， 空 间 轨迹 是 否 必然 总 是 限定 在 状态 空间 的 某 些 有 限 区 域内 。 然 而 ， 对 于 线性 
时 不 变 CLTD 系 统 ， 无 论 是 在 离散 时 间 还 是 连续 时 间 上 ， 对 其 结构 和 行为 都 可 以 进行 细致 
的 和 概括 性 的 分 析 。 本 章 致力 于 对 LTI 状态 空间 模型 的 分 析 。 从 研究 LTI 系统 过 程 中 衍 
生出 来 的 结论 和 分 析 工 具 ， 既 是 工程 系统 中 各 种 模块 和 组 件 设 计 的 强大 基础 ， 也 能 对 非 线 
性 时 不 变 系统 在 平衡 点 附近 的 小 扰动 特性 进行 分 析 。 


5.1 连续 时 间 和 离散 时 间 LTI 模型 


本 章 仅 限于 讨论 单 输入 单 输出 的 工 阶 连续 时 间 (CT) LTI 状态 空间 模型 ， 如 式 (5. 1) 和 
式 (5. 2) 所 示 


OUD — gt) = Ag) + br) (5.1) 
y(t) = e' q(t) 十 dz(t) (5:23 
或 者 离散 时 间 (DT)LTI 状态 空间 模型 ， 如 式 (5. 3) 和 式 (5. 4) 所 示 
qd[2 +1]= Aq[n] + bx[n] (5. 3) 
yLn]= e'q{n]+dz[n] (5. 4) 


式 (5.1) 将 CT LTI 系 统 的 动态 行为 表示 为 QPL PERM ABA. — Bri, 
线性 的 、 常 系数 的 差分 方程 ，q(z) 由 输入 cORKA. FS ORR q(t) 分 量 形式 的 导数 ， 
其 i 阶 分 量 是 gi(z)。 式 (5. 3) 用 耦合 一 阶 差 分 方程 为 DT LTI 系统 的 动态 行为 提供 了 类 似 
的 描述 

求解 LTI 模型 

确定 LTI 状态 空间 模型 的 通 解 过 程 ， 也 是 求解 具有 一 个 变量 的 线性 常 系数 差分 或 者 微 
分 方程 的 过 程 。 通 解 可 以 写成 齐 次 解 与 系统 特 解 的 和 ， LAR REESE ERA 
情况 下 的 解 。 在 状态 空间 模型 中 ， 通 常 最 感 兴趣 的 齐 次 或 者 零 输 入 响应 (ZIR) 是 在 某 个 起 
始 时 刻 的 特定 非 零 初始 状态 下 的 响应 ， 而 在 这 个 起 始 时 刻 及 其 之 后 的 输入 都 为 零 。ZIR 将 
在 5. 2 节 进 行 探讨 。5. 3 节 用 ZIR 和 一 个 特定 的 特 解 的 和 描述 了 全 解 ， 这 里 的 零 状态 响应 
(ZSR) 是 当初 始 状 态 为 零 时 ， 由 非 零 输入 引起 的 。 理 解 了 初始 时 刻 以 来 的 ZIR 和 ZIR 十 
ZSR 的 全 解 ， 就 能 够 深入 了 解 系统 的 稳定 性 ， 并 且 也 能 理解 系统 内 部 行为 如 何 与 系统 的 输 
人 输出 特性 相 联系 。 

表达 式 (5.1) 一 (5.4) 所 表示 的 CT 和 DT LTI 状态 空间 模型 由 相关 的 矩阵 A、 向 量 b 
和 c"、 标 量 4 完整 地 确定 。 它 们 各 自 的 状态 由 向 量 qm qLn] 所 体现 。 因 此 ， 对 这 些 模 
AMOR BABAR AS Sisk, 以 及 一 些 相关 的 线性 代数 知识 。 为 了 进行 分 析 ， 
下 面 的 小 节 将 先 简要 概述 所 需要 的 符号 和 因 式 。 

向 量 和 和 矩阵 运算 

这 里 假设 读者 已 经 熟悉 了 向 量 空 间 的 概念 ， 在 向 量 空间 里 ， 向 量 加 法 和 标量 乘法 的 相 
关 运 算 将 再 次 生成 这 个 空间 里 的 向 量 。 工 个 实数 的 行 或 列 数 组 对 应 于 一 个 工 维 实 欧 几 里 得 


第 5 章 LTI 状 态 空间 模型 


空间 里 的 一 个 点 或 者 一 个 向 量 ， 通 常情 况 下 ， 在 二 维和 三 维 空间 上 表示 为 一 个 从 原点 到 特 
定点 的 箭头 。 跟 这 个 图 形 描述 相关 的 两 个 向 量 的 求 和 运算 使 用 的 是 平行 四 边 形 法 则 ， 这 个 
法 则 简单 对 应 于 相关 数组 的 分 量 形式 的 加 法 。 类 似 的 ， 标 量 乘法 仅 是 对 数组 进行 比例 缩 
放 ， 也 就 是 说 ， 由 给 出 的 标量 乘 以 数组 的 每 一 个 分 量 。 

这 里 考虑 复数 欧 几 里 得 空间 是 很 有 必要 的 ， 至 少 在 涉及 复 特 征 值 运算 的 中 间 阶 段 时 是 
需要 的 。 这 种 情况 下 的 向 量 是 工 个 复数 的 列 或 行 数组 ， 且 标量 也 是 复数 。 然 而 ， 在 本 书 所 
涉及 的 场景 中 ， 并 不 需要 特别 考虑 从 实数 欧 几 里 得 空间 到 复数 欧 几 里 得 空间 的 扩展 。 正 如 
实数 情况 下 的 代数 运算 扩展 到 复数 情况 时 ， 会 存在 一 些 明显 的 修正 。 男 外 ， 在 各 种 应 用 场 
景 中 ， 所 得 到 的 最 终 答案 都 能 基于 实数 欧 几 里 得 向 量 的 图 形 化 形式 书写 和 表达 出 来 ， 这 是 
因为 在 感 兴趣 的 问题 中 ,复数 特 征 值 都 是 以 复 共 轿 对 的 形式 出 现 的 。 这 样 ， 通 常 就 能 依靠 
上 下 文 内 容 和 弄 清楚 所 处 理 的 是 实数 的 还 是 复数 的 向 量 和 标量 。 

向 量 w ，…，wi 的 集合 表示 了 通过 加 权 和 或 者 线性 组 合 的 形式 得 到 的 所 有 向 量 ， 如 
avtov t= tan, Kha, a 是 任意 的 标量 ，aiv; 表示 标量 乘 以 一 个 向 量 , “十 ” 表 
示 向 量 加 法 。 在 这 个 范围 内 的 向 量 自己 形成 了 一 个 向 量 空 间 ， 因 此 通常 更 倾向 于 将 vy 十 … 十 
ave 作为 由 向 量 v1» sty Oe 组 成 的 向 量 空间 范围 。 

在 一 个 向 量 组 里 ， 如 果 没 有 一 个 向 量 能 够 表示 为 其 他 向 量 的 加 权 和 ， 这 组 向 量 就 被 称 
为 独立 向 量 。 在 一 个 向 量 空间 里 ， ee renee an ane 
空间 的 维度 。 这 些 独 立 向 量 构成 的 集合 称 为 最 大 独立 集 。 在 一 个 二 维 平面 上 ， 任 意 两 个 向 
量 被 认为 是 独立 的 ， 当 且 仅 当 其 中 一 个 向 量 不 能 表示 为 为 一 一 个 向 量 与 标量 的 乘积 时 ; 在 二 
维 空间 里 ， 任 意 三 个 向 量 都 是 相关 的 ， 也 就 是 说 ， 不 是 独立 的 。 在 三 维 空间 里 ， 将 由 两 个 
独立 向 量 组 成 空间 ， 其 本 身 就 是 一 个 二 维 空间 一 一 一 个 通过 原点 的 平面 一 一 艇 入 到 更 大 空 
间 里 ， 这 也 是 一 个 子 空间 的 例子 ， 或 者 是 由 它 本 身 形 成 的 向 量 空间 的 一 个 子 集合 。 尽 管 在 
前 几 章 遇 到 过 重要 的 无 限 维度 向 量 空 间 ， 最 明显 的 是 &DT 信号 空间 ,但 是 对 于 向 量 空间 
的 应 用 还 是 将 被 限制 在 有 限 维度 空间 里 。 

在 一 个 向 量 空间 里 ， 最 大 独立 集 的 向 量 构成 了 这 个 空间 的 基础 集 ， 也 就 是 说 ， 在 这 个 
空间 里 的 其 他 向 量 都 可 以 写作 基础 集中 的 向 量 的 加 权 和 ， 并 且 这 些 权重 值 是 唯一 确定 的 。 
虽然 这 里 省 略 了 对 上 述 声明 的 直接 证 明 过 程 ， 但 是 这 仍然 是 一 个 很 重要 的 结论 ， 并 且 下 面 
章节 将 反复 应 用 到 。 

另外 ， 这 里 还 需要 用 到 和 矩阵 运算 的 基础 知识 。 一 个 矩阵 通常 可 以 看 成 标量 的 矩形 数 
组 ,但 是 更 实用 的 看 法 是 ， 将 矩阵 作为 列 向 量 肩 并 肩 排列 起 来 的 一 个 数组 。 因 此 ,LX& 
MEP 可 以 看 成 





= [pi «pz © pel (5. 5) 
矩阵 卫 里 ， 第 ; popia e eh io 在 这 里 ， 和 矩阵 向 量 乘积 Pw 可 
以 解释 为 矩阵 卫 的 列 向 量 的 加 权 线 性 组 合 ， 权 重 由 向 量 w 的 相应 项 所 给 出 


Wi 
We 
Pw=[p ps * Pell , |= >) pwi (5. 6) 


这 样 的 解释 将 会 被 反复 使 用 。 正 如 w 有 各 种 可 能 性 ， 形 如 Pw 的 向 量 集 也 是 一 个 向 量 空 
间 ， 该 空间 指明 了 矩阵 己 的 范围 。 范 围 的 维度 称 为 矩阵 的 秩 。 

通常 ， 将 矩阵 看 作 行 向 量 从 上 到 下 一 个 接 一 个 排列 起 来 的 数组 ， 或 者 简单 地 作为 向 量 
或 矩阵 映射 为 其 他 向 量 或 矩阵 的 一 种 运算 ， 也 是 很 有 用 的 。 这 里 也 假设 读者 已 经 熟悉 了 一 
个 方 阵 的 行列 式 和 其 逆 的 计算 与 使 用 ;至 少 对 2X2 或 者 3X3 的 矩阵 是 熟悉 的 。 在 本 章 的 
后 面 几 个 例子 会 说 明 这 些 计算 。 

最 后 ,无 维 空间 中 天 维 列 向 量 (或 者 行 向 量 ) 的 独立 性 可 以 通过 工 XL 和 矩阵 的 形式 来 进 
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行 测试 ， 该 矩阵 的 列 ( 或 行 ) 就 是 这 些 向 量 ， 然 后 计算 这 个 矩阵 的 行列 式 。 当 且 仅 当 这 个 行 
列 式 非 零 时 ， 这 些 向 量 是 独立 的 。 


52 零 输 入 响应 和 模 态 表 示 


5.2.1 未 驱动 的 CT 系统 


这 里 从 一 个 CT LTI 状态 空间 模型 的 例子 开始 。 为 了 表示 方便 ， 考 虑 分 析 的 初始 时 
刻 ， 或 者 说 初始 时 刻 设置 为 :二 0。 当 处 理 的 是 时 不 变 系统 时 ， 这 样 做 不 失 一 般 性 。 如 果 初 
始 时 刻 是 实际 上 的 其 他 时 刻 t。， 那 么 也 只 需要 考虑 初始 时 刻 之 后 过 去 了 的 时 间 是 ee. M 
不 是 to 

考虑 对 应 于 式 (5. 1) 的 未 驱动 系统 的 响应 ， 即 在 SO MY, 2 (2) =0 情况 下 的 响应 ， 但 
是 这 种 情况 下 可 能 存在 非 零 初始 条 件 g(0) 。 式 (5. 7) 是 系统 的 ZIR， 而 且 是 一 个 未 驱动 ( 非 
受 迫 或 齐 次 ) 系 统 的 解 : 

q(t) = Aq (t) Gaz) 

CT 指数 解 和 模式 

当 分 析 未 驱动 LTI 系 统 时 ， 寻 找 一 个 指数 形式 的 解 是 非常 自然 的 。 这 是 因为 未 驱动 
LTI 系 统 的 解 一 定 具 有 移 不 变 和 比例 缩放 的 特性 ， 而 指数 具有 的 独特 性 质 ， 即 在 时 间 上 的 
移动 等 于 在 幅度 上 的 比例 缩放 。 基 于 此 ， 需 要 找 的 一 个 非 零 解 的 形式 是 

qi) = ve", v0 C558) 
这 里 ， 每 一 个 状态 变量 都 是 一 个 标量 乘 以 相同 的 指数 e ， 这 些 标量 乘法 被 组 合 到 向 量 v 
中 。 式 (5. 8) 粗 黑体 字 “0” 表 示 工 个 元 素 的 列 向 量 中 的 项 全 是 0。w 关 0 表示 至 少 v 中 有 
二 个 元 素 是 非 0 的 4 
将 式 (5. 8) 带 入 式 (5.7) 中 ， 可 以 得 到 下 面 的 关系 式 : 


Me” = Ave" (5. 9) 

从 上 式 中 可 知 ， 向 量 v 和 标量 ) 必须 满足 
w 二 Av， 或 者 等 价 于 (5. 10) 
QI—A)v=0, v0 (5. 11) 


这 里 ,在 LXL 和 矩阵 情况 下 , TAN A. A EE RB E RA 
等 于 列 标的 位 置 上 ) 全 是 1， 非 对 角 线 的 位 置 上 全 是 0。 因 此 y= 二 v 对 所 有 向 量 v 都 成 立 。 
这 个 矩阵 被 式 (5.11) 引 入 ， 这 是 因为 LXL 和 矩阵 A 只 能 从 工 X 工 和 矩阵 中 减 去 ， 而 不 能 从 标 
量 中 减 去 。 

式 (5. 11) 要 求 矩 阵 CMI 一 人) 的 列 向 量 的 非 零 加 权 线 性 组 合 加 起 来 等 于 零 向 量 ， 这 里 的 
权重 都 是 向 量 v 中 的 项 。 换 句 话 说 ,4 必须 使 得 矩阵 (ME 一 4) 的 列 向 量 相 关 。 正 如 前 面 提 
到 的 ， 方 阵列 向 量 相关 性 的 一 个 简单 分 析 测 试 就 是 矩阵 的 行列 式 为 0， 

det(AI — A) = 0 (5. 12) 

对 于 工 阶 系统 ， 前 面 的 多 项 式 总 是 一 个 具有 4 WL 次 方 首 一 多 项 式 (monic 
polynomial) (EP à I L 次 方 的 项 的 系数 为 1， 首 一 多 项 式 就 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 )， 该 
多 项 式 称 为 这 个 系统 或 者 矩阵 4 的 特征 多 项 式 : 

det(Al — A) = a(a) = àt tap Ab! +++ +a, (5..13) 

(“ 首 一 ”这 个 标签 表明 最 高 次 方 的 系数 为 1,) 这 符合 式 (5. 8) 假 设 的 指数 形式 解 ve* 是 
未 驱动 系统 的 非 零 解 ， 其 条 件 为 当 且 仅 当 是 特征 多 项 式 工 个 根 {4;}'_ 中 的 一 个 。 这 些 根 
称 为 系统 的 特征 根 或 者 自然 频率 ， 也 可 以 称 为 矩阵 4 的 特征 值 。 

式 (5. 8) 中 的 向 量 v 对 应 于 式 (5. 14) 中 系统 的 非 零 解 v; 

Ad —A)v; = 0,5 0; 40 (5. 14) 

向 量 v 也 称 为 与 4; 相关 的 特征 向 量 。 值 得 注意 的 是 ， 对 于 相同 的 特征 值 ， 由 一 个 非 
零 标 量 乘 以 任何 一 个 特征 向 量 又 能 产生 一 个 特征 向 量 。 因 此 特征 向 量 仅仅 取决 于 非 零 缩放 
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比例 ， 而 且 任 何方 便 的 非 零 缩 放 比 例 或 者 归 一 化 都 可 以 被 使 用 。 因 此 ， 这 是 一 个 由 表征 系 
统 的 特征 向 量 所 组 成 的 一 维 空间 (或 者 是 过 原点 的 直线 ) ， 而 不 仅仅 表示 特征 向 量 本 身 。 

总 的 来 说 ， 当 且 仅 当 ) 等 于 A 的 特征 值 时 ， 未 驱动 系统 有 一 个 指数 形式 的 解 ve ， 且 
非 零 向 量 v 和 特征 值 相关 。 

这 里 只 考虑 实 系数 的 状态 空间 模型 ， 即 这 些 模型 里 所 有 信号 和 系数 矩阵 A、b、c 和 
d 的 都 是 实数 (尽管 随后 这 些 模型 会 转换 成 前 一 章 出 现 的 对 角形 式 ， 也 许 会 出 现 复数 项 ， 
但 是 也 是 以 非常 结构 化 的 形式 表示 出 来 )。 系 数 {a;} 定 义 了 式 (5. 13) 中 的 特征 多 项 式 a) 
是 实 值 的 ， 因 此 这 个 多 项 式 的 复数 根 会 以 共 斩 对 的 形式 成 对 出 现 。 如 果 ~w 是 与 一 个 复 特 征 
HRA, 相关 的 特征 向 量 ， 那 么 vi 这 个 向 量 的 项 与 对 应 的 向 量 v; 的 项 是 复 共 思 的 一 一 是 
一 个 与 4 相关 的 特征 向 量 ，X; FEA, A, ROT VA TSN CS. 10) 两 边 取 共 轿 的 方法 
进行 验证 ， 当 A= ir VV, 时 ， HA EXER, 可 以 得 到 Aj 0; =A; . 

线性 化 单 摆 模型 的 特征 值 和 特征 向 量 

对 于 第 4 章 中 例 4.1、 例 4.5、 例 4.9、 例 4.11 引 入 的 倒立 摆 ， 考 虑 了 完全 倒立 和 静止 两 种 
平衡 位 置 下 的 小 偏差 所 产生 的 未 驱动 LTI 模型 ， 并 假设 采用 和 例 4.5 一 样 的 模型 参数 值 : 





0 1 
q(t) = | hw (5715) 
6 —2 
回忆 一 下 ， 第 一 状态 变量 表示 顺 时 针 方向 离 垂 直方 向 的 角度 误差 ， 而 第 二 状态 变量 表示 顺 
时 针 方 向 角速度 。 只 要 都 保持 在 非常 接近 于 0 的 平衡 值 ， 那 么 线性 化 的 模型 就 近似 描述 了 
这 些 参数 的 时 间 演 化 情况 。 
为 了 确定 ZIR， 需 要 得 到 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 











0 1 
A= | (5. 16) 
$ —2 
因此 ， 开 始 计算 其 特征 多 项 式 : 
dera =A= de E =D -exe 
一 8 十 2 
= } #2 >=8 = (a— 2) (A + 4) (5.17) 
在 行列 式 计 算 中 ， 使 用 由 式 (5. 18) 给 出 的 任意 2X2 和 矩阵 行列 式 
anp 
det = ad — bc (5.18) 
cd 
HESAR WHE A H2 和 Xs 二 一 4。 为 了 确定 v1， 需 要 找到 式 (5.19) 的 一 个 非 零 解 
biaa h 
I-A = mi =i (5. 19) 
= 5 4 V2) 0 





由 于 特征 向 量 仅仅 取决 于 非 零 的 缩放 因子 ， 所 以 可 取 mi 一 1， 只 要 不 是 0 就行， 然后 求 出 
U21 o 如 果 非 堆 vii 的 假设 不 合理 ， 那么 ， 就 会 发 现 不 能 求 出 满足 上 面 等 式 对 的 V21 9 然后 就 
可 以 在 取 wa =0 的 情况 下 ， 再 求解 un. 在 当前 的 例子 中 ， 令 式 (5.19) 中 的 vi =1, 求 出 
va 二 2 能 都 满足 这 两 个 等 式 。 因 此 
| 
2 


对 于 高 阶 情况 ， 要 求解 特征 向 量 剩 下 的 工 一 1 个 元 素 ， 更 高 阶 的 系统 需要 更 系统 性 地 
求解 工 一 1 个 线性 方程 。 


(5. 20) 
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为 了 求 出 和 2 二 一 4 有 联系 的 特征 向 量 w;， 对 应 的 方程 是 

















rru 一 Uiz 0 
一 8 二 U22 0 
再 次 取 v:=l; R H vss 二 一 4， 因 此 
1 
Wy | | (5. 22) 


假设 用 一 般 的 悬挂 位 置 作为 感 兴趣 的 平衡 位 置 ， 而 不 是 采用 创立 的 位 置 。 那 么 线性 化 
的 模型 就 会 用 一 8 代替 式 (5.16) 移 阵 4 中 的 8。 可 得 矩阵 








0 
a= | | (5. 23) 
ge oe 
那么 和 矩阵 的 特征 值 就 是 式 (5. 24) BY AR 
MEZA = @+t1)?+7 (5. 24) 
也 就 是 1 三 一 1 十 jV7，) 一 袜 一 一 1 一 jV7。 像 前 面 一 样 计算 出 特征 向 量 ， 和 进行 适当 的 修 
改 ， 就 能 发 现 
1 1 0 
vy = |- | 加 = u+jw, v = vi =u—jw 53.25) 
14 pT A V7 
KE, uw 分 别 是 向 量 vi 的 实 部 和 虚 部 。 < 
当 计算 3X3 矩阵 的 特征 值 时 ， 下 式 所 表示 的 3X3 矩阵 的 行列 式 是 很 有 帮助 的 
abo c 
detld e f |= (aei+bfg+cdh) — (gec +dbi +ahf) (5. 26) 
wh 4 








一 个 普通 且 很 有 用 的 结论 : b= fase RM ee Ae Loc, LEMKE 
180] 三角 和 矩阵 是 指 所 有 非 零 项 在 对 角 线 和 对 角 线 以 上 的 矩阵 。 这 条 结论 对 下 三 角 和 矩阵 同样 适用 ， 也 
适用 于 对 角 和 矩阵 (所 有 非 零 项 全 在 对 角 线 上 的 矩阵 )。 这 些 结论 可 以 从 以 下 事实 中 获得 :如 果 有 4 
是 上 述 类 型 的 和 矩阵， 那么 AMA 的 行列 式 就 可 以 简单 地 表示 为 矩阵 对 角 线 上 的 乘积 。 
式 (5. 8) 的 单 指数 形式 的 一 个 非 零 解 是 4 二 4; 和 w= 二 wv;， 称 为 式 (5.7) 中 未 驱动 系统 的 
第 i 个 模式 。 相 关 的 % 一 一 已 经 求 出 的 一 个 特征 频率 或 者 自然 频率 一 一 称 为 第 i 个 波 模 频 
率 或 者 模 态 频率 ，wv; 称 为 第 i 个 振 型 或 者 模 态 振 型 ， 这 是 因为 它 的 不 同 项 值 是 与 模式 中 不 
同 状态 变量 的 活跃 程度 成 比例 的 。 
值得 注意 的 是 ， 如 果 这 个 解 正好 是 第 i 个 模式 
q(t) = v;e* (6.27) 
那么 对 应 的 初始 条 件 就 是 4(0) = 0;, ERR AS RAE AY HEE SEA 
况 一 一 对 于 初始 条 件 q(0) 二 wv;， 仅 有 第 i 个 模式 被 激活 。 因 此 ， 为 了 仅仅 激活 一 个 单一 模式 ， 
初始 条 件 必须 和 特征 向 量 相关 ， 或 者 等 价 于 ， 必 须 存 在 由 特征 向 量 定 义 的 一 维特 征 空间 。 
也 可 证 明 ， 和 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 是 线性 独立 的 ， 也 就 是 说 ， 它 们 之 中 没有 任 
何 一 个 向 量 能 写成 剩余 向 量 的 线性 组 合 。 为 简单 起 见 ， 这 里 所 有 的 讨论 仅 限 于 4 的 所 有 工 
个 特征 值 都 是 独立 的 。 这 就 能 保证 vis vs s v 形成 一 个 独立 集 ， 因 此 也 是 工 维 状态 
空间 的 一 个 基 ( 在 一 些 4 有 重复 特征 值 的 情况 下 ， 找 出 全 部 工 个 独立 的 特征 向 量 也 是 可 能 
的 ， 但 这 种 情况 并 不 是 普遍 存在 的 ) 。 接 下 来 将 反复 用 到 这 样 的 一 个 事实 : L 维 状态 空间 
中 的 任何 向 量 ， 如 任何 时 刻 t 的 状态 向 量 q(z)， 都 可 以 写成 这 个 空间 中 的 任何 工 个 独立 向 
量 的 唯一 线性 组 合 ， 例 如 工 个 特征 向 量 。 
CT ZIR 的 模 态 表示 
因为 式 (5.7) 中 的 未 驱动 系统 是 线性 的 ， 所 以 对 于 每 一 个 特征 根 4;， 其 对 应 的 形 如 
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RG. 27) 的 模 态 解 的 加 权 线 性 组 合 ， 都 将 满足 这 个 等 式 。 因 此 ， 对 于 零 输 入 响应 ， 一 个 更 
通用 的 解 是 


q(t) = Yaw, e^ (5. 28) 


为 了 验证 这 个 表达 式 一 一 对 任意 的 权重 a; 一 一 作为 式 (5. 7) 中 的 未 驱动 系统 的 一 个 解 ， 
将 这 个 式 子 带 和 人 未 驱动 方程 ， SrA TERR Me Vi=Av;: 





4 Dane) Sava, ht = A( dav ie) (5. 29) 
3K (5. 28) P OYE Sea 的 初始 条 件 是 
4(0) = Ye v; (5. 30) 


在 相 异 特征 值 的 假设 下 ， 由 于 工 个 特征 向 量 v 是 无 关 的 ， 可 以 通过 a 系数 的 合理 选 
择 ， 使 得 式 (5. 30) 的 右边 等 于 任意 期 望 的 g(0)， 且 这 些 系数 是 唯一 的 。 因 此 ， 通 过 给 定 
式 (5.7) 中 未 驱动 系统 的 初始 条 件 ， 就 能 通过 式 (5. 30) 确 定 a;。 一 旦 确定 了 这 些 系 数 ， 在 
相 异 特征 值 的 假设 条 件 下 ， 式 (5. 28) 就 成 了 式 (5.7) 所 表示 的 未 驱动 系统 在 ZIR 情况 下 的 
显 式 通 解 。 式 (5. 28) 中 右边 的 表达 式 就 可 以 作为 ZIR 的 模 态 表示 或 者 解析 形式 。 

线性 倒立 摆 模 型 的 ZIR 

在 例 5.1 中， 计算 了 关于 矩阵 双 的 特征 向 量 和 特征 值 ， 该 矩阵 控制 了 倒立 摆 基 于 其 倒 
立 平衡 位 置 的 小 摆动 。 未 驱动 LTI 模 型 的 两 个 模式 的 形式 为 wie” 和 vse “。 因 此 ， 可 以 分 
别 看 出 ， 一 个 在 幅度 上 呈现 指数 式 增 加 ， 另 一 个 在 幅度 上 呈现 指数 式 衰减 。 构 建 ZIR 所 需 
要 的 特定 组 合 是 由 初始 条 件 q(0) 决 定 的 。 

假设 初始 位 置 是 wj(0) 王 1. 1( 选 择 合 适 的 单位 )， 初 始 速度 qz (0) 一 一 4， 为 了 确定 初始 
条 件 对 两 个 模式 的 激活 程度 ， 解 出 式 (5.30) 的 a 和 wm， 需要 首先 确定 合适 的 数值 代入 : 


i Pel 1 1 
q(0) = = a vı Haz v: = a Prd 5.31) 
=4 — 4 


解 出 这 两 个 联 立 方程 的 两 个 未 知 数 ， 可 得 a=] 
化 所 得 的 ZIR 就 是 


1 
q(t) = avie Harv: e" = fle +B] Je (5. 32) 
在 LTI 模 型 中 会 得 到 这 样 一 个 解 ， 其 中 的 位 置 和 速度 最 终 均 在 幅度 上 呈现 指数 式 的 增 
长 。 然 而 ， 当 位 置 和 速度 变 得 足够 大 时 ， 也 就 是 足够 远离 其 平衡 位 置 时 ， 线 性 化 的 LTI 模 
型 行为 就 不 再 是 非 线 性 倒立 摆 模 型 的 小 信 5 
号 行为 的 一 个 好 的 近似 。 
模 态 解 的 图 形 化 描述 具有 启示 意义 。 
图 5.1 表 示 了 具有 两 个 坐标 gq! 和 qz AK 
态 空 间 ， 也 称 为 二 阶 系统 中 的 相 平面 。 特 
征 向 量 mi 和 zs 表示 为 一 个 从 原点 指向 合 
适 点 的 箭头 。 上 述 描述 的 解 对 应 于 图 中 最 
右边 的 轨迹 。 初 始 条 件 沿 着 v。 WEAR 
大 的 分 量 ， 沿 着 vı 向 量 有 一 个 较 小 的 分 
量 。 这 些 分 量 可 以 在 图 形 上 以 平行 四 边 形 ”图 5.1 对 于 例 5.2 中 线性 化 倒立 摆 模 型 的 三 个 不 同 
法 则 构造 出 来 。 然 而 ， 在 v。 上 的 分 量 随 初始 条 件 ， 在 相 平面 上 的 ZIR 的 模 态 分 解 






q(0)=(-0.5, 2)" 
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着 时 间 以 @ “衰减 ， 在 vi 上 的 分 量 随 着 时 间 以 e* 增 长 。 在 t= 二 1 附近 ， 对 应 于 相关 指数 的 
四 倍 常量 ， 沿 vs 方向 的 分 量 是 可 以 忽略 不 计 的 ， 因 此 实际 的 运动 是 沿 vi 方向 的 向 外 指数 运动 。 

为 了 只 激活 模型 的 稳定 模式 ， 对 于 一 些 非 零 权重 因子 a 来 说 ， 就 需要 初始 条 件 具 有 
4(0) 王 oz zs 的 形式 ， 这 样 系统 随后 的 运动 就 是 ve“。 图 5.1 显 示 了 一 条 对 应 于 这 样 初 
wee EH, HP ae =—0.5, MHAMEZ g1(0) 二 一 0.5， 初 始 角 速度 g(0)=—2. 
系统 在 角 位 置 和 角速度 上 的 运动 中 都 呈现 指数 衰减 到 0 的 情况 ， 衰 减 系数 是 e“。 因 此 ; 
摆 的 运动 呈现 指数 收敛 ,最终 停 在 倒立 位 置 上 。 

图 5.1 中 的 第 3 条 轨迹 显示 倒立 摆 从 停止 处 开始 ， 因 此 gq,(0) 二 0， 初 始 位 置 g(0)=—0.5, 
分 解 这 个 初始 条 件 到 各 个 特征 向 量 的 各 个 分 量 上 ， 一 个 分 量 在 幅度 上 以 e “衰减 ， 另 一 个 
以 e* 在 增长 。 当 t==1 时 ， 运 动 本 质 上 是 求 指数 向 外 的 运动 ， 这 一 次 沿 一 vi 的 方向 。 < 

CT 中 的 复 模 式 对 

例 5. 2 中 的 特征 值 都 是 实数 。 一 对 复 共 斩 特 征 值 4; ALAS 对 模 态 分 解 的 贡献 可 以 写 为 
如 下 实数 项 的 形式 

ave Harur ei! (5. 33) 
记 Ai=o; Fjwi» 因此 0; 是 特征 值 的 实 部 ，w; 是 虚 部 ， 类 似 的 有 vi 二 Wi 十 jw;， 一 种 代数 形 
式 表 示 如 下 : 
awi Harv? & = Kier [u;cos(wt +6,) — wisin(w,t +0:)] (5. 34) 
常数 K; 和 0; 在 对 式 (5. 30) 两 边 进行 匹配 的 过 程 中 ， 能 够 由 初始 条 件 确 定 。 因 此 ， 对 模 态 
解 的 上 述 贡 献 存 在 于 由 特征 向 量 v; 的 实 部 wu; 和 虚 部 w: 组 成 的 平面 内 。 平 面 上 的 相关 运动 
呈现 指数 螺旋 ， 螺 旋 增 长 或 衰减 取决 于 =Re{);} 是 正 的 还 是 负 的 ， 相 应 的 特征 根 ) 存在 
于 右 半 开 平面 或 者 左 半 开平 面 。 如 果 c =0， 就 说 明 这 对 复 共 斩 特 征 值 对 存在 于 虚 轴 上 ， 
螺旋 线 退 化 成 团 环线 。 螺 旋 线 的 转速 取决 于 ww, = Im {A;} . 
线性 悬挂 摆 模 型 的 ZIR 
回 到 关于 正常 悬挂 位 置 附近 的 线性 摆 模 型 ， 如 例 5.1 所 示 ， 可 以 发 现 特征 值 是 
Ai =—1+j/7= Az 
0 


1 
a =| 
把 这 个 结果 直接 应 用 到 式 (5. 34) 中 ， 则 这 个 例子 中 的 系统 ZIR 是 


qı (t) 1 0 
| oomo- | 

qs (t) | aT 
在 相 平面 上 ， 这 个 ZIR 对 应 于 一 条 收缩 的 顺 
时 针 螺 旋 线 ， 如 图 .5.2 所 示 。 从 物理 上 来 看 ， 
这 条 轨迹 对 应 于 该 悬挂 摆 经 过 了 阻尼 振荡 ， 
体现 在 幅度 上 呈现 指数 衰减 。 

PKK PO 可 以 通过 初始 条 件 求 出 ， 用 
下 面 的 一 对 等 式 进 行 求解 。 


qı (0) 1 0 
cos(@) — 
Sz JT 


相应 的 特征 向 量 是 








ti- v2 


= Ke” 


sin(/7t +0) 

















3 





=K sin(ĝ) 

















qz (0) 
: 图 5.2 对 于 例 5.3 中 摆 围 绕 普通 悬挂 位 置 的 
(5. 36) 4 ZIR 的 相 平面 
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5.2.2 未 驱动 的 DT 系统 
对 于 式 (5.3) 中 DT 情况 下 的 系统 ZIR， 可 以 运用 上 述 类 似 方法 进行 推导 ， 也 就 是 说 ， 
未 驱动 系统 的 解 可 以 写 为 
qin+1] = Ag[n] (5. 37) 
与 CT 情况 的 一 个 区 别 是 ，DT 系统 的 ZIR 轨迹 在 状态 空间 上 组 成 了 一 个 离散 点 的 序 
列 ， 而 不 是 一 条 连续 的 轨迹 。 另 外 一 个 区 别 是 式 (5. 37) 很 容易 从 0 时 刻 向 前 步 进 ， 从 而 得 
到 显 式 解 
qin] = 4"g[0] (5. 38) 
然而 ， 随 着 时 间 的 变化 ， 除 非 已 经 了 解 和 矩阵 A 的 项 与 矩阵 A” 的 项 之 间 的 联系 ， 否 则 
对 于 随时 间 变 化 的 状态 轨迹 的 定性 行为 ， 这 个 表达 式 并 不 能 传达 出 太 多 信息 。 
随 n MAY A" i 
MR A 和 它 的 n 次 里 矩阵 4" 的 项 之 间 并 不 是 直接 相关 的 。 在 这 里 特征 值 起 到 了 关键 
的 作用 。 考 虑 下 面 这 个 例子 : 


A 6 0. | | 101 100 
A, = ， A= 
0.6 0.6 —101 ee 
100. 5 100 0.6 100 
100.5 — 100 0 0.5 
所 有 四 个 矩阵 都 有 着 特殊 的 结构 ， 每 一 个 都 可 以 很 容易 写 出 它 的 对 次 宏和 矩阵 的 表达 
R. BEA 的 所 有 项 在 幅度 上 的 数值 都 小 于 1， 然 而 它 的 于 次 里 矩阵 (? 之 1) 是 


OVS (0.15 
Aj = (1. 2)" (5. 40) 
0.5. 0.5 


At 的 所 有 项 随 着 元 的 增 大 呈现 指数 式 增 加 。 这 个 行为 是 因为 矩阵 4i 的 特征 值 是 1.2 
和 0， 在 另 一 方面 ， 尽管 A A;, Aj 的 项 的 数值 很 大 ， 对 于 n>l;, vA EN n KE 
阵 是 


201 200 
= (0. 5)" 


= 204 200 


0.6" 1000 X (0. 6" — 0. a 


A= (5. 41) 





0. 5” 

Bw, At 的 特征 值 是 0 和 1， 保持 非 零 但 是 有 界 ; A 的 特征 值 是 0.5 和 0， 它 的 所 有 
项 随 着 n>oo， 趋 向 于 0; A 的 特征 值 是 0.6 和 0.5， 它 的 所 有 项 也 是 随 着 n>co， 趋 向 于 
0. 

从 上 面 观察 中 得 出 的 结论 是 : 一 个 矩阵 的 单独 项 并 不 能 直接 显示 出 太 多 关于 这 个 矩阵 
的 霸 矩 阵 的 行为 信息 。 矩 阵 的 特征 值 决定 矩阵 的 项 的 震 是 否 以 及 如 何 增长 、 衰减 或 者 保持 
有 界 。 当 所 有 特征 值 都 有 小 于 1 的 幅度 时 ， 人 矩阵 的 所 有 项 都 衰减 到 0; 如 果 任 意 一 个 特征 
MAF 1， 那么 这 些 项 都 呈现 指数 增长 ;如 果菜 些 特征 值 幅度 是 1， 其 他 的 特征 值 幅度 小 
于 1， 那 么 矩阵 的 项 的 惫 保持 有 界 但 都 不 会 衰减 到 0。 < 

DT ZIR 的 模 态 分 解 

式 (5. 38) 表 明和 矩阵 A" 的 行为 决定 了 DT LTI 系统 的 ZIR。 为 了 更 进一步 阐明 这 个 
ZIR， 再 次 假设 DT 情况 下 的 一 个 指数 解 具有 如 下 形式 
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qin] = wl", v0 (5. 42) 
把 上 式 代 入 式 (5.37) 中 ， 将 产生 与 CT 情况 下 完全 相同 的 特征 值 /特征 向 量 条 件 ， 也 
就 是 说 ， 
hu 二 MVD， 或 者 等 价 于 GAI—-Av=0, v0 (5. 43) 
假设 4 有 工 个 相 蜡 的 特征 值 41，…，X4， 保 证 对 应 的 特征 向 量 ww ，…，wi 是 独立 
Ba Ee EIR see Ere SEER EE 
qin] = Savar (5. 44) 
这 里 的 系数 可 以 由 初始 条 件 通 过 式 (5.45) 求 出 ， 
qL0] = Vail (5. 45) 
DT 情况 下 的 复 模 式 对 
如 果实 矩阵 有 一 个 复 特 征 值 
ù = pt p>0, 0<D<r (5. 46) 


这 里 写成 一 个 更 适合 代入 DT 情况 的 形式 ， ABA RPE AY SE BE th EE A? 二 pe 2 ， 
也 是 A 的 特征 值 。 此 外 ， Te 那么 它 的 复 共 轿 也 就 是 特 
征 值 M” 所 对 应 的 特征 向 量 。 对 于 ZIR， 模 式 的 这 个 复 共 斩 对 的 贡献 可 以 表达 成 基于 实数 
项 的 形式 : 
186 aval 二 ai vi (Ar) (5. 47) 
运用 一 些 代 数 运算 ， 式 (5. 47) 中 的 实 表达 式 可 以 简化 为 
avid? tar vr Ar)" = Kip? lu;cos(Qin + 0) — wisin(Qin + 0;)] (5. 48) 
常数 K; 和 0; 可 以 在 对 式 (5.45) 两 端的 匹配 过 程 中 ， 由 初始 条 件 求 出 。 因 此 ， 这 个 模 
式 对 将 会 对 ZIR 产生 振荡 形式 的 贡献 。 
带 有 相位 Q= En 的 特征 值 4; 的 情况 值得 特别 注意 。 这 相当 于 4; 是 一 个 负 实 数 一 p,， 
而 不 是 复数 值 对 中 的 一 个 。 然 而 ， 由 于 (一 p,)" 具有 交替 的 符号 ， 所 以 它 对 ZIR 的 贡献 是 
交 蔡 振 荡 的 。 实 际 上 ， 这 个 符号 交替 表明 了 DT 系统 具有 最 快速 的 振荡 。 
5.2.3 LTI 系统 的 渐进 稳定 性 
如 果 一 个 LTI 状态 空间 系统 的 ZIR 对 所 有 初始 条 件 都 会 衰减 到 0， 那么 这 个 系统 称 为 
渐进 稳定 或 者 内 在 稳定 。 有 了 时候 系统 也 会 出 现 边缘 稳定 的 情况 ， 这 时 系统 不 是 渐进 稳定 
的 ， 但 是 存在 一 个 ZIR 在 所 有 初始 条 件 下 的 所 有 时 间 内 都 保持 有 界 。 如 果 一 个 系统 不 是 渐 
进 稳定 的 ， 则 这 个 系统 称 为 不 稳定 。 因 此 一 个 边缘 稳定 的 系统 也 可 以 认为 是 不 稳定 的 。 
LTI 系统 的 稳定 性 跟 它 的 模式 的 行为 有 直接 关系 ， 而 且 特 别 地 与 特征 频率 或 者 自然 频率 A, 
的 值 有 关系 ， 这 个 4; 是 特征 多 项 式 的 根 。 
CT 系统 
对 于 CT 情况 ， 可 以 写成 =o, 十 jw;， 因 此 o, 和 表示 自然 频率 的 实 部 和 虚 部 。 
et = ee (5. 49) 
式 (5. 49) 所 示 的 复 信 号 在 幅度 上 呈现 指数 衰减 到 0， 当 且 仅 当 c<0 时 ， 也 就 是 说 ， 
4 AM Re{4:}<0 时 。 式 (5. 28) 中 ZIR 的 模 态 分 解 现在 表示 的 条 件 是 对 所 有 的 1 委 ; 委 工 ， 
Re{A;}<0, 这 是 一 一 个 CT LTI 系统 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 。 因 此 所 有 的 自然 频率 必须 在 
复 平面 的 左 半 平面 ， 即 要 严格 位 于 左 半 平 面 。 
一 个 相关 联 的 观察 点 可 以 从 ZIR 模 态 分 解 内 不 同 项 的 相对 模 值 中 获得 。 注 意 到 对 于 足 
够 大 的 时 间 z， 在 模 态 分 解 中 占 主导 地 位 的 项 将 包含 最 大 实 部 c .的 特征 值 ， 其 称 为 主 特征 
值 ， 如 图 5. 3 所 示 。 其 他 的 模 态 项 跟 这 些 特征 值 的 相关 性 更 小 。c，. 称 为 矩阵 4 的 谱 横 坐 
标 。 现 在 ， 式 (5. 28) 的 模 态 分 解 表明 ， 当 :足够 大 时 ， 状 态 轨迹 gq(z) 将 会 限制 于 一 个 空间 
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范围 内 ， 这 个 空间 由 对 应 于 主 特征 值 的 特征 向 量 组 成 。 如 果 cu 二 0， 系统 是 边缘 稳定 的 。 

如 果 LTI 系统 是 对 潜在 非 线 性 时 不 变 系统 的 平 at 
衡 点 附近 进行 线性 化 的 结果 ， 那 么 这 个 线性 化 过 程 
的 渐进 稳定 性 表明 非 线性 系统 在 某 种 情况 下 是 局 部 
渐进 稳定 的 ， 这 个 情况 可 以 精确 得 到 ， 但 是 这 里 不 
做 详细 描述 。 另 一 方面 ， 如 果 这 个 线性 化 至 少 有 一 
个 指数 增长 的 模式 一 一 比如 在 mc > 0 时 一 一 那么 
这 个 非 线性 系统 是 局 部 不 稳定 的 。 在 边缘 情况 下 ， 
线性 化 不 是 渐 近 稳 定 的 ， 而 是 不 具有 增长 模式 
当 c =0 时 一 一 那么 这 个 线性 化 就 不 包含 足够 的 
信息 来 得 出 关于 非 线性 系统 的 局 部 行为 的 结论 ; 如 
果 需 要 建立 局 部 行为 ， 那 么 就 需要 比 在 线性 化 里 保 

foi) 5.1 和 5.2 中 的 摆 的 线性 化 模型 阐述 了 部 分 的 上 述 结果 。 关 于 倒立 平衡 点 附近 的 线 
性 模型 有 特征 频率 2 和 一 4， 因 此 不 是 渐 近 稳定 的 。 例 5.1 和 5. 2 中 的 图 形 分 析 也 表明 ZIR 
中 的 主导 项 与 特征 值 2 相关 ， 而 且 对 于 足够 大 的 上， 状态 轨迹 实际 上 是 沿 着 与 这 个 主 特征 
值 对 应 的 特征 向 量变 化 的 。 与 此 相反 ,一般 悬挂 平衡 点 附近 的 线性 模型 的 特征 频率 是 
_14+vV7， 因 此 系统 是 渐 近 稳定 的 。 这 一 对 复 特征 值 一 起 共同 构成 了 这 种 情况 下 的 主 集 。 

DT 系统 

对 于 DT 情况 ， 可 以 写成 =pe%，p, 宇 0， 因 此 p; AQ, 是 自然 频率 的 幅度 A, | 和 角 
EAs WALAI 





一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 








gel ere eee 
> 
= 
5 


y= gem (5. 50) 

4 FLY p= |a| <1. WES BER) 0。 对 于 特征 值 等 于 0 的 特殊 情况 ， 在 一 个 单 步 长 
下 相关 的 模式 就 会 下 跌 到 0。 在 式 (5. 44) 中 ZIR 的 模式 分 解 表明 对 于 所 有 SEL, |à l< 
1， 这 是 DT LTI 系 统 渐进 稳定 的 充分 必要 条 件 。 因 此 所 有 自然 频率 必须 在 复 平面 的 开 单 
位 圆 区 间 ， 也 就 是 说 ， 严 格 地 在 单位 圆 内 。 

同样 ， 主 模式 的 概念 也 可 以 应 用 到 DT 情况 中 。 在 DT 情况 下 ， 最 大 幅度 oo 的 特征 值 
是 主 特征 值 ，。 ,是 矩阵 A 的 谱 半 径 。 对 于 7 足够 大 的 情况 ，4[7] 的 轨迹 实际 上 限制 在 一 个 
窑 间 范围 内 ， 这 个 空间 是 由 对 应 于 主 特征 值 的 特征 向 量 组 成 的 。 如 果 po 一 1， 系 统 边 缘 稳 定 。 

与 CT 情况 一 样 ， 如 果 DT LTI 系统 是 对 潜在 非 线性 时 不 变 系 统 的 平衡 点 附近 进行 线 
性 化 的 结果 ， 那 么 线性 化 的 渐进 稳定 性 表明 非 线性 系统 是 局 部 渐进 稳定 的 。 如 果 这 个 线性 
化 至 少 有 一 个 指数 增长 的 模式 一 一 比如 Oma l 那么 这 个 非 线性 系统 是 局 部 不 稳定 的 。 
在 边缘 情况 下 ， 线 性 化 不 是 渐进 稳定 的 ， 而 是 不 具有 增长 的 模式 一 一 当 ps 一 1 一 一 那么 这 
个 线性 化 就 不 包含 足够 的 信息 来 得 出 关于 非 线性 系统 的 局 部 行为 的 结论 ; 如 果 需 要 建立 局 
部 行为 ， 那 么 就 需要 比 在 线性 化 里 保留 的 项 更 高 阶 的 项 。 

式 (5. 28) 和 式 (5. 44) 的 模 态 分 解 可 分 别 用 于 验证 CT 和 DT 系统 渐进 稳定 性 的 有 关 条 
件 声 明 ， 但 是 这 些 模 态 分 解 是 在 相 异 特征 值 的 假设 下 得 到 的 。 虽 然 如 此 ， 它 还 是 可 以 表 
明 ， 通 常情 况 下 的 渐 近 稳定 条 件 和 上 述 假设 下 的 渐进 稳定 条 件 是 相同 的 。 

线性 病毒 传播 模型 的 渐进 稳定 性 

对 于 第 4 章 例 4.3 中 提 到 的 SIR 病毒 传播 模型 ， 在 例 4.8 中 得 到 这 个 模型 有 两 个 平衡 
点 ， 无 感染 平衡 态 (IFE) 和 传染 病 平衡 态 (EE) 。 紧 接着 在 后 面 的 例 4.10 中 ， 推 导出 了 每 
一 个 平衡 点 位 置 处 的 线性 化 状态 空间 描述 。 

现在 考虑 与 仿真 结果 相关 的 参数 值 和 输入 ， 由 这 个 仿真 结果 得 到 了 图 4,. 3 中 的 图 形 

p=0.01, y=0.2, p=0.1, P= 10000, ain] 一 元 一 0.5 
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这 里 B 是 普通 出 生 和 死亡 率 ，y 是 感染 率 , p 是 恢复 率 ， 己 是 总 的 人 口 大 小 ，z[z] 是 
免疫 率 。 
对 于 这 些 参数 ，R。 一 y/(B 十 p) 二 1. 818 达 1/(1 一 35) 二 2， 因 此 没有 EE, EWP] 4.8 给 
出 的 一 样 。 围 绕 IFE 的 小 信号 行为 由 状态 演化 矩阵 所 控制 : 
tp — KIA 


0 1+ylLad—xz%)—(/R,)] 0 0. 99 

这 个 和 矩阵 的 两 个 特征 值 是 0.99， 其 模 值 <1， 则 这 个 线性 化 的 模型 是 渐进 稳定 的 。 这 
样 ， 所 期 望 的 在 非 线 性 系统 中 最 初 非常 接近 于 平衡 点 的 轨迹 ， 最 终 会 收敛 于 IFE， 如 
图 4.3 所 示 。 由 于 0. 99” 二 0.,049， 所 以 预计 在 时 间 n=300 时 偏 移 低 于 初始 值 的 5 听 以 下 ， 
这 与 图 是 一 臻 的。 收敛 之 前 瞬时 行为 的 特定 特征 特别 的 是 平衡 点 处 某 个 方向 上 的 单一 
偏 移 ， 在 以 指数 (或 者 几何 ) 形 式 回归 于 这 些 平衡 值 之 前 一 一 与 重复 的 特征 值 0.99 是 一 致 的 。 
这 里 省 略 了 这 种 重复 特征 值 情况 的 进一步 分 析 ( 但 是 可 以 参考 例 5. 13 中 A, 的 讨论 )。 

对 于 解决 EE 情况 下 的 问题 ， 可 以 使 用 与 上 面相 同 的 参数 ， 只 是 用 更 小 的 免疫 率 z[n]== 
z=0.2, M] Ro =1.818>1/(1—-Z)=1.25, KPRMARERA-AEWRHY EHH, I>0. 
图 5. 4 给 出 了 这 个 情况 下 的 一 个 系统 模拟 ， 考 虑 了 i[0] 的 九 种 选择 。 这 些 状态 变量 针对 的 
是 设置 为 稳定 状态 的 平衡 值 ， 这 个 平衡 值 针 对 式 (4.82) 中 的 EE 情况 给 出 。 在 稳定 状态 
下 ， 式 (4. 82) 中 有 关 EE 的 平衡 值 的 状态 变量 设置 为 

s= P/R, = 5500 
且 t= (BP/y) [Ro (1 — 7z) — 1] ~ 227 
围绕 EE 附近 的 小 信号 行为 由 式 (5. 52) 中 的 状态 演化 矩阵 所 控制 : 
1 一 BRu(1 一 元 ) —y/R, * 9855 ani 


Are = 


(5. 51) 





Be tial 





(5.52) 





BLRo (1 一 元 ) 一 1] 1 0. 0045 1 
这 个 矩阵 的 特征 值 是 一 对 复 特 征 值 0.993etio 喔 。 这 样 就 可 以 看 到 稳定 于 一 个 平衡 值 
之 前 的 振荡 情况 ， 振 荡 周 期 是 2x/0.021~296 时 间 步 进 。 由 于 0. 9932 一 0.125， 一 个 振荡 
周期 结束 的 幅度 预计 衰减 到 周期 开始 的 值 的 12%。 这 些 在 图 5.4 中 都 得 到 了 证 实 。 
易 受 感染 人 群 和 感染 人 群 的 演化 


P=10000, p=0.01 
y=0.2, p=0.1, x[*]=0.2 
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图 5.4 与 例 4.3 中 所 选择 参数 相同 情况 下 的 SIR 模型 的 响应 ， 但 是 免疫 率 


下 降 到 z[n] 二 0.2。 获 得 的 稳定 状态 对 应 于 传染 病 平衡 态 4 
5.3 模 态 坐 标 下 的 通用 响应 
这 一 节 致 力 于 推导 出 CT 和 DT 情况 下 全 驱动 系统 的 解 ， 并 再 次 得 到 一 个 模 态 描述 。 
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5.3.1 被 驱动 的 CT 系统 

考虑 式 (5.1) 和 (5. 2) 中 的 CT LTI 状态 空间 描述 ， 其 输入 zx(z) 是 时 间 的 任意 函数 而 不 
是 保持 为 0。 由 前 面 的 讨论 可 知 ，ZIR 可 以 简单 地 基于 模式 来 描述 ， 也 就 是 说 ， 由 系统 的 
区 个 独立 特征 向 量 所 对 应 的 状态 向 量 分 量 的 行为 得 到 ， 受 此 启发 ， 现 在 就 可 以 用 同样 的 方 
法 来 推导 被 驱动 系统 的 情况 。 

在 任何 时 刻 i 的 状态 向 量 q (是 一 个 工 维 状态 空间 下 的 向 量 ， 因 此 这 个 向 量 可 以 唯一 
地 写成 工 个 独立 特征 向 量 {wv;}) 的 一 个 加 权 线 性 组 合 ， 权 重 是 {x;(z)}。 相 应 地 ， 


L 
q(t) = Dvirilt) = Vr) (5. 53) 
i=1 


式 中 第 二 个 等 式 表 示 了 作为 矩阵 向 量 乘积 的 和 。 向 量 rOB i 项 是 7;(t), LXLE E V 的 
第 ; 列 是 第 ; 个 特征 向 量 w;: 
Vw v wv (5. 54) 
ERE V 称 为 模 态 矩阵 。xi() 是 时 刻 t 的 模 态 坐标 。 
在 ZIR 这 种 特定 情况 下 ， 式 (5. 28) 中 的 模 态 展开 式 表明 函数 7;(1) 是 由 下 式 给 出 的 : 
A= e (58550 
Eh, (a) HO. 30) 给 出 的 初始 条 件 q(0) 确 定 。 对 于 被 驱动 的 情况 ， 这 里 可 以 预计 到 会 
有 一 个 对 于 r;(?) 更 复杂 的 表达 式 ， 这 个 表达 式 将 涉及 输入 轨迹 zz(*)。 
接 下 来 ， 将 式 (5. 53) 中 的 表达 式 q(z) 带 入 式 (5.1) 的 状态 演化 描述 中 ， 以 此 来 确定 为 
了 满足 状态 演化 方程 ， 模 态 坐 标 函 数 {x;(t)} 需 要 满足 什么 样 的 约束 条 件 。 然 而 ， 一 个 重要 
的 预 处 理 步 又 是 根据 对 应 于 特征 向 量 的 分 量 ， 将 式 (5. 1) 中 的 输入 向 量 hr (为 表达 出 来 。 由 
于 b 是 一 个 在 与 q(t) 相同 的 LL 维 空间 下 的 L 维 向 量 ， 可 以 表示 为 


L 


b= >) vf: = VB (5. 56) 


其 中 ,一些 唯 一 确定 的 权重 & 是 向 量 有 的 第 ; 个 分 量 。 在 这 种 符号 表示 下 ， 将 
式 (5.53) 代 和 状态 演化 方程 ， 就 像 未 驱动 情况 下 得 到 式 (5. 29) 的 做 法 一 样 ， 可 得 


工 L L L 
Yori =A dri) + (DS vB )e@ = Dvr + fa) (5.57) 
i=1 i=1 i=l 


式 中 调用 了 Avi =A. 来 得 到 第 二 个 等 式 。 

式 (5.57) 的 左边 和 右边 用 两 种 不 同 的 方式 把 一 个 向 量 表 达成 了 特征 向 量 {wi} 的 一 个 加 
权 线 性 组 合 。 然 而 ， 由 于 特征 向 量 构成 了 一 个 独立 集 ， 所 以 用 来 表达 向 量 的 权重 是 唯一 
的 。 可 以 得 到 

rn) = àrt) HBr lt), i=1,2,"%,L (5. 58) 

这 些 工 个 方程 中 的 每 一 个 都 是 一 个 单 变量 的 一 阶 LTI 差分 方程 。 它 们 可 以 显 式 求解 ， 
且 独 立 于 其 他 方程 ， 从 而 得 到 其 对 应 的 以 时 间 为 函数 的 模 态 坐标 。 如 下 所 示 ， 从 0 时 刻 向 
前 经 过 任意 时 间 间 隔 ， 求 解 第 i 个 方程 仅仅 需要 初始 值 r,(0) 和 经 过 相同 间隔 的 输入 zx(*)。 
因此 ， 尽 管 这 里 是 从 系统 的 工 个 耦合 的 一 阶 方程 开始 ， 仍 然 可 以 运用 式 (5. 53) 和 式 (5. 58) 
来 得 到 基于 工 个 非 耦合 的 标量 一 阶 方程 的 解 ， 这 些 方程 都 可 以 直接 求解 。 

求解 式 (5. 58) 中 的 标量 LTI 差分 方程 需要 用 到 初始 条 件 { 一 (0)}， 该 初始 条 件 可 以 从 
初始 状态 q(0) 得 到 ， 由 式 (5. 53) 可 得 


L 
q(0) = >) vir: (0) (5. 59) 


这 样 就 需要 使 用 权重 rs (0) 来 表示 基于 特征 向 量 的 系统 初始 状态 。 与 式 (5. 30) 比较 可 知 ， 
这 些 权重 恰好 是 在 推导 ZIR 的 模 态 表示 中 引入 的 ga;:， 因 此 
7:40) =m a = a Bs Fol. (5. 60) 


111 


112 信和 号、 系统 及 推理 


现在 可 以 发 现 ，t 宇 0 时 ， 式 (5. 58) 中 的 第 i 个 标量 一 阶 LTI 差分 方程 的 显 式 解 ， 可 以 
由 任何 一 个 求解 单 变量 下 的 受 迫 LTI 差分 方程 的 标准 方法 得 到 。 例 如 ， 全 解 是 一 个 齐 次 或 
者 未 驱动 系统 的 解 与 一 个 受 迫 的 或 者 被 驱动 系统 的 任意 特 解 的 和 ， 选 择 齐 次 分 量 幅度 以 使 
得 全 解 与 特定 的 初始 条 件 相 匹配 。 这 个 解 也 可 以 由 拉 普 拉 斯 变换 方法 获得 ， 正 如 后 面 5. 4 
节 所 示 。 现 在 ， 式 (5. 58) 的 解 的 最 常用 形式 可 写 为 


nD = Sro S Br (cdr, t20, 1<i<L (5. 61) 
Sey 


一 一 一 一 一 一 
ZIR 
ZSR 


上 面 的 大 括号 表明 了 各 个 部 分 对 全 解 的 各 自贡 献 ， 这 个 全 解 的 第 1 部 分 响应 仅 取 决 于 
初始 状态 ， 称 为 零 输入 响应 或 者 ZIR， 第 2 个 部 分 响应 仅 取决 于 系统 输入 ， 称 为 零 状 态 响 
应 或 者 ZSR。ZIR 是 未 驱动 系统 的 解 ，ZSR 是 一 个 特 解 ， 称 为 对 应 于 初始 状态 为 0 的 解 。 
式 (5. 61) 中 解 的 正确 性 可 以 直接 通过 验证 其 是 否 满足 式 (5.58) 来 确立 ， 且 在 上 一 0 时 刻 有 
右 初 始 条 件 (right initial condition)ri(0)。 

求 出 式 (5.1) 中 LTI 状态 演化 方程 全 解 的 一 种 显而易见 的 方法 就 是 : 首先 使 用 
式 (5. 59) 给 出 的 q(0) 确 定 模 态 坐 标的 初始 值 r;(0); 然后 使 用 这 些 值 和 给 定 的 z(z)， 通 过 
式 (5. 61) 来 确定 时 间 函 数 x;(t); 最 后 使 用 这 些 时 间 函 数 ， 通 过 式 (5.53) 中 的 通用 模 态 分 
解 来 确定 状态 轨迹 qd) 

为 了 求 出 相应 的 输出 y(t)， 从 式 (5.2) 中 可 以 注意 到 


L 
y(t)= ga) + dru) = er( 2 viri(D ) + dzr (1) 


L 
a e vi)ri(t) 十 dz (一 Der, (t) + dx (t) (5. 62) 


其 中 ， 

& =c'v,; (5. 63) 
式 (5. 61) 也 可 以 用 来 表明 ， 对 于 一 个 所 有 的 都 有 负 实 部 的 渐进 稳定 系统 ， 在 任意 初始 条 件 
的 情况 下 ， 一 个 有 界 的 输入 总 会 导致 一 个 有 界 的 状态 轨迹 。 对 于 一 个 渐进 稳定 的 系统 ， 
RG. 61) 右 边 的 第 一 项 的 幅度 将 限定 于 | 一 (0) |。 如 果 对 所 有 的 t， 都 有 |zx(1) |<M<co, 
那么 式 (5. 61) 右 边 的 第 二 项 也 受到 如 下 限定 : 


|| ev Bar (ede < ae ei” | dr (5. 64) 
并 且 对 于 一 个 渐进 稳定 的 系统 ， 这 个 表达 式 右边 的 积分 也 是 有 界 的 。 这 里 也 可 以 声 


明 ， 渐 进 稳定 性 足够 保证 有 界 输入 有 界 状态 的 稳定 性 ， 并 且 也 保证 有 界 输入 有 界 输出 
(BIBO) 的 稳定 性 。 


5.3.2 被 驱动 的 DT 系统 
对 于 式 (5. 3) 和 式 (5. 4) 中 的 DT LTI 状态 空间 系统 ， 可 以 采用 一 种 与 前 面 非常 接近 的 平行 
方法 来 进行 处 理 ， 用 DT 指数 替换 CT 指数 即 可 。 基 于 模 态 坐标 ， 可 以 把 状态 向 量 qLnj 写 为 
qin] = 2 vriin] = Vr[n] (5. 65) 
其 中 , V 也 是 模 态 矩阵 ， 它 的 列 是 矩阵 4 的 特征 向 量 。 给 定 的 初始 条 件 gL0] 可 以 通过 
式 (5. 66) 来 确定 模 态 变量 的 初始 值 r;:L0]。 
4[0] = Yen [0] (5. 66) 


EA. 65) 中 的 模 态 表示 代入 状态 演化 方程 ， 可 以 看 到 模 态 坐标 ri[Lnj 由 形 如 
RG. 67) 的 非 耦合 一 阶 DT LTI 状态 向 量 方程 所 控制 。 
六 [2 十 1 =aritn]+Baln], i=1,2,.,L (5. 67) 
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与 之 前 一 样 ， 其 中 B 可 以 根据 式 (5. 56) 中 的 关系 来 进行 准确 的 定义 。 
每 一 个 这 样 的 方程 的 解 都 可 以 通过 简单 的 前 向 步 进 迭代 来 确定 ， 因 此 解 的 通用 表达 式 
可 以 写成 


n—l 
pe =atr.Lo]+ E prk] nS1, STIS L (5. 68) 
rs 


k=0 





根据 模 态 变量 ， 相 应 的 输出 可 以 表达 为 
yla] = yeri[z] 十 dzLz] €5.'69) 


与 之 前 一 样 ， 其 中 & 可 以 根据 式 (5. 63) 来 进行 定义 。 同 样 ， 系统 的 渐进 稳定 性 能 够 保证 系 
统 是 有 界 输入 有 界 状态 稳定 ， 因 此 是 BIBO 稳定 的 。 

下 面 的 例子 把 CT 和 DT 情况 放 在 一 起 ， 这 就 是 一 种 关于 DT 控制 CT 系统 的 方式 。 

采样 数据 模型 

假设 式 (5.1) 和 式 (5.2) 中 CT LTI 的 输入 x(t) 由 计算 机 产生 ， 计 算 机 从 tz 二 0 时 刻 每 
隔 工 秒 更 新 输入 的 信 ， 一 直 保 持 z(t) 为 常数 ， 直 到 下 一 次 更 新 。 因 此 

a(t) =a2[n],- nT St<nT+T (5. 70) 

其 中 ，z[nj] 是 由 计算 机 确定 的 输入 值 序列 。 在 这 个 例子 中 ，q(nT 十 T) 和 y(nT) 可 以 写成 
qlnT) 和 zx[nj 的 LTI 函 数 ， 因 此 就 为 采样 的 状态 向 量 qlnT) 二 gqLnj 提 供 了 一 个 DT LTI} 
态 空间 向 量 模型 。 这 种 情形 如 图 5:5 上 所 示 。 





图 5.5 例 5.6 中 的 CT 系统 与 DT 采样 数据 表示 之 间 的 关系 


得 到 这 个 结果 的 关键 是 对 于 每 一 个 从 1~ 工 的 i， 将 ri(nT 十 T)==riLn 十 1 与 rn 了 7) 二 
[nj] 和 zx[nj 联 系 起 来 。 对 此 ， 重 新 写 出 式 (5. 61) 中 的 解 ， 以 应 用 到 开始 时 间 是 nT， 结束 
时 间 是 nT 十 荆 的 情况 ， 可 得 


nT + D= rin + 1] = borer: (nT) +f 


nT+T 
eiT- Bix (r) dr 
nT 


T 
ge (| ew do )Bizx [Ln] 6. 71 


第 二 个 等 式 从 变量 变化 到 =r 一 zT 的 情况 得 出 结果 ， 因 为 ez 和 Baln]5 c 无关， 所 
以 可 以 把 它们 移 到 积分 符号 的 外 面 。 如 果 和 Xi 一 0， 可 以 简化 DT LTI 标 量 状态 演化 方程 为 
riln+1] = r:[n] + (TR) zl] (5. 72) 
如 果 和 六 天 0， 那 么 可 以 简化 DT LTI 标量 状态 演化 方程 为 
r[n+1] = èr; [En] + (= T Tg, )æ [n] (5. 73) 
在 全 的 整数 倍数 时 刻 ， 可 得 模 态 坐 标 OWRRE, REET H E gf i l, 得 到 状 
态 向 量 g() 的 采样 值 ， 因 此 也 得 到 输出 y(t) 的 采样 值 。 采用 和 矩阵 的 标识 方式 可 以 让 表达 式 更 简 
短 ， 这 里 各 种 各 样 的 标量 表达 式 可 以 集合 到 一 个 简单 的 矩阵 形式 中 ， 这 个 矩阵 可 以 看 成 是 对 于 
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采样 状态 和 输出 的 DT LTI 状态 空间 模型 。 接 下 来 ， 在 例 5.7 中 将 进行 详细 描述 。 < 


196 


5.3.3 ”相似 变换 和 对 角 化 
在 更 进一步 应 用 从 上 面 得 到 的 模 态 分 解 之 前 ， 再 看 一 下 得 出 这 个 分 解 的 论证 ， 但 是 现 
在 使 用 矩阵 代数 运算 来 描述 是 已 经 完成 了 的 。 这 就 为 状态 空间 表示 提供 了 另 一 个 虽然 不 
同 , 但 是 有 价值 的 视角 。 
CT 系统 
回 到 式 (5. 53) ,重复 下 面 的 事情 ， 这 个 等 式 把 初始 状态 向 量 g(t) 和 模 态 坐标 的 向 量 
r(z) 联 系 了 起 来 ， 这 里 使 用 了 模 态 矩阵 VV: 
q(t) = Vr(t) (5. 74) 
SRE Tay at BK A YE AR AS 25 UA — BEEN. Ce) RETRAS a PH — HA CH 
一 个 状态 ) 的 分 量 。 在 这 些 模 态 坐标 中 ， 特 征 向 量 w 构成 了 用 于 第 i 个 模 态 坐标 的 基 向 量 ， 
正如 前 面 图 5. 1 中 相 平面 图 中 所 表示 的 那样 。 
在 相 异 特征 值 的 假设 下 ， 特 征 向 量 w 是 独立 的 ， 这 就 会 保证 站 是 可 逆 的 ， 因 此 
式 (5. 74) 暗 示 出 : 
r) = Vq) (5. 75) 
式 (5.74) 和 (5. 75) 表 明 模 态 坐标 向 量 (2) SE AEE FD RAS TQ); 其 中 的 每 一 
个 都 可 以 从 其 他 的 向 量 中 恢复 出 来 。 然 而 这 个 等 价 关系 并 不 能 马上 清晰 地 表明 r(1) 本 身 是 
否 满足 一 个 LTI 状态 空间 方程 。 在 接 下 来 的 部 分 ， 所 需要 建立 的 是 对 新 坐标 的 一 个 任意 集 
合 的 线性 变换 ， 这 不 是 针对 特殊 的 模 态 坐 标 情况 ， 而 更 主要 是 完成 一 些 更 通用 性 的 工作 。 
考虑 在 状态 空间 下 坐标 变换 到 一 个 新 的 坐标 集合 的 情况 ， 这 个 新 坐标 是 向 量 a) 的 分 
量 ，z (通过 式 (5. 76) 与 初始 状态 向 量 gq(1) 建 立 关系 : 
q(t) = Mz (t) (5. 76) 
其 中 ， 所 选择 的 常量 矩阵 M 是 可 闭 的 。 考 虑 这 样 的 情况 ，z(z 的 第 站 个 位 置 都 是 1， 其 他 
位 置 都 是 0， 也 就 是 说 ，z (7z) 在 新 坐标 下 是 第 i 个 单位 向 量 ,可 以 看 到 根据 旧 的 g 坐标 ， 
和 矩阵 M 的 第 i 列 是 新 的 x 坐标 的 第 i 个 单位 向 量 的 表示 。 把 前 面 的 等 式 代 入 式 (5.1) 和 
式 (5.2) 的 初始 状态 空间 描述 中 ， 然 后 求解 z(t)， 可 得 ， 
Mz(t) = AMz(t) + bx (t) 
或 者 等 价 于 z(t)= (M'AM) z(t) +(M`b) z(t) (5.77) 
y(t)= (e™M) z(t) 十 dz 人 (bt (5. 78) 
式 (5.77) 和 式 (5.78) 仍 然 具有 状态 演化 描述 和 LTI 状态 空间 模型 的 输出 描述 的 形式 ， 但 是 
有 状态 向 量 x(t) 和 修正 的 系数 矩阵 。 由 于 式 (5.76) 人 允许 从 z(t) 中 得 到 q(t)， 所 以 这 个 模 
型 完全 等 价 于 初始 模型 ， 且 M 的 可 逆 性 也 使 得 能 从 gq (zt) 中 得 到 z(7)。 
上 面 的 可 逆 变 换 称 为 相似 变换 ， 应 用 相似 变换 得 到 的 LTI 状态 空间 描述 称 为 与 原 方程 
的 相似 等 价 ， 或 者 说 相似 。 由 于 在 状态 空间 中 相似 变换 是 到 新 坐标 系统 下 一 个 简单 的 变 
换 ， 所 以 相 较 于 式 (5. 1) 和 式 (5. 2) 中 的 原始 描述 的 基本 动态 性 质 ， 推 导出 的 式 (5.77) 和 
式 (5.78) 中 的 变换 描述 的 基本 动态 性 质 是 不 会 改变 的 ， 这 样 来 理解 就 一 点 也 不 会 感到 惊讶 
了 。 举 例 来 说 ， 由 于 变换 描述 的 ZIR 是 通过 式 (5.76) 中 的 常数 矩阵 变换 与 原始 描述 的 ZIR 联系 
在 一 起 的 ， 所 以 两 个 ZIR 表达 式 就 表现 出 相同 的 模 态 频率 。 这 就 说 明 M AM 和 A 的 特征 值 是 
相同 的 ， 而 仅仅 这 些 特 征 向 量变 化 ，w; 变换 到 M7! wv;。 这 也 很 容易 在 代数 上 进行 验证 ， 如 
dv = Av 当 且 仅 当 A(M wv) = (M'AM)(M"' dv) (5. 79) 
还 要 注意 的 是 ， 输 入 z(t) 和 输出 y(z) 不 受 状态 变换 的 影响 。 对 于 一 个 给 定 的 输入 ,上 且 
假设 变换 描述 中 的 初始 状态 z(0) 通 过 式 (5.76) 与 gC(0) 联 系 在 一 起 ， 可 以 得 到 相同 输出 ， 
正如 已 经 从 式 (5. 1) 和 式 (5. 2) 的 原始 描述 中 所 得 到 的 一 样 。 因 此 ， 系 统 的 输入 输出 关系 式 
不 受 相似 变换 的 影响 。 
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DT 系统 
对 于 式 (5. 3) 和 式 (5.4) 中 的 DT 情况 ， 相 似 变 换 可 以 用 完全 相同 的 方式 来 定义 ， 写 为 
qin] = Mz[n] (5. 80) 
M ÆA I, P DAES h 
z[n+1]= (M `AM)z[n] + (M'b)z[n] (5. 81) 
yln]= (e™M)z[n] + dz[n] (5. 82) 


模 态 坐标 的 相似 变换 

式 (5. 53) 中 的 变换 q(t) 二 Vr (可 以 被 认为 是 一 个 相似 变换 ， 使 用 模 态 矩阵 Y 作为 变 
换 矩 阵 。 关 于 这 个 模 态 变换 有 趣 和 有 用 的 是 ， 它 是 一 个 对 角 变 换 ， 在 这 个 场景 中 状态 演化 
和 矩阵 A 变换 成 对 角 和 矩阵 A ， 即 


X 0 was 0 
3 f O ede. uae 
V AV = diadonal{dA, ，… Ar ) = ; ne : =A (5. 83) 
OH a dy 
一 个 简单 的 证 明 方 式 是 验证 VA 二 AV， 即 
Ai O sss © 
C Ag ‘tee, Ó 
Cos rae md), T a O [SAL w > o] (5. 84) 
人 


式 (5. 84) 和 式 (5. 10) 简 单 等 价 ， 对 于 ;= 王 1，2，…, 工 ， 左 边 和 右边 都 可 以 写成 矩阵 的 
列 累 加 起 来 。 将 这 个 等 式 两 边 都 左 乘 V-:， 那 么 就 会 得 到 式 (5. 83) 中 的 关系 式 。 
将 上 式 两 边 都 右 乘 V 可 得 
A = VAV` (5. 85) 
对 于 整数 n>0, BB INE SH: 
A"= (VAV?) (VAV DD) (VAV) = VA"V"! (5. 86) 
其 中 在 第 一 个 等 式 的 右边 有 n 项 相 乘 ， 而 且 在 这 个 等 式 的 展开 结果 中 相 邻 的 Y AV IK 
消 ， 然 后 就 可 以 得 到 第 二 个 等 式 。 注 意 到 因为 A 是 对 角 矩 阵 ， 也 就 是 4" LEAR, 
A" 在 第 ; 个 对 角 位 置 上 。 对 于 和 矩阵 人; Al. A, Ay WREE, ROS. 86) 中 的 关系 式 可 以 
用 来 对 例 5.4 中 给 出 的 表达 式 进 行 验证 。 
对 角 化 的 CT 系统 
根据 使 用 模 态 相似 变换 所 得 到 的 系统 描述 ， 可 以 用 V 替换 式 (5. 77) 和 式 (5.78) 中 的 M 
来 确定 ， 结 果 是 


A= VIAVrO) + (Vb) x(t) = Ar t) + Bx Ct) (5. 87) 
y(t) = (eTW)r(t) + dr (t) = Er) + dx (2) (5. 88) 
其 中 ， 列 向 量 和 行 向 量 &7 的 定义 为 
有 
p=V b= a ， &f@=v=(6 & «= &] (5. 89) 
Br 


重 写 第 一 个 定义 式 b=VP= DvP, RRA MMR 是 在 式 (5. 56) 中 精确 定义 的 。 第 二 个 
定义 式 表明 和 一 cru 恰好 是 式 (5. 63) 所 给 出 的 定义 。 考 虑 这 些 定义 ， 以 及 式 (5.87) 中 的 人 是 
对 角 和 矩阵 这 一 事实 ， 式 (5. 87) 中 的 单独 行 可 以 产生 出 由 式 (5. 58) 得 到 的 一 阶 LTI 差分 方程 的 
非 耦合 集 ， 同 时 ， 式 (5. 88) 中 的 输出 等 式 正好 和 (5. 62) 中 的 一 样 。 因 此 ， 前 面 的 非 耦合 描述 
可 以 使 用 在 初始 描述 上 的 矩阵 运算 恢复 出 来 。 非 耦合 是 下 面 这 个 事实 的 推论 ， 即 在 这 些 模 态 坐 
标 上 和 矩阵 控制 着 状态 演化 ， 这 些 和 矩阵 记 为 4， 是 对 角 和 矩阵 。 
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图 5.6 给 出 了 非 耦 合 描述 。 这 实际 上 是 图 4.8 的 CT 版本， 图 4.8 显示 了 一 个 系统 自 
然 的 状态 空间 实现 ， 这 个 系统 的 单位 采样 啊 应 是 
一 个 DT 指数 的 和 。 对 现在 要 建立 的 CT 情况 ， 
DT 情况 恰好 与 之 是 一 个 平行 的 情况 ， 所 以 任何 
有 着 相 异 自然 频率 的 LTI 状态 空间 系统 都 可 以 认 
为 是 基于 这 样 的 非 耦合 的 或 者 对 角 化 的 表示 。 本 
章 末 尾 的 例 5. 13 说 明了 当 有 重复 的 自然 频率 时 ， 
图 形 将 如 何 变 化 。 

CT 和 矩阵 指数 图 5.6 在 模 态 坐标 中 CT LTI 系 统 的 

单独 的 模 态 变量 r (2) 的 解 在 式 (5. 61) 中 表示 非 耦合 结构 
出 来 。 这 些 解 也 可 以 集合 成 一 个 展示 矩阵 的 形式 Crevealing matrix form), Wit, X A 
的 矩阵 指数 为 





et’ 0 0 
e” = diagonal{e4',*++,e'} = x i : 
Balt. one cal 

=1+arta? E +a’ Sp (5. 90) 


其 中 ， 上 面 的 第 二 个 等 式 是 对 一 个 标量 指数 调用 泰勒 级 数 展 开 ， 记 为 
e = Ha pR G D (5. 91) 
这 就 允许 合并 式 (5. 61) 中 的 工 个 方程 为 下 面 的 单个 矩阵 等 式 : 
rit) = e“r (0) + | A? padt, 1>0 (5. 92) 
这 里 ,一 个 向 量 的 积分 可 以 理解 为 分 量 方式 的 积分 ， 且 B 是 在 式 (5. 89) 中 定义 的 。 因 
此 对 r(7) 的 这 个 向 量 表达 式 就 是 式 (5. 87) 中 工 维 状态 演化 方程 的 解 ， 而 且 对 于 式 (5. 87) 中 
的 标量 状态 演化 方程 有 着 与 式 (5. 61) 中 标量 解 一 样 的 形式 。 
用 式 (5. 53) 中 的 表达 式 来 合并 式 (5. 92)， 把 r(t) 和 gC 联系 在 一 起 ， 可 得 


D= VAVO) + | Ve PY be Ce) de (5. 93) 
0 
= eq(0) + | Abe Cedre 0 (5. 94) 
0 
这 里 ， 通 过 与 式 (5. 90) 进 行 类 比 ， 可 知已 经 定义 的 矩阵 指数 为 
2 3 
e= Vety = V(I+At +A? zy tA’ eee 
t? £ 
SIHA +A i HA He (5. 95) 
如 果 初 始 时 刻 是 to 而 不 是 0， 式 (5. 94) 中 的 解 可 以 修正 为 
q(t) = g(t) 十 | br (det > to (5. 96) 


用 简洁 的 矩阵 标识 ， 这 个 等 式 提 供 了 式 (5.1) 中 CT LTI 状态 演化 描述 的 通 解 。 解 的 
正确 性 也 可 以 通过 直接 把 它 代 入 状态 演化 方程 中 进行 验证 ， 而 且 使 用 下 面 的 矩阵 指数 的 乘 
积 和 微分 性 质 ， 可 得 


Ati es: 一 eA TH) | Le = Ae“ = e“A (5. 97) 


ef 
式 (5. 96) 也 可 以 用 来 显 式 地 验证 一 个 LT I 状态 演化 方程 的 解 集合 的 线性 和 时 不 变性 质 。 
合 起 来 看 ， 状 态 轨 迹 在 初始 状态 上 和 输入 轨迹 上 是 线性 的 。 两 个 实验 中 ， 各 自 的 初始 条 件 和 
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输入 轨迹 的 套 加 产生 了 一 条 状态 轨迹 ， 这 条 轨迹 和 单个 实验 上 状态 轨迹 的 至 加 是 相同 的 。 

为 了 考虑 矩阵 A 有 重复 特征 值 的 情况 ，A 的 矩阵 指数 也 可 以 通过 式 (5. 95) 中 的 无 穷 级 
数 来 定义 。 式 (5.97) 中 的 性 质 也 保持 了 这 种 更 通用 的 情况 。 式 (5. 96) 中 给 出 的 解 实际 上 是 
对 于 所 有 情况 下 给 定 的 LTI 系统 的 解 ， 而 不 仅仅 是 针对 那些 有 着 相 异 特征 值 的 情况 。 

和 矩阵 形式 中 的 采样 数据 模型 

这 里 ， 首 先 回 到 例 5. 6 的 分 析 中 ， 该 例 中 的 采样 数据 模型 产生 于 一 个 具有 分 段 常数 输 
入 的 x(t)， 应 用 于 式 (5.1) 中 的 CT LTI 状态 空间 系统 的 情况 ， 即 

a(t) = sln], nT<t<nT+T 
对 于 式 (5.71) 中 给 出 的 模 态 变量 的 采样 数据 模型 ， 在 这 里 再 重复 一 下 ， 即 


rfn+1] = irae (| e> da)Bz [Ln] mL 


基于 可 以 利用 的 概念 和 结论 ， 能 够 得 到 下 面 采样 数据 模型 的 简化 和 通用 表示 ， 在 原始 
坐标 中 可 以 写 出 如 下 表达 式 ， 这 甚至 对 于 有 重复 特征 值 的 情况 也 适用 。 


gtnt1] = Cet qin) + (| et bdo En] (5. 98) 
这 是 一 个 DT LTI 状 态 空间 模型 ， 可 以 使 用 已 经 开发 出 的 各 种 方法 和 工具 对 其 进行 


例如 ， 假 设 以 CT LTI 系统 开始 ， 


0 1 0 
g(t) = q(t) + x(t) C5. 99) 
Ds hae we 
A b 


OA Oy BERL PA EE WL HE OK a SR, HS HAH RR 
动 ， 且 除了 外 部 输入 x(t)， 没 有 受到 其 他 力 的 作用 ， 例 如 没有 复位 弹簧 力 。 这 种 情况 下 的 
第 一 个 状态 变量 gi (四 是 这 个 物体 的 位 置 ， 第 二 个 状态 变量 g(t) 是 它 的 速度 。A 的 特征 什 
和 相应 的 特征 向 量 是 


1 1 
ài 一 0， À: =— Y» p = | | yz; = | | (5. 100) 


0 Y 
如 果 力 z(t) 是 由 计算 机 控制 的 激励 器 所 产生 的 ， 是 分 役 常 数 ， 并 且 在 间隔 nT<t<nT 十 
古 范 围 内 取 值 为 z[n]， 那 么 一 个 采样 数据 状态 空间 模型 就 可 以 用 来 跟踪 从 时 刻 nT 到 时 刻 
nT 十 全 的 状态 。 采 样 数据 模型 中 调用 的 矩阵 在 式 (5. ID PRE, ATTI 的 情况 ， 其 
近似 值 可 以 在 下 面 进行 估计 ， 这 种 情况 将 在 后 面 列 出 。 


























| 1 | 1 0 || A 1 ws 入 1. pai 
eT 一 一 全 > 
Om —yjlo elo Hy OE oI 
7 EPIA) T?/2 €5. 101) 
er (|'eMde)b= | 7 ~ 
T, 
A 
其 中 ， 
aon x — iis 
A mE: ETA ah, 17 (5. 102) 


在 刚体 运动 情况 下 ， 限 制 条 件 YT<1 对 应 于 非常 小 的 阻尼 。 那 么 ， 根 据 牛 顿 定律 ， 物 体 
有 一 个 正比 于 外 部 输入 x(t) 的 加 速度 ， 实 际 上 对 于 式 (5.99)CT 模型 中 选择 的 单位 ， 它 实际 
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是 等 于 工 ( 共 的 。 因 此 在 第 元 个 采样 间隔 的 过 程 中 ， 常 数 力 z(7z) 导致 速度 随 着 时 间 呈 现 直 线 变 
tis A gz[nj 变 到 [2 十 可 一 w [十 六 [2。 另 外 ， 位 置 随 着 时 间 呈 现 平方 的 变化 ， 从 w [7] 
变化 到 qi[n 十 1 二 qi [十 To [nj 十 (TE/2)z[nj。 这 些 结 论 与 状态 演化 模型 具有 一 致 性 ， 状 
态 演化 模型 是 把 式 (5. 101) 的 近似 表达 式 代入 式 (5. 98) 中 的 采样 数据 模型 所 得 到 的 。 < 
对 角 化 的 DT 系统 
求 出 式 (5.93) 和 式 (5.94) 中 的 CT 状态 解 的 平行 演化 方法 ， 也 可 以 将 其 应 用 到 DT 
LTI 情况 。 式 (5. 3) 的 解 的 对 应 表达 式 如 下 : 


n—1 
qin]= (VA"V')ql0]+ >) (VAV )bx[k] (5. 103) 
k=0 
n—1 
= A"g[0]+ X A bx[k], n>0 (5. 104) 
k=0 


AG. 104) TE FE ASK CS. 3) 随 着 时 间 的 前 向 步 进 迭 代 中 所 得 到 的 ， 即 从 q(0) 得 到 gLnj。 
然而 ， 这 个 表达 式 在 式 (5. 103) 的 模 态 分 解 形式 上 提供 了 一 个 额外 的 视角 ， 这 是 因为 它 把 
A 的 特征 值 ( 即 DT 系统 的 自然 频率 ) 的 角色 去 掉 了 ， 这 个 特征 值 用 来 确定 系统 性 质 ， 特 别 
是 它 的 稳定 性 。 


5.4 传递 函数 、 隐 藏 模式 、 可 达 性 和 可 观测 性 


这 里 的 关注 点 不 再 是 状态 空间 模型 的 内 在 或 者 状态 行为 ， 而 是 转 到 检查 如 何 把 输入 和 
状态 耦合 在 一 起 ， 如 何 把 状态 和 输出 耦合 在 一 起 ， 以 及 如 何 把 输入 和 输出 耦合 在 一 起 。 后 
面 ， 将 通过 检查 一 个 LTI 状态 空间 模型 的 输入 输出 传递 函数 来 开始 讨论 。 这 将 引入 一 些 其 
他 有 趣 的 结合 点 ， 先 探讨 CT 系统 ， 然 后 再 探讨 DT 系统 。 

5.4.1 CT 系统 的 输入 -状态 -输出 结构 

输入 输出 关系 

对 于 在 三 0 时 的 特定 初始 条 件 ， 以 及 在 上 之 0 时 的 特定 输入 的 情况 下 ， 为 了 分 析 因 果 
系统 的 响应 行为 ， 采 用 单 边 拉 普 拉 斯 变换 是 特别 有 用 的 。 对 于 一 个 信号 w(t)， 单 边 拉 普 
拉 斯 变换 定义 为 

WCs) = L+ {w(t)} = L w(t)e “dt (5. 105) 


收敛 范围 是 右 半 平 面 。 积 分 下 限 是 从 0 一 开始 ， 表 明 这 个 变换 可 以 捕获 时 刻 0 的 任何 
脉冲 。 因 此 如 果 wa =G), WA WOS, AT RPEM, fas we) FRAN Hi he 

普 拉 斯 变换 是 
L+ {w(t)} = | wear = sW(s) — w(0—) (5. 106) 


如 果 w(t) TE t=0 ERA, tHE, WR wi 二 0 处 没有 脉冲 ， 那 么 在 这 个 等 
式 中 就 可 以 用 w(0) 替 换 掉 w(0 一 )。 如 果 初 始 条 件 是 w(0) 二 0， 那 么 在 时 间 上 的 微分 映射 
到 变换 域 上 就 是 乘 以 *。 在 第 2 章 描述 的 双边 拉 普 拉 斯 情况 下 ， 积 分 下 限 是 一 se 而 不 是 
0 一 ， 在 时 间 上 的 微分 映射 到 变换 域 上 是 乘 以 *， 不 用 对 初始 值 做 调整 。 

对 式 (5.58) 中 的 非 耦合 模 态 方程 采用 单 边 拉 普 拉 斯 变换 ， 重 新 写 出 结果 ; 


RO) = OOD FBX)» i=1,2,L (5. 107) 


如 果 OE t=0 时 没有 脉冲 ， 那 么 rO = 是 连续 的 ， 式 (5. 107) 中 的 xr;(0 一 ) 可 
以 用 xr;(0) 替 换 。 这 个 等 式 的 道 变 换 正 好 得 到 了 前 面 式 (5. 61) 中 rn ORAE, ARRIR 
T ZIR 和 ZSR 的 和 。 现 在 ， 又 有 了 这 个 解 的 一 个 变换 域 -时 域 导 数 。 

相似 的 ， 对 式 (5. 62) 中 的 输出 方程 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 代入 式 (5. 107) 中 的 关系 式 ， 
可 得 : 
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Y(s) = (Zeo) +dX(s) = iba an) + (a+ » AB) xs) (5. 108) 


当 其 他 输入 或 者 激励 ， 如 初始 条 件 ， 都 设 为 0 时 ,在 CT LTI 系 统 给 定 的 输入 和 输出 
之 间 的 传递 函数 昌 (s) 都 可 以 认为 是 输出 变换 与 输入 变换 的 比值 。 相 应 地 ， 在 前 面 的 等 式 
中 设 r,(O—)=0, 求解 比值 Y(s)/X(s)， 得 到 下 面 对 式 (5.1) 和 式 (5. 2) 的 状态 空间 模型 的 
传递 函数 表达 式 ， 即 


H(s) = (>) Sera ea (5, 109) 


从 这 个 表达 式 中 可 以 推导 出 如 下 几 个 有 用 的 事实 。 如 果 式 (5. 109) 被 写成 多 项 式 的 比 

值 ， 那 么 分 母 多 项 式 是 
als) = Cs =A Cs Ar) Cs m Nr) €5.. LLOJ 

由 于 这 是 工 阶 的 首 一 多 项 式 ， 它 的 根 是 矩阵 4 的 特征 值 ， 那 么 这 个 多 项 式 一 定 是 
式 (5.13) 定 义 的 特征 多 项 式 ， 因 此 
7(5) 
a(s) 
sR (5. 109) 表 明 ， 当 且 仅 当 直 接 馈 通 增益 非 零 时 ， 上 述 表达 式 中 的 分 子 多 项 式 m(s) 才 是 工 阶 
的 。 在 这 种 情况 下 ， 分 子 和 分 母 的 阶 数 相同 ， 这 个 传递 函数 称 为 恰好 正则 (exactly proper). 
如 果 d= 二 0， 那 么 x3) 的 阶 数 可 以 是 0~L 一 1 中 的 任意 数 ， 因为 分 子 的 阶 数 严格 小 于 分 母 的 阶 
数 ， 所 以 传递 函数 称 为 严格 正则 (strictly proper)。 在 任何 情况 下 ， 状 态 空间 系统 的 传递 函数 
都 是 正则 有 理 的 (proper rational)， 也 就 是 说 ， 分 子 的 阶 数 不 会 超过 分 母 的 阶 数 。 

HS) MRA 日 (5) 具有 极 大 幅度 值 时 ;的 值 ， 零 点 是 AS) MBH OM s 的 值 。 由 
式 (5.111) 和 (5. 110) 给 出 的 (Cs) 表 达 式 表明 极点 全 部 都 是 系统 的 自然 频率 。 然 而 ， 并 不 
能 保证 反之 也 成 立 : 因为 x(s) 和 a(s) 的 项 (s 一 X) 可 能 被 约 掉 ， 所 以 并 不 是 所 有 的 自然 频 
率 都 一 定 是 极点 。 这 就 是 指 普通 的 极点 -零点 相 消 ， 尽 管 消 掉 的 因 式 既 不 是 互 (s) 的 极点 ， 
也 不 是 零点 。 每 一 个 约 掉 的 自然 频率 称 为 系统 的 一 个 隐藏 模式 。 这 里 将 会 简短 地 更 多 介绍 
是 什么 引起 了 这 些 极点 -零点 相 消 或 者 隐藏 模式 。 当 具有 极点 -零点 相 消 时 ， 随 着 所 有 的 对 
消 ， 互 (9) 就 可 以 写成 简化 的 形式 ， 产 生 的 分 母 ( 或 分 子 ) 的 根 正 是 瓦 (>) 的 极点 (或 零点 ) 。 

式 (5. 109) 中 的 传递 函数 形式 也 提供 了 一 种 得 到 任意 确定 的 正则 有 理 传 递 函 数 互 (*) 的 
状态 空间 实现 的 方法 ， 这 个 传递 函数 有 工 个 相 异 极点 (所 有 极点 -零点 相 消 后 ， 可 以 写成 简 
化 形式 )。 这 里 寻找 的 就 是 有 确定 的 传递 函数 的 状态 空间 模型 。 首 先 按照 部 分 分 式 展 开 法 
展开 HH(s)， 可 得 


H(s) = 





C5. LII 





His la Es (5. 112) 
i=1 


其 中 ， 
ki = H(s)(s—ai) lings) d= Hœ) (5. 113) 
然后 选择 一 个 非 零 8(i=1，2，…，, 工 ) 的 任意 集合 ， 再 接着 选择 二 ki;/B:， 就 可 以 集 
合 由 式 (5. 58) 和 式 (5. 62) 以 及 图 5. 6 说 明 的 非 耦 合 形式 的 状态 空间 实现 。 这 个 状态 空间 模 
型 将 会 具有 确定 的 从 x(*) 到 y(*) 的 传递 函数 。 
给 定 的 正则 有 理 传 递 函数 有 工 个 极点 ， 所 以 在 所 有 的 对 消 之 后 分 母 的 阶 数 是 工 ， 它 的 
L 阶 实现 就 称 为 是 最 小 实现 ， 这 是 因为 互 (*) 的 实现 不 可 能 具有 更 少 的 阶 数 。 为 了 验证 这 
一 点 ,假设 一 个 更 少 阶 L 二 L， 则 有 一 个 传递 函数 H (=H), HO) HR ARB 
L ， 由 于 它 只 有 工 ' 个 自然 频率 ,但 是 又 已 知 百 (9) 有 工 个 极点 (在 所 有 的 相 消 之 后 ) 。 可 以 看 
出 ， 传 递 函数 的 任何 两 个 最 小 状态 空间 实现 都 可 以 通过 相似 的 变换 建立 起 相互 关系 。 
式 (5. 109) 中 的 传递 函数 可 以 用 和 矩阵 标识 的 方法 重新 写 为 
H(s) = 名 (CT 一 A)-B 二 d (5. 114) 


119 


204 


120 信号、 系统 及 推理 


205 


这 个 等 式 是 从 式 (5. 89) 中 的 ET 和 及 的 定义 中 产生 出 来 的 ， 且 I-A 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 
它 的 道 也 是 个 对 角 和 矩阵 ， 道 矩阵 的 对 角 元 都 是 初始 矩阵 相应 对 角 元 的 倒数 。 代 人 定义 关系 
xt €’=c'V 和 p==V 1b 中， 回顾 A 一 V !AV， 按 照 初始 坐标 ， 而 不 是 模 态 坐 标 中 和 矩阵 定义 
的 状态 空间 描述 来 写 出 Cs) AY ER eI SK 
H(s) = (V(I —V CAV)’ V’b+d (5. 115) 
为 了 简化 式 (5.115)， 可 以 运用 下 面 这 个 事实 ， 即 对 于 可 道 矩阵 M, NYP, 
CMNP)-:! 是 按照 相反 顺序 的 每 个 矩阵 逆 的 乘积 ， 也 就 是 P NOM, ENARA MNP 
会 产生 一 个 单位 矩阵 。 式 (5. 115) 中 的 表达 式 可 进一步 简化 为 


H(s)= c' (VGI—V'AV)V"') 'b+d = c" (SI —A) 'b+d (5. 116) 

式 (5.116) 中 ACs) th BY DA ELBE FH OSE CS. 1) 和 式 (5. 2) 中 的 初始 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 得 到 
sQ(s) —q(0) = AQ (s) + bX (s) (5.117) 
Y(s) = QC) + dX (s) (5. 118) 


其 中 ，Q(s) 表 示 gq() 分 量 形式 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 也 就 是 ， 向 量 的 第 i 项 是 q;(2) 的 拉 普 拉 斯 
变换 。 上 面 的 第 一 个 等 式 可 以 重 写 ， 并 求解 Q(s)， 即 
Q(s) = (sI — A)™'q(0) + CsE — A) bX(s) (5. 119) 
对 式 (5. 119) 的 反 变 换 可 产生 式 (5. 94) 中 得 到 的 时 域 解 ， 但 是 没 必要 假设 有 相 异 的 特 
征 值 。 比 较 这 两 个 表达 式 ， 也 可 以 发 现 得 到 矩阵 指数 的 另 一 个 方法 ， 即 
es 二 ( 开 一 A) -的 拉 普 拉 斯 反 变换 (5. 120) 
其 中 反 变 换 是 分 量 形式 的 计算 ， 也 就 是 说 ， 和 矩阵 (I 一 4) :的 每 一 项 分 开 求 逆 。 
假设 式 (5. 119) BAY q(0) =0, RI 8(s) 的 结果 表达 式 代入 式 (5.118) 的 输出 关系 
中 ， 可 以 得 到 式 (5.116) 中 传递 函数 瑟 (s) 的 表达 式 。 这 个 推导 的 好 处 是 不 需要 假设 特征 值 是 
相 异 的 。 这 个 表达 式 普 遍 成 立 。 然 而 为 了 简单 ， 下 面 的 求解 是 建立 在 模 态 坐标 中 的 表达 式 H(s) 
有 着 相 异 特征 值 的 假设 上 比如 式 (5. 109) 或 者 式 (5. 114) 所 示 一 一 是 很 有 帮助 的 。 

CT 系统 可 达 性 、 可 观测 性 和 隐藏 模式 

式 (5. 109) 已 经 证 明 H(s) 通 常 有 工 个 极点 ,而 且 正 好 都 是 系统 的 自然 频率 。 然 而 ， 假 
设 对 于 某 一 些 ; ,B= 二 0。 式 (5. 56) 中 对 {BB} 的 定义 表明 当 b 表征 为 特征 向 量 而 不 是 vj 的 线 
性 组 合 时 ， 这 种 情况 正好 会 发 生 。 在 这 种 情况 下 ， 式 (5. 109) 表 明 ， BRA, 仍然 是 系统 的 
一 个 自然 频率 ， 且 对 于 几乎 所 有 的 初始 条 件 它 都 会 出 现在 状态 (OW ZIR 中 ， 但 它 还 是 没 
有 作为 传递 函数 的 极点 出 现 。 

这 个 隐藏 模式 一 一 隐藏 在 输入 输出 传递 函数 的 内 在 模式 一 一 的 潜在 原因 可 以 从 
式 (5.58) 或 者 式 (5. 107) 中 看 出 : 对 于 B= 二 0， 输入 没有 激励 第 j 个 模式 。 在 这 种 情况 下 ， 
该 模式 与 4; 相关 ， 被 称 为 是 一 个 不 可 达到 的 模式 。 相 反 ， 如 果 B. 隆 0， 第 & 个 模式 被 称 为 
可 以 达到 的 。( 术 语 controllable 也 用 作 表 示 可 达 性 ; 严格 意义 上 讲 , 在 DT 情况 下 这 两 个 
概念 的 定义 有 细微 差别 ， 但 是 在 这 里 不 考虑 这 个 差异 。) 

如 果 系 统 的 所 有 工 个 模式 都 是 可 达 的 ， 那么 这 个 系统 本 身 称 作 可 达 的 ， 否 则 就 称 为 不 
可 达 的 。 在 一 个 可 达 系 统 中 ,输入 可 以 完全 地 激励 状态 变量 ,而 且 事 实 上 在 有 限时 间 内 ， 
输入 都 可 以 从 任意 特定 的 初始 条 件 下 传输 状态 向 量 到 任意 想 要 的 目标 状态 下 。 在 一 个 不 可 
达 系 统 里 ， 这 是 不 可 能 的 。 可 达 性 的 概念 会 出 现在 系统 和 控制 理论 中 的 某 些 地 方 。 

对 于 一 些 ;， 当 名 =0 时 ， 会 出 现 一 种 双重 情境 。 同 样 在 这 样 的 情况 下 ， 式 (5. 109) 表 
WA 没有 作为 传递 函数 的 极点 出 现 ， 虽 然 它 仍然 是 系统 的 一 个 自然 频率 ， 且 对 于 几乎 所 
有 的 初始 条 件 都 会 出 现在 状态 q(t?) 的 ZIR 中 。 再 一 次 ， 这 里 出 现 了 一 个 隐藏 模式 。 这 次 的 
原因 在 式 (5. 62) 或 者 式 (5. 108) 中 可 以 很 明显 地 看 到 : 5=0， 第 7) 模式 没有 出 现在 输出 中 ， 
甚至 当 它 出 现在 状态 响应 中 时 。 在 这 种 情况 下 ， 与 相对 应 的 模式 称 为 不 可 观测 的 。 反 
Z, MR EA, Bk PARRA A WW AD. 

如 果 系 统 的 所 有 工 个 模式 都 是 可 观测 的 ， 那 么 这 个 系统 本 身 称 为 可 观测 的 ， 否 则 就 称 








第 5 章 LTI 状 态 空间 模型 


为 不 可 观测 的 。 在 一 个 可 观测 系统 中 ， 状 态 向 量 的 行为 可 以 毫 不 含糊 地 从 一 些 量 测 中 推断 
出 ， 这 些 量 测 针对 的 是 经 过 一 些 时 间 间 隔 的 输入 和 输出 ， 然 而 对 于 不 可 观测 系统 来 说 这 却 
是 不 可 能 的 。 可 观测 性 的 概念 也 会 在 系统 和 控制 理论 中 的 某 些 地 方 出 现 。 

特别 地 ， 如 果 隐 藏 模式 是 不 稳定 的 ,那么 它们 就 会 引起 一 些 困难 。 然 而 ， 如 果 这 里 所 
有 考虑 的 是 描述 一 个 传递 函数 ， 或 者 等 价 的 来 说 ， 在 零 初 始 条 件 下 描述 LTI 系 统 的 输入 输 
出 关系 式 ， 那 么 隐藏 模式 就 可 能 没有 什么 重要 的 意义 。 要 得 到 一 个 简化 阶 数 的 状态 空间 模 
型 ， 可 以 通过 简单 地 放弃 式 (5.58) 中 的 所 有 方程 以 及 式 (5.62) 中 对 应 的 项 来 实现 ， 
式 (5. 58) 对 应 于 不 可 达 和 不 可 观测 模式 。 

反之 也 为 真 ， 如 果 一 个 状态 空间 模型 是 可 达 的 和 可 观测 的 ， 那 么 就 没有 更 低 阶 的 状态 
空间 系统 会 有 相同 的 传递 函数 。 换 句 话 来 说 ， 一 个 具有 可 达 性 和 可 观测 性 的 状态 空间 模型 
是 其 传递 函数 的 最 小 实现 形式 。 

复合 系统 的 可 达 性 和 可 观测 性 

考虑 图 5.7 所 示 的 复合 系统 ， 这 个 复合 系统 从 两 个 子 系统 的 级 联 或 者 串联 得 到 。 等 式 
n=O ELT AK. 输入 zi ORE 


为 等 于 外 部 输入 x(t)， 总 体系 统 输出 ya) Oa no Pe no Pere 
设置 为 等 于 ys(1)。 每 一 个 子 系统 由 它 的 正 


则 有 理 传递 函数 所 标识 ,分 别 为 Hi(s) 和 图 5.7 由 两 个 级 联 的 子 系统 组 成 的 系统 
HH;(s)。 由 于 仅仅 给 出 了 传递 函数 ， 所 以 

假设 或 者 约定 每 一 个 子 系统 对 应 的 传递 函数 是 最 小 LTI 状态 空间 的 实现 形式 ， 这 个 实现 形 
式 有 着 它们 各 自 的 状态 向 量 ，Li 个 分 量 向 量 qg OML, 个 分 量 向 量 q; (2) 。 对 于 级 联系 统 ， 
状态 变量 最 自然 的 选择 就 是 两 个 子 系统 中 状态 变量 的 联合 ， 对 应 的 状态 向 量 为 


(5. 121) 


引入 符号 
ats 2B y sy SRS (5. 122) 
a;(s) azs) 
HH, as), a OAE Lin L 阶 的 ， 且 它们 各 自 的 分 子 没 有 相 消 的 项 ， 所 以 从 z(b 到 
y(i 的 全 体 传递 函数 如 下 式 所 示 : 
Eto = Rioha A (5. 123) 


a:(s)a (s) 

因此 它 必然 是 这 样 一 种 情况 : 级 联系 统 的 特征 多 项 式 正 好 是 阶 数 为 Li 十 Ls 的 多 项 式 
az(s)ai(s)。 那 么 级 联 组 合 的 自然 频率 是 每 个 单独 系统 的 自然 频率 的 联合 。 

对 于 相 消 的 唯一 可 能 性 是 w (A 六 (Cs) 有 一 个 或 者 多 个 共同 项 ， 或 者 a:(s) 和 加 (s) 有 
一 个 或 者 多 个 公 因 式 。 可 以 看 到 ， 前 一 种 可 能 性 与 可 观测 性 的 损失 相对 应 ， 而 后 一 种 与 可 
达 性 的 损失 相对 应 。 可 观测 性 的 损失 是 由 于 第 二 个 系统 的 一 个 (或 多 个 ) 零 点 阻止 了 第 一 个 
系统 的 自然 频率 (或 多 个 频率 ) 到 达 输 出 。 相 似 地 ， 可 达 性 的 损失 是 由 于 第 一 个 子 系统 的 一 
个 (或 多 个 ) 零 点 阻止 了 从 第 二 个 子 系统 的 自然 频率 (或 多 个 频率 ) 所 对 应 的 激励 输入 。 接 下 
来 将 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 个 问题 。 

子 系统 串联 组 合 的 隐藏 模式 











假设 图 5.7 中 有 
er = 4 
Fy (s) = > H,(s) 73 il saeg (5. 124) 
这 就 得 到 一 个 带 有 隐藏 模式 的 整体 传递 函数 ; 
Sth eae (5. 125) 
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为 了 确定 隐藏 模式 是 由 于 可 观测 性 的 损失 和 不 可 达 性 造成 的 ， 这 里 为 每 一 个 子 系 统 构 
建 一 阶 状态 空间 模型 ， 按 有 照 图 5.7 中 的 约束 合并 两 个 子 系统 ， 得 到 一 个 二 阶 状态 空间 模 
型 ， 最 后 检查 合并 后 的 系统 的 可 观测 性 和 可 达 性 。 

两 个 子 系统 传递 函数 已 经 具有 式 (5.112) 中 所 假设 的 部 分 分 式 展 开 形 式 ， 该 式 作为 起 
点 来 得 到 传递 函数 的 一 个 最 小 状态 空间 实现 形式 。 根 据 这 里 概述 的 方法 ， 下 面 可 以 直接 得 
到 每 个 独立 的 状态 空间 实现 

g(t)= gi(t)T zt), yt) = q(t) (5. 126) 
qz (t) =— 3q: (t) — 4x: (t), yet) = qt) + zx; (2) (5. 127) 
把 这 些 进 行 合并 ， 并 考虑 级 联 约束 ， 可 得 下 面 的 整体 系统 的 状态 空间 方程 : 


qı Ct) ii 0 qı Ct) 1 
= “th z(t) 
wi) l4 —3Jla@) loj 
a 7 (5. 128) 
qı H 


q (t) 





=] 


AS 





如 预计 的 一 样 (而 且 这 个 系统 看 起 来 是 不 稳定 的 )， 这 个 系统 的 自然 频率 是 和 二 1 和 
A 二 一 3， 使 用 式 (5.116) 中 的 公式 来 检查 整体 传递 函数 ， 跟 预期 一 样 可 以 得 到 : 


ged 0 =F 1 1 s+3 0 1 
H(s)= [1 1] PRA ee i 1] st aoe seine TID lO 





1 
208 = 
s45 (5. 129) 
这 个 运算 使 用 的 2X2 AE RE a a TF A A 
"DGA, 1 d = 
i (5. 130) 
Gad ad — be =c a 
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阵 。 注 意 到 虽然 系统 不 是 内 在 的 渐进 稳定 的 ， 但 是 对 于 所 有 提供 的 从 零 初 始 条 件 ( 或 者 初 
始 条 件 仅仅 激励 起 稳定 模式 ) 开 始 的 有 界 输入 ， 系 统 都 有 有 界 输出 。BIBO 稳定 性 的 原因 是 
HH(s) 的 极点 是 负 的 ， 可 产生 绝对 可 积 的 冲 激 响 应 h(t)。 

为 了 检查 可 观测 性 和 可 达 性 ， 首 先 确 定 特 征 向 量 ， 它 们 是 


1 0 
uF at iPS (5.131) 
Sa l 1 


Hen =0, 与 和 1 二 1 相对 应 的 模式 就 确实 是 不 可 观测 的 ， 这 就 解释 了 它 为 什么 会 
隐藏 在 传递 函数 中 。 至 于 可 达 性 ， 既 然 b 不 能 写成 只 是 vi 或 者 只 是 wz 的 倍数 ， 那 么 为 了 
生成 b， 就 必需 是 两 个 特征 向 量 的 一 个 加 权 线 性 组 合 ， 这 证 明了 这 两 个 模式 的 可 达 性 。 这 
个 例子 也 可 以 用 来 指出 两 个 普遍 的 事实 : 输入 向 量 b( 在 原始 坐标 中 ， 而 不 是 模 态 坐标 中 ) 
中 0 的 项 并 不 意味 着 可 达 性 的 损失 ; 输出 向 量 c (在 原始 坐标 中 ， 而 不 是 模 态 坐 标 中 ) 中 的 
所 有 项 非 零 也 并 不 能 保证 可 观测 性 。 

如 果 两 个 子 系统 以 相反 的 顺序 连接 ， 使 用 像 上 面相 同 的 过 程 ， 可 以 得 出 结论 : 1 二 1 
是 可 观测 的 但 是 不 可 达 的 ， 而 且 尽管 原因 不 同 ， 但 是 还 是 隐藏 的 。 < 

图 5. 8 显示 了 由 两 个 子 系统 互联 得 到 的 两 个 其 他 形式 的 类 似 复 合 系统 : 一 个 闭环 的 或 
者 有 反馈 的 结构 和 一 个 并 联 的 结构 。 两 种 情况 都 可 以 用 上 面 研究 串联 形式 所 使 用 的 方法 来 
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研究 ， 这 里 就 只 是 简单 总 结 一 下 结果 。 像 前 面 那 样 假设 
MOR ai(s) 没 有 公 因 式 ， 对 于 pA az (Cs) 也 是 这 样 。 
对 于 反馈 结构 ， 传 递 函数 是 
a: m (s)a: (s) 

Fe haere a, (s)a: (s) + ms) m Cs) lee 
DE a (ald +n(s) mp (NRK NES AK. A 
此 ， 通 常情 况 下 ， 反 馈 导 致 自然 频率 不 同 于 子 系统 的 自 
然 频 率 ， 这 是 因为 自然 频率 不 再 是 a; (s)a,(s) WAR. 对 
式 (5. 132) 的 验证 表明 分 子 和 分 母 之 间 的 任何 约 分 都 是 
由 as(s) 和 mn(s) 之 间 的 公 因 式 所 引起 的 。 这 些 公 因 式 代 
表 着 反馈 回路 上 的 子 系统 的 极点 或 者 模式 ， 它 们 被 前 向 
支 路 上 的 子 系统 的 对 消 零点 掩盖 或 者 隐藏 了 起 来 ， 最 后 
造成 了 系统 是 不 可 达 的 和 不 可 观测 的 。 因 此 ， 这 些 模式 作 


图 5.8 上 图 表示 了 两 个 子 系统 的 


反馈 连接 ; 下 图 标识 两 个 


为 闭环 系统 的 自然 频率 被 保留 下 来 ， 不 受 反 馈 影 响 。 子 系统 的 并 行 连接 
对 于 并 行 结 构 ， 传 递 函 数 是 . 
Hot) = m (s)a2(s) + mai Gs) (5. 133) 


a, (s)az(s) 

分 母 a1(s)as(s) 是 系统 的 特征 多 项 式 。 因 此 ， 并 行 连接 的 自然 频率 是 子 系统 自然 频率 
的 联合 。 在 这 种 情况 下 ，ai(s) 和 as(s) 有 公 因 子 ， 就 会 产生 相 消 。 然 而 ， 这 些 相 消 对 应 于 
整体 系统 具有 的 重复 的 自然 频率 ， 而 不 是 相 异 的 自然 频率 ， 所 以 基于 相 异 自然 频率 的 假设 
下 ， 用 来 研究 可 达 性 和 可 观测 性 的 定义 和 方法 就 不 能 再 使 用 了 。 在 包含 重复 自然 频率 的 更 
通用 框架 中 ， 所 表现 出 来 的 是 ， 当 a1(s) 和 as;(s) 有 公 因 式 时 ， 相 关 的 隐藏 模 式 既 是 不 可 达 
的 ， 又 是 不 可 观测 的 。 原 因 是 两 个 子 系统 的 共同 模式 是 由 输入 按 固定 比例 驱动 的 ， 通 过 输 
出 就 可 以 看 作 是 固定 的 线性 组 合 ， 因 此 它们 不 能 被 认为 比 一 个 系统 具有 更 大 的 多 重 性 。 本 
章 末 的 例 5. 13 将 进一步 阐明 这 种 情况 。 
5.4.2 DT 系统 的 输入 -状态 -输出 结构 

DT 系统 的 传输 关系 

一 个 极其 相似 的 方法 可 以 应 用 到 DT 情况 中 。 为 了 分 析 在 初始 条 件 n=0 时 刻 和 在 
n 宇 0 时 ， 输 入 对 于 DT 状态 空间 模型 响应 的 行为 ， 最 有 用 的 变换 是 单 边 z 变换 。 对 于 一 个 
信号 win], Bi zx 变换 定义 为 


W(z) = Sai (5. 134) 
收敛 域 是 以 2=0 为 中 心 的 圆 以 外 的 区 域 ， 向 前 进 一 个 时 刻 的 信号 wLn 十 1] 的 单 边 = 变换 是 
S\wln+1Je" = 2W(z) — zw[0] (5. 135) 


如 果 初 始 状态 w[0] 二 0， 那 么 在 时 域 上 前 进一步 就 对 应 于 在 变换 域 上 乘 以 z。 在 第 1 
章 介绍 的 双边 z 变换 中 ， 求 和 的 下 限 是 一 ce 而 不 是 0， 在 时 间 上 前 进 一 个 时 刻 则 只 要 在 变 
换 域 上 乘 以 z， 不 需要 对 初始 值 做 调整 。 

考虑 式 (5. 67) 中 的 非 耦合 DT 模 态 方程 的 单 边 z 变换 ， 重 写 这 个 结果 ， 即 


Ri(2) = Gr[0] + BX), i=1,2,%L (5. 136) 


它 的 反 变 换 恰恰 是 式 (5. 68) 中 的 riLnj 的 时 域 解 ， 这 个 时 域 解 在 前 面 等 式 中 写成 了 
ZIR 与 ZSR 的 和 。 现 在 则 有 了 这 个 解 的 变换 域 的 推导 。 
类 似 的 ， 考 虑 式 (5. 69) 中 输出 方程 的 z 变换 ， 代 人 上 面 的 关系 式 中 ， 可 得 到 
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v= (FER) + dk(z) = (3) rl) + (a+ 3} 88) xi (5. 137) 
RCT HR, ERR HOE BN : 独 

HOS (> 2) A (5.138) 
隐藏 模式 的 概念 ， 可 达 性 和 可 观测 性 的 定义 ， 最 小 实现 形式 ， 这 些 都 可 以 不 用 改变 地 


应 用 到 DT 情况 中 。 下 面 的 例子 将 说 明 这 些 问 题 。 


评估 DT 系统 的 可 达 性 和 可 观测 性 
考虑 DT 系统 用 如 下 状态 方程 表示 ， 








qı [n+ 1] s gLn] 0 
- 5 了 十 Em (5. 139) 
qiln+1] al 了 aln] UY) 
LEET 3 
qı Cn] 
ygs [=i | ep] (5. 140) 
= -— laa 





HK, (5. 139) Fa R (5. 140) Ha BY — AER- K- 
增益 的 框图 如 图 5.9 所 示 。 

这 个 系统 的 模式 对 应 于 特征 多 项 式 的 根 ， 
特征 多 项 式 是 


det(ay — A) = 3? — 3241 (5. 141) 


AR 
1 


A = 2, à = > (5. 142) 


因为 | | 之 1， 系 统 不 是 渐进 稳定 的 ， 通 
过 求解 式 (5-143)， 可 以 得 到 对 应 的 特征 向 量 : ， 图 5 9 例 5.9 中 系统 的 延吉 IA Aa TE 





A ==] 
QI—A)v = | 5 |. =0 (5. 143) 
ae 


可 得 一 一 2， 以 及 一 is 一 元 。 于 是 


1 2 
v = ， w= (5. 144) 
2 1) 


这 个 系统 的 输入 输出 传递 函数 是 
ARoS aAA b+ (5. 145) 
k 
E ee | (5. 146) 
之 一 六 = 十 1 — 1 z 
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由 于 极点 在 单位 图 内， 系统 是 输入 输出 稳定 的 。 然 而 ， 系 统 有 两 个 模式 。 因 此 ， 一 个 
模式 必定 是 隐藏 的 ， 也 就 是 说 ， 它 不 出 现在 输入 输出 传递 函数 中 。 隐 藏 模式 从 输入 中 是 不 
可 达 的 ， 或 者 在 输出 中 也 是 不 可 观测 的 ， 或 者 两 种 情况 都 是 。 为 了 检查 可 达 性 ， 注 意 到 这 
个 例子 中 的 输入 向 量 b 不 能 写成 vi 或 v 的 倍数 ， 那 么 就 要 用 两 个 特征 向 量 的 一 个 线性 组 
合 来 得 到 b。 系 统 因此 是 可 达 的 (尽管 本 身 中 的 有 一 项 为 0)。 然 而 ,，c7v 一 0， 因 此 第 一 
个 模式 是 不 可 观测 的 (尽管 cr 的 两 项 都 是 非 零 的 )， 而 且 这 正 是 隐藏 在 HPA. < 

最 小 实现 形式 的 概念 有 助 于 说 明 例 4. 6， 这 里 对 于 一 个 二 阶 差分 方程 ， 其 不 同 阶 数 的 
状态 空间 的 实现 形式 被 构造 了 出 来 。 下 面 的 例子 表明 ， 差 分 方程 的 三 阶 实现 形式 是 非 最 小 
的 实现 形式 。 

非 最 小 实现 

在 例 4. 6 中 得 到 的 二 阶 差分 方程 的 三 阶 实 现 如 下 所 示 ， 





(5. 147) 

















一 QI — Qs bz bi 
qin+1]=]| 1 0  0lą[n]+ |0 |z[n] 
0 0 0 1 (5. 148) 
ylnJ= [1 0 0jgaLn] 
其 二 阶 差分 方程 为 } 
yin] +a yln—1]+a:yln— 2] = b2[n—1]+&2[n—2] (5. 149) 


容易 看 出 hui 王 0， 其 中 四 一 [0 & as] 。 从 这 里 可 以 推断 出 和 :一 0 是 A 的 一 个 特征 
值 ， 相 应 的 特征 向 量 是 v1, Rb 和 az 并 不 全 都 为 0。 现 在 c vi 二 0， 这 证 明了 这 是 系 
统 的 一 个 不 可 观测 模式 (尽管 这 是 一 个 非常 良好 的 情况 ， 但 是 其 对 应 的 模 态 贡献 在 一 个 时 
间 步 进 上 就 会 消失 )。 这 里 推断 出 三 阶 系 统 不 是 最 小 的 ， 因 此 式 (5.149) 的 输入 输出 关系 式 
可 以 由 更 低 阶 的 系统 实现 。 < 
对 于 CT 和 DT 系统 ， 可 达 性 的 概念 是 用 从 输入 激活 系统 的 所 有 模式 的 能 力 来 引入 的 。 
下 面 的 例子 中 ， 通 过 提出 从 状态 空间 的 原点 到 达 特 定 的 目标 状态 的 问题 的 关联 性 ， 以 及 通 
过 输入 信号 的 合理 选择 ， 拓 展 了 可 达 性 概念 的 范围 。 这 里 讨论 的 DT 情况 对 CT 情况 也 有 
类 似 的 结论 。 
到 达 一 个 目标 状态 的 输入 设计 
考虑 工 阶 DTLTI 状 态 空间 模型 ， 它 的 状态 是 
q[n 二 1] = Ag[nj] 二 bz[Ln] (5. 150) 
假设 4 有 相 异 的 特征 值 Mj，…，jz， 相 应 的 独立 特征 向 量 是 vi o vre RC. 56) 
中 定义 的 常量 BL，…，B. 作为 权重 来 表征 5 为 特征 向 量 的 一 个 线性 组 合 : 
b= wifi te + UBL 
假设 系统 是 可 达 的 ， 那 就 是 说 ， 所 有 的 B; 都 是 非 零 的 ， 在 时 刻 0 从 原点 开始 ， 因 此 
gq[L0j 二 0。 这 里 希望 找到 有 工 个 输入 的 一 个 序列 zL0]，z[1]，…，z[L 一 1]， 因 此 ， 对 于 
确定 但 是 任意 的 XY，…，7Yr， 时 刻 工 的 状态 值 是 : 
gL[L] = win +e + vY (5. 151) 
换 句 话说， 就 是 希望 能 找到 工 个 输入 的 一 个 序列 ， 能 从 原点 开始 ， 在 工 个 步 进 内 ， 就 
能 到 达 任 何 特定 的 目标 状态 。 
式 (5. 65) 表 示 为 
qLL] = viri [L] + +++ vr [Ll] Cie 152) 
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因此 ， 工人 个 输入 的 序列 必须 保证 ri;[LLj]=Y;， [二 Kr, L0]=0 开始 。 
式 (5. 68) 的 显 式 解 是 
% S mlh = 了 tix [k] (5. 153) 


对 所 有 的 i, 上 面 的 解 都 可 以 被 排列 到 下 面 的 矩阵 形式 中 ， 
Nn B Ai AB e ALB) (zEL— 1] 


Y2 Po B Ak A2 Be at Ay Re ema} 

Yr Br Anpi AiBL “~ AE BL x0] 
BO ONE Ay ape A TTET] 
0 Be are 0 1 As ag Swe re os 
0 Ü os B I åz a wee ie alo] 


所 有 的 B; 都 是 非 零 的 ， 因 为 系统 是 可 达 的 ， 所 以 后 面 等 式 右边 的 第 一 个 矩阵 是 可 逆 的 ， 
第 二 个 矩阵 称 为 Vandermonde HH, SARYA 相 异 时 ， 它 是 可 逆 的 。( 如 果 具 有 相 异 的 
的 Vandermonde 矩 阵 不 可 逆 ， 那 么 它 的 列 向 量 的 某 个 非 平凡 线性 组 合 加 起 来 等 于 零 向 量 ， 但 
是 那 就 意味 着 可 以 构建 一 个 有 世 个 相 异 解 的 工 一 1 阶 的 多 项 式 ， 这 会 产生 矛盾 。) 

接 下 来 ， 方 程 的 上 类 集合 可 以 被 求解 ， 以 此 来 找 出 [0], [1], =, zLL—1], 














x[L zi 1] 1 i wee PT, 一 ! Bi 0 nee O4= yı 
BLL T 2] az 1 Àg 1e ar 0 B orme 0 Y2 
xlo] L- inka (EO 0 O  B YL 
在 三 阶 系统 的 情况 下 ， 例 如 
+ | Ai | = 0)" fyi 1 | Ap a TA lel Mi /Bi 
= = C5, 154) 
xL0] l à O pf Y2 Aa! ar"| — 1 1 2 / Bo 














二 阶 例子 表明 A A, 越 接近 ， 需 要 得 到 一 个 给 定 的 目标 状态 的 输入 值 就 越 大 。 
同时 ， 比 值 y;/B; 的 值 越 大 ， 要 求 的 输入 也 越 大 。 

现在 假设 仅仅 第 一 个 模式 是 不 可 达 的 ， 即 假设 BB 二 0， 其 他 的 B MeSH. WH 
公式 表明 ， 通 过 控制 输入 ， 从 原点 一 一 即 
闻 的 工 一 1 维 子 空间 里 ， 这 个 状态 空间 跨越 与 可 达 模 式 相关 的 特征 向 量 的 范围 。 与 上 面相 
似 的 计算 证 明 ， 在 这 个 可 达 的 子 空 间 内 ， 通 过 输入 的 合理 选择 ， 任 何 目标 状态 可 以 从 原点 
开始 在 L 一 1 步 之 内 达到 。 

更 一 般 来 说 ， 状 态 空 间 的 一 个 部 分 通过 输入 控制 能 从 原点 可 达 ， 这 个 部 分 是 可 达 模 式 
的 特征 向 量 跨 度 范围 内 的 子 空 间 。 这 就 意味 着 ， 当 且 仅 当 通过 输入 信号 的 合理 选择 ， 系 统 
能 从 状态 空间 的 原点 到 达 一 个 任意 的 目标 状态 时 ， 系 统 是 可 达 的 。( 这 些 结论 在 CT 系统 
中 依然 成 立 ， 尽 管 要 求 到 达 的 一 个 目标 状态 的 精确 输入 历史 不 能 被 清楚 地 计算 出 来 。) 

一 个 系统 的 自然 动态 和 施加 在 系统 上 的 外 部 输入 产生 的 运动 之 间 的 相互 影响 ， 将 在 下 
面 的 观察 中 进行 清楚 的 分 析 。 对 于 阶 数 过 2 的 DT LTI 系 统 ， 强 制 状态 从 原点 严格 沿 着 特 
征 向 量 向 外 移动 是 不 可 能 的 ， 例 如 它 的 第 一 个 特征 向 量 v1。 原 因 是 这 会 要 求 所 有 的 riLn] 
GÉL, n>O) RAO, HnlnISK0 移动 到 一 连 串 的 非 0 值 。 对 于 一 个 可 达 系 统 ， 这 是 
不 可 能 的 ， 因 为 所 有 7;Lnj 都 被 输入 同时 激活 。 因 此 ， 在 一 个 可 达 的 L 阶 DT 系统 中 ， 在 
L 步 内 可 以 到 达 状 态 空间 的 任何 点 ， 包 括 形 如 q[LLj] 王 Yivi( 对 任意 的 WAR, TRA 
要 在 少 于 工 步 到 达 这 个 点 。 < 

可 达 性 和 可 观测 性 矩阵 

例 5. 11 讨论 的 从 原点 到 达 目 标 状 态 的 问题 ， 也 可 以 不 参考 模 态 坐标 来 解决 ， 而 是 直 
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接 用 初始 系统 描述 来 完成 。 对 于 DT 情况 ， 可 以 从 式 (5.3) 中 的 LTI 状态 空间 模型 开始 
通过 z[0] 的 合理 选择 ， 在 一 步 之 后 从 原点 可 以 达到 的 状态 集合 就 是 gL1]= 二 bxL0]， 也 就 是 
说 ， 状 态 在 向 量 b 组 成 的 线 上 。 通 过 x[0] 和 xz[1] 的 合理 选择 ， 在 两 步 之 后 从 原点 可 以 达 
到 的 状态 集合 的 形式 是 

q[2] = Abz[0] + br[1] (5.155) 

这 就 是 说 状态 在 向 量 b5 和 4b 组 成 的 平面 上 。 照 这 样 的 方式 继续 ， 可 以 推断 出 一 一 而 
且 这 已 经 明显 体现 在 式 (5. 104) 中 一 一 在 工 步 之 后 从 原点 开始 可 以 到 达 的 状态 集合 是 由 
二 义工 矩阵 的 列 向 量 组 成 的 空间 

R, = [Ab Ab -= Ab b] (5. 156) 

这 个 空间 称 为 Ri 的 范围 。 注 意 到 这 个 推理 虽然 并 没有 假设 4 有 相 异 的 特征 值 ， 但 是 
在 普遍 情况 上 仍然 成 立 。 在 相 异 特征 值 的 假设 下 ， 可 达 空 间 必 须 等 于 由 系统 可 达 模 式 的 特 
征 向 量 组 成 的 空间 。 和 矩阵 Ri 称 为 L 阶 可 达 和 矩阵 ， 或 者 简称 为 可 达 和 矩阵 。 如 果 系 统 仅 有 
pp 过 L 个 模式 是 可 达 的 ， 那么 可 达 空 间 也 是 由 R, 的 列 所 组 成 的 ， 且 增加 更 多 的 列 不 会 增加 
可 达 状 态 的 集合 。 

对 于 如 式 (5. 1) 形 式 的 CT 系统 ， 推 导 是 不 同 的 。 这 里 省 略 细节 ， 但 是 注意 到 和 DT 情 
况 有 一 样 的 结论 : 从 q(0)=0 开始 ， 使 用 一 个 合理 选择 的 输入 ， 在 有 限 的 时 间 内 可 达 的 状 
态 集合 正 是 上 面 矩 阵 Ri 的 范围 。 

类 似 于 例 5. 11 的 一 个 方法 可 以 用 来 提供 可 观测 的 几何 图 形 。 定 义 不 可 观测 的 子 空间 
为 对 应 于 不 可 观测 模式 的 特征 向 量 组 成 的 空间 。 那 么 可 以 证 明 ， 当 且 仅 当 初始 条 件 在 不 可 
观测 子 空间 中 ， 对 于 给 定 的 初始 条 件 gL0] 的 系统 零 输 入 响应 ， 当 所 有 的 no 时 ， 都 是 0。 
那么 对 于 n 宇 9， 从 输入 输出 信号 的 认 知 中 确定 系统 初始 状态 的 任何 尝试 ， 都 只 能 够 确定 以 
不 可 观测 子 空间 为 模 的 这 个 初始 状态 。 换 句 话 说， 对 于 给 定 的 输入 ， 用 一 个 不 可 观测 子 空 
间 的 向 量 置换 初始 状态 不 会 改变 输出 。 

这 里 也 可 以 使 用 一 个 矩阵 来 确定 不 可 观测 子 空 间 ， 该 矩阵 是 式 (5.156) 中 的 工 阶 可 达 
矩阵 的 “对 偶 (dual)”。 特 别 地 ， 考 虑 式 (5. 3) 和 式 (5.4) 表 明 不 可 观测 的 子 空间 正好 是 与 
下 面 工 X 工 矩阵 的 行 的 正 交 向 量 的 集合 ， 这 个 工 X 工 和 矩阵 称 为 工 步 可 观测 矩阵 ， 即 

cr 
cA 
Oo, = : (5.157) 
cf At 
cA! 

这 个 空间 称 为 O 的 零 空间 。 

尽管 这 里 一 直 关 注 的 是 LTI 系统 ， 某 些 已 有 的 研究 也 可 以 应 用 到 线性 周期 变化 (LPV) 
系统 中 。 下 面 的 例子 将 显示 如 何 评估 LPV 系统 的 渐进 稳定 性 。 

LPV 系统 的 渐进 稳定 性 

LPV 系统 的 稳定 性 可 以 由 接近 于 LTI 系统 使 用 的 方法 进行 分 析 。 例 如 ， 假 设 

q[n +1] = A[njg[nj， Aln] = Ao,n 为 偶数 ，A[nj] 二 Ai,n 为 奇数 (5.158) 
那么 
q[n +2] = AiAogq[Ln] €55;159) 
所 以 对 于 偶数 n， 偶数 采样 的 动态 由 LTI 模型 所 控制 ， 且 偶数 采样 的 稳定 性 由 常数 矩阵 
Aven SA Ao 的 特征 值 确定 。 

相似 地 ， 奇 数 采样 的 稳定 性 是 由 矩阵 Agus =A Ar 的 特征 值 所 控制 。 和 矩阵 Au 的 非 零 特 
征 值 与 Awn 是 相同 的 ， 这 是 因为 ， 如 果 和 是 Aoes 的 一 个 非 零 特征 值 ， 也 就 是 说 ， 对 于 非 零 
的 A 和 ww， 如 果 A1Aov 二 如 ， 那 么 Aov 必 是 非 零 的 ， 且 有 (AoAi)(hov) 二 4(hov)， 因 此 
也 是 Aow 的 特征 值 。 所 以 每 一 个 矩阵 都 可 以 用 来 进行 稳定 性 检测 。 
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作为 一 个 例子 ， 可 以 假设 


@ 1 0 1 
A; = , A; = (5. 160) 


0 3 4.259 —1 29 
它们 各 自 的 特征 值 是 (0，3) 和 (1.53， 一 2.78)， 因 此 两 个 矩阵 都 有 大 于 1 的 幅度 特征 
值 。 现 在 
O° 3 
Aven = A, Ao = | | (5. 161) 
0, 0.5 
它 的 特征 值 是 (0，0. 5)， 这 对 应 于 一 个 渐进 稳定 系统 。 < 


用 一 个 例子 来 总 结 本 章 ， 这 个 例子 很 好 地 、 比 较 简短 地 且 系 统 地 解释 了 ， 当 特征 值 并 
[217] 不 相 异 的 时 候 ， 系 统 的 性 质 是 如 何 变化 ， 以 及 如 何 变 得 更 复杂 的 。 这 个 例子 是 DT 情况 下 
的 ， 但 对 于 CT 情况 也 是 类 似 的 。 
非 相 异 特征 值 的 可 达 性 和 可 观测 性 
在 本 例 中 ， 考 虑 式 (5.3) 和 式 (5.4) 所 给 形式 的 三 个 差分 三 阶 DT LTI 系统 ， 对 相应 的 
状态 演化 矩阵 和 A， 具 有 下 面 的 各 自 不 同 的 选择 。 





Wi 由” AO 0 A * 0 
A; == 0 Ay 》 A» cag 0 Ay 9 A; — 0 Al 0 3s 162) 
O° O- Ay oO ~ Or AG On) TAa 

















所 有 这 些 和 矩阵 都 有 三 个 特征 值 hi: ， 但 在 结构 上 不 同 。 如 图 5. 10 所 示 ， 它 们 的 结构 差 
异 非常 明显 ， 为 了 避免 框图 的 杂乱 ， 该 图 仅 显 示 了 对 应 的 系统 ， 忽 略 了 输入 信和 号 zz] 或 者 
输出 信号 y[z] 。 

EEA 仅 有 一 个 独立 的 特征 向 量 ， 如 vi 一 [1 0 0)". REIA v= 的 任意 一 
个 其 他 向 量 都 是 vi 的 线性 乘积 。 

矩阵 A, 有 两 个 独立 的 特征 向 量 ，wi 与 前 面 的 相同 ， 但 是 还 有 v=[0 1 0], GI-Ayv 
三 0 的 任 一 其 他 解 v 都 是 这 两 个 向 量 的 线性 组 合 。 

矩阵 A; 有 三 个 无 关 的 特征 向 量 ， Vins U2 和 前 面 一 样 ， v; =[0 0 ERG AIAS 
0 的 任 一 其 他 解 都 是 这 三 个 向 量 的 线性 组 合 。 

EA 情况 下 ， 系 统 已 经 是 对 角 化 的 形式 ， 因 此 本 章 中 的 一 些 分 析 可 以 直接 被 运用 。 
相对 应 的 系统 状态 的 ZIR 仅仅 涉及 指数 形式 六。 系统 的 传递 函数 也 表明 ， RS, EAA 
一 个 单 极 点 ， 没 有 重复 的 极点 ， 这 说 明 在 这 种 情况 下 至 少 有 两 个 隐藏 模式 。 一 旦 可 达 性 的 
概念 拓展 到 重复 特征 值 情况 下 (在 这 里 不 会 对 这 种 情况 进行 研究 )， 就 可 以 证 明 ， 三 个 模式 
中 的 两 个 总 是 不 可 达 的 ， 即 使 图 5.10c 中 从 z[ 站 到 三 条 并 行路 径 的 耦合 是 非 零 的 。 原 因 是 
通过 控制 单一 的 输入 信号 z[n]， 不 能 使 得 系统 的 三 个 分 支 被 其 他 的 分 支 彼 此 独立 地 激活 。 
相似 地 ， 一 旦 可 观测 性 的 概念 扩展 到 重复 特征 值 情况 下 (在 这 里 不 会 对 这 种 情况 进行 研 
究 )， 就 可 以 证 明 ， 三 个 模式 中 的 两 个 是 不 可 观测 的 ， 即 使 图 5.10c 中 从 三 条 并 行路 径 到 
3[z] 的 耦合 是 非 零 的 。 原 因 是 基于 单一 的 输出 信号 yLn]， 系 统 的 三 个 分 支 的 响应 不 能 分 
AMAR, A 发 生 的 事情 本 质 上 是 3X3 和 矩阵 A 会 发 生 的 事情 ，A 的 特征 值 全 是 11， 且 
含有 3 个 与 A1 相关 的 独立 特征 向 量 。 

XFA, RA ZIR 以 前 用 形式 对 表示 ， 也 用 形式 mM 表示 。 传 递 函 数 表 明 ， 最 多 
有 两 个 在 Xi 的 极点 ， 这 就 是 说 至 少 有 一 个 隐藏 模式 。 事 实 上 对 于 这 个 结构 ， 至 少 有 一 个 
模式 总 是 不 可 达 的 ， 且 至 少 有 一 个 模式 总 是 不 可 观测 的 。4， 发 生 的 事情 本 质 上 是 3X3 Æ 
阵 A 会 发 生 的 事情 ，A 的 特征 值 全 是 1， 上 且 仅 有 两 个 与 4 相关 的 独立 特征 向 量 。 

对 于 Ai1， 状 态 ZIR 以 前 用 形式 对 表示 ， 也 用 形式 mni 和 n*X4? ”表示 。 传 递 函 数 被 
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证 明 有 三 个 在 ) 的 极点 ， 当 且 仅 当 在 图 5.10a 中 ， 从 x[nj 到 三 级 中 的 第 一 级 有 非 零 厅 合 ， 
且 从 三 级 中 的 最 后 一 级 到 y[n] 有 一 个 非 零 辜 合 时 ， 该 情况 成 立 。 等 价 的 ， 在 传递 函数 中 
发 现 三 个 极点 ， 当 上 且 仅 当 输入 向 量 b 的 最 下 面 一 项 是 非 零 的 ， 且 输出 向 量 c” 最 左边 的 项 
是 非 零 的 时 候 ， 该 情况 成 立 。 在 注 些 条 件 下 ， 系 统 是 可 达 的 和 可 观测 的 。 当 这 些 条 件 不 成 
立时 ， 就 会 在 可 达 性 和 可 观测 性 上 有 更 多 的 限制 。 所 看 到 的 Ar 发 生 的 事情 在 本 质 上 是 3X 
3 矩阵 A 会 发 生 的 事情 ，A 的 特征 值 全 是 X11， 且 只 有 1 个 与 41 相关 的 独立 特征 向 量 。 


1 fala) 
zh, 
la | gin] 1 laln] 
A, Ph 
1 laln] 1 12b 1 lain] 1 laln] 1 | alm] 1 kyin] 


a) 系统 1 b) 系统 2 ec) 系统 2 
图 5.10 例 5.13 中 三 个 系统 的 结构 框图 本 


第 6 章 通过 一 个 系统 动态 模型 ， 检 验 如 何 认 知 一 个 系统 的 输入 和 输出 波形 ， 并 推断 系 出 统 
的 内 部 状态 。 那 么 这 将 为 设计 一 个 反馈 控制 方案 来 调整 系统 行为 ， 提 供 一 个 合理 的 基础 。 


5.5 延伸 阅读 


第 4 章 结束 时 候 的 延伸 阅读 也 可 以 用 于 本 章 。 基 本 资料 可 以 在 [Edwj 找 到 。LTI 系统 的 
动态 特性 ， 通 常 包 括 第 6 章 中 的 状态 估计 和 状态 反馈 控制 方法 ， 在 很 多 书 中 都 有 讨论 ， 例 如 
[Ant][Ch2][Kal][LLue] 和 经 典 的 [Zad]。 对 于 非 线 性 系统 的 拓展 ， 可 参考 [KhajLSlojLVid]。 





习题 
基础 习题 其 中 ，z( 为 表示 物体 的 位 置 ， 刀 (5 表示 位 置 
5.1 考虑 下 面 等 式 描述 的 非 线性 时 不 变 状态 空间 的 立方 ; k Mle 是 已 知 的 正常 数 。 


模型 
qı (t) = q (t) 
q (t) =— Bqi (t) + z(t) 

其 中 ，B 是 某 个 正常 数 。 

(a) 如 果 输 入 x() 是 一 个 固定 的 正常 数 区 二 
0， 确 定 a (DAM gz (?) 各 自分 别 对 应 的 可 
能 的 平衡 值 9 和 qe 

Cb) 如 果 输 入 从 它 的 平衡 值 偏离 区 (?) 二 zx(2) 一 
元 ， 并 且 如 果 状 态 变 量 各 自 相 应 地 从 平 
衡 位 置 偏离 91 AO Sq g 和 92 (t) = 
qz(t) 一 更， 找 出 一 个 线性 化 的 LTT 状态 空 
间 模 型 ， 以 近似 地 描述 这 些小 的 偏差 与 其 
他 偏差 是 如 何 彼此 联系 起 来 的 。 换 句 话 
说 ， 确 定 一 个 OMT (2) 作 为 状态 变量 、 
人 (7) 作为 输入 的 LTI 状态 空间 模型 。 

(c) 你 的 线性 化 模型 是 否 渐进 稳定 ? 


(a) 使 用 物理 意义 上 的 状态 变量 ， 得 到 上 述 
系统 的 状态 空间 模型 。zx(z) 是 输入 ， 输 
出 y(2) 是 物体 的 位 置 。 
Cb) 假设 对 所 有 的 :，z(z) 二 0， 系 统 在 平衡 状 
态 中 。 你 将 会 发 现 这 个 系统 的 三 个 可 能 的 
平衡 条 件 。 在 每 一 种 状态 平衡 下 ， 确 定 你 
的 状态 变量 的 值 ， 用 参数 和 表示 结果 。 
对 于 在 (b) 中 确定 的 三 个 平衡 位 置 中 的 每 
一 个 平衡 位 置 ， 得 出 一 个 线性 化 的 状态 
空间 模型 ， 该 模型 可 以 近似 地 描述 从 平 
衡 位 置 的 小 偏 移 。 如 果 有 的 话 ， 哪 一 个 
线性 化 的 模型 是 渐进 稳定 的 ? 
考虑 下 面 一 个 CT 系统 的 状态 空间 方程 
q(t) = Aq (t) + br (t) 
y(t) = c" q(t) 


te 


w 


其 中 ， 


5.2 一 个 单位 质量 的 特定 物体 限制 在 一 条 直线 上 
运动 ， 并 有 一 个 外 力 zx(D 作 用 其 上 ， 且 被 一 PARE s ne 
个 立方 弹簧 控制 。 系 统 用 下 面 的 方程 描述 ar ay? 


2 
cee + p(t) — ep) = x(t) 





假设 系统 是 渐进 稳定 的 ， 要 在 数字 计算 
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5. 4 


95 


机 上 仿真 这 个 系统 ， 使 用 输入 、 状 态 、 输 出 
在 三 2T 的 采样 值 ， 一 个 前 向 差分 在 t= nT 
时 的 逼近 是 4(2( 这 是 前 向 欧 拉 逼近 ) ， 例 如 


Wie 于 [gc +T)+q(nT)] 


所 得 到 的 DT 系统 可 以 写成 
qin+ 1) Aaqin] + baxin] 
yn] ef qLn] 

其 中 ， 

qlin] =q40T), aln] = xaT), yin] = y(nT) 

(a) RH A, b, c, MÆ Aa bas Cao 

(b) DT 系统 的 自然 频率 是 多 少 ? 

(c)- 对 于 什么 范围 内 的 了， 这 个 DT 系统 是 
渐进 稳定 的 ? 

考虑 线性 动态 系统 

q(t) = Aq (t) 
y(t)= ec" q(t) 
其 中 ， 
A 是 2X2 矩阵， 特征 值 是 十 1、 一 1， 相 应 的 
1 1 1 
firme] | |. ae-(']. 
4 = 0 
0 

(a) 当 q(0)= i 时 ， 确 定 0 时 的 g(t) 和 
yt). 

Cb) 确定 所 有 可 能 的 初始 状态 gq(0)， 使 得 输 
出 对 于 t 宇 0 有 界 。 例 如 对 所 有 的 t 宇 0 
存在 某 个 M， 使 得 | yd) | <M. 

考虑 一 个 二 阶 的 CT 因果 LTI 系统 ， 传 递 函 数 





pena i x! 
H(s) = TF 
标准 形式 的 状态 空间 描述 为 


.9CD 一 Aq Ct) + bx (t) 
y(t) = e' q(t) + dx(t) 


“aly 


也 知道 某 个 特定 的 初始 状态 q(0)， 对 所 有 的 
thiAxc()=0, 得 到 


oot 
q(t) = | | 
e —2e 


(a) Wate A, c7. dy 

Cb) 如 果 q(0) 与 (a) 中 的 相同 ,但 是 现在 对 
所 有 的 t 宇 0, 输入 为 z(t) 二 e', M 
SE y(t). 

Cc) 如 果 4(0) 与 (a) 中 的 相同 ， 但 是 对 所 有 的 


0, 输入 为 z(t) =q O-Ha (z)， 则 


假设 已 知 


5.6 


5.7 






5.8 


y(t) 的 通用 形式 是 什么 ? 没 必 要 计算 出 
所 有 的 常数 ， 但 是 应 该 至 少 能 够 确定 y 
(zt) 是 否 豪 碱 、 增 长 或 者 振荡 ， 有 什么 速 
率 ， 或 者 确定 它 保 持 为 常数 。 

考虑 一 个 二 阶 状态 空间 模型 描述 的 系统 


i 0 
q(t) = qi) + x(t) 
6 0 1 


y= 1 1] 


(a) 确定 系统 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 。 
(b) 当 所 有 的 > 时 输入 2) =0 A g(0)= 
0 
| ee 确定 对 于 0 的 q(t)。 
1 
(c) 确定 初始 条 件 g(0) 的 非 零 选择 ， 使 得 
考虑 一 个 特定 因果 系统 的 二 阶 状态 空间 模型 


UD — ag (1) + be (1) 
y(t)= e' g(t) + dx(t) 
假设 知道 系统 的 传递 函数 


aes 
SS = Go 


如 果 给 定 系 统 的 零 输 入 ， 对 于 所 有 的 
10, HMA c(t) =0, BARA Hq H 
轨迹 符合 如 图 PS. 7 所 示 的 轨迹 ( 带 箭 头 的 
实 线 ), 一 些 差分 初始 条 件 g(0) = 
[ao (0) @(0)]", 在 图 中 用 圆圈 图 案 表示 
出 来 。 

(a) 确定 矩阵 A。 
(b) 系统 是 可 达 的 吗 ? 是 可 观测 的 吗 ? 


差分 初始 条 件 下 的 状态 轨迹 





-=$ = = = z : 
-10- =8 62 和 5 10 


图 P5.7 


考虑 图 P5.8 中 框图 表示 的 因果 DT 系统 ， 
其 中 DD 表示 一 个 延 时 单元 。 系 统 可 以 用 二 阶 


状态 空间 模型 来 描述 
gin+1]= Ag[n] + br[n] 
yLn]= ce’ qin] + dz[n] 


qı Cn] 
其 中 ， qin]= | | 
qz [Ln] 


假设 A 的 特征 值 是 1 二 2,4 一 一 去 。 两 个 


特征 值 都 是 可 达 的 ,但 是 假设 A, 是 不 可 观 

测 的 。 

(a) 系统 是 渐进 稳定 的 吗 ? 是 BIBO 稳定 的 
吗 ? 你 应 该 不 用 计算 就 能 够 回答 这 两 个 
问题 。 

(b) 用 框图 里 的 参数 来 表示 AL b, d. 

(c) 确定 a 和 BB。 

(d) 如 果 q[0]=0, z[n]=6Ln], 4[1] 是 多 
少 ? 对 于 这 种 情况 ， 随 着 B= qi[Ln] 
和 qz[z] 趋 于 0 吗 ? 


p [| : 


图 P5.8 


5.9 考虑 二 阶 差分 方程 


yina] — 3y[n—1] + 2y[n—2] 
=z[n—1]+42[n—2] 
(a) 确定 上 面 差分 方程 的 4 阶 、3 阶 、2 阶 状 
态 空间 模型 。 
(b) 对 于 (a) 中 的 每 一 个 状态 模型 ， 确 定 所 有 
的 模 态 频率 ， 也 就 是 特征 值 ， 以 及 相对 
应 的 模式 形状 ， 即 特征 向 量 。 
(c) 对 于 (b) 中 的 三 阶 模型 的 每 一 个 模 态 频 
率 ， 确定 : 
(i) 是 否 与 这 个 频率 相关 的 模式 是 可 
达 的 。 
Gi) 是 否 它 是 可 观测 的 。 
结果 能 表明 为 什么 这 里 可 能 有 一 个 具有 
相同 的 输入 输出 行为 的 二 阶 模型 吗 ? 现在 测 
试 你 的 二 阶 模型 的 可 达 性 和 可 观测 性 。 还 有 
其 他 原因 能 认为 存在 一 个 更 低 阶 (如 ， 一 个 
一 阶 系统 ) 且 有 相同 的 输入 输出 行为 的 模 
型 吗 ? 


5. 10 ”给 定 下 面 一 个 因果 系统 的 状态 空间 模型 


0 1 


3 [soa 
2 


1 
2 


x[n] 


qin+1]= | 








工 
2 


5. 12 


5. 13 


第 5 章 LTI 状 态 空间 模型 


yLnj= [0 1jgLn] 

(a) 系统 的 自然 频率 或 者 特征 值 是 什么 ? 

b) 找到 一 个 非 零 初始 条 件 9L0]， 在 这 种 
条 件 下 ， 状 态 向 量 的 ZIR 渐进 衰减 到 
0。 解 释 你 的 原因 。 

(c) 找到 一 个 非 零 初始 条 件 9L0]， 在 这 种 
条 件 下 ， 状 态 向 量 的 ZIR 不 会 移动 ， 例 
an, k>0, gik]J=qLl0l. 

(d) 系统 是 可 达 的 吗 ? 

(e) 每 一 个 有 界 输入 都 会 产生 一 个 有 界 的 状 

态 响应 吗 ? 即 qi [nj 和 g Cn] EA R 
吗 ? 解释 你 的 原因 。 

Cf) 系统 是 可 观测 的 吗 ? 

(g) 系统 的 传递 函数 是 什么 ? 系统 是 BIBO 
稳定 的 吗 ? 

考虑 具有 下 面 状态 空间 方程 的 一 个 DT 系统 

3 0 


1 
qin+1]= i ci 1 (sea +] |aln] 
i. 0 








yo]= | 二 lat 
(a) 找 出 系统 的 自然 频率 ， 并 确定 系统 是 否 
为 渐进 稳定 的 。 
(b) 确定 系统 的 哪个 自然 频率 是 可 达 的 。 
(c) 确定 系统 的 哪个 自然 频率 是 可 观测 的 。 
Cd) 假设 对 所 有 的 nO, 输入 zinJ=0, Th 
定 gL0] 的 所 有 的 值 同时 满足 下 面 两 个 
条 件 : 
G) yLo]=5 
Gi) noo, yin] EWA] 0. 
一 个 因果 LTI 系 统 的 状态 方程 
q(t) = A q(t) + br(t) 
y(t)= Tq) + dzr(t) 


jor 
,b=| |, = 
ary! 1 
[3 —2], d=0. 


(a) 找 出 矩阵 4 的 特征 值 M;、 
的 特征 向 量 Vis Uzo 

(b) 系统 是 渐进 稳定 的 吗 ? 

(c) 系统 是 可 达 的 吗 ? 是 可 观测 的 吗 ? 

(d) 找 出 系统 函数 H(s)=Y(s)/X(s). 

(e) 当 输 入 有 界 并 且 系 统 在 零 状 态 的 初始 条 
件 下 时 ， 系 统 输出 是 有 界 的 吗 ? 使 你 的 
答案 和 (b) 中 的 答案 一 致 。 

考虑 系统 

es A 
ss x(t) 
0) \gqz (2) 0 


a oii ihe 
dz | 9, (2) 1 


qı Ct) 
aDo= fl =] 
q2 (t) 


其 中 ， A= 





A2， 以 及 对 应 
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5. 15 


系统 及 推理 


(a) 系统 是 渐进 稳定 的 吗 ? 
Cb) 系统 是 可 达 的 吗 ? 是 可 观测 的 吗 ? 
(c) 确定 系统 的 传递 函数 。 
(d) 如 果 对 所 有 的 t 宇 0, 输入 x(t) 0, 
i 0 


q Ct) 0 
如 果 可 以 ， 解 释 原 因 。 如 果 不 可 以 ， 找 
出 q1(t)、gz (的 非 零 解 。 

一 个 系统 输入 是 z(t)， 输 出 是 ya), HAR 

态 向 量 g(t) 描述 ， 如 下 面 所 示 : 


= 3 0 
uo- | Jaco | |o 
3 1 一 1 


y(t)= [2 —3]q(2) 
(a) 系统 是 可 观测 的 吗 ? 如 果 不 是 ， 找 出 不 
可 观测 的 模式 。 
(b) 系统 是 可 达 的 吗 ? 如 果 不 是 ， 找 出 不 可 
达 的 模式 。 
(c) 系统 不 是 渐进 稳定 的 。 是 BIBO 稳定 
的 吗 ? 
考虑 下 面 的 因果 DT 状态 空间 系统 
gln + 1]= Ag(n] + br[n] 
yLnJ= eqn] + dz[n] 








其 中 ， 
d 3 
A=| 2 P| am, 
C2 





(a) 确定 和 矩阵 4 的 特征 值 A1 、X， 以 及 相关 
的 特征 向 量 w 、w;。 

Cb) 指出 所 有 的 可 能 初始 条 件 ( 例 如 gO), 
使 得 ZIR 渐进 衰减 到 0。 

(c) 指出 下 面 的 方程 ， 如 果 有 的 话 ， 能 成 为 
系统 的 ZSR 系统 函数 吗 ? 


1 


G@) Ata) = 





Gi) H(z) = 





Cd) 希望 用 新 的 状态 变量 集合 来 描述 系统 


fil] 
fin] = | | 
fr Cn] 


其 中 ， filn]=q [n] +g Ln], fi[Lnj= 
qiLnj 一 qzLn]。 换 名 话说 ,希望 用 下 面 
方程 描述 系统 : 
flnt+1]= Af[n]+ be[n] 
y[Lnj= c" f(n]+dz[n] 
Ci) 根据 AL b, d. d, 来 确定 和 A、b、 
es ay 
Gi) 希望 用 下 面 的 通用 形式 来 表示 系统 


5. 16 


的 ZIR 
fin] = aà vi 十 aas 
EH, a Ma 是 常数 ， MEA. 
des Viv Wis 
考虑 图 P5. 16 中 的 电路 ， 源 电压 wHo 作为 
输入 ， 通 过 电阻 后 的 电压 ur (zt) 的 电压 作为 
输出 。 


i, (2) 


& w(t) ff 


Up (t) 


图 P5. 16 


(a) 选择 如 (和 iz(z) 作 为 电路 的 状态 变量 ， 
确定 相应 的 状态 空间 方程 。 在 下 面 ， 使 
用 q(t) 表示 状态 空间 描述 中 的 状态 向 
量 。 假设 R/L=1。 

Cb) 找 出 电路 的 自然 频率 ( 即 特 征 值 ) 入 、Xz， 
并 计算 各 自 对 应 的 特征 向 量 w 、w;。 

(c) 指出 什么 样 的 非 零 初始 条 件 g(0)， 使 
得 状态 保持 冻结 在 其 初始 值 ， 即 对 :之 
0，gq(?) 二 q(0)， 当 输入 固定 在 0 时 ( 即 
对 所 有 的 t0, w(t)=0). 

(d) 使 用 从 (b) 得 到 的 结果 ， 找 出 所 有 的 初 
始 条 件 9(0)， 当 输入 固定 在 0 时 ， 随 
着 :>co， 使 得 q(t) 的 每 一 个 分 量 都 渐 
进 地 衰减 到 0。 

Ce) 使 用 从 (a)(b) 得 到 的 结果 ， 找 出 所 有 的 
非 零 初始 条 件 gq(0)， 当 输入 固定 在 0 
时 ， 随 着 :>co， 使 得 输出 ur (2) 渐 进 地 
衰减 到 0。 

给 定 下 面 的 一 个 CT 因果 系统 的 状态 向 量 

模型 : 

| R! 一 2 
qlt]= | alt] + | jata 

0 一 2 4 
yle]= [1 Olele] + arce 

对 于 下 面 所 有 的 问题 ， 在 你 的 答案 后 面 解 

释 原 因 。 l 

(a) 确定 系统 的 自然 频率 ， 即 控制 状态 演化 
的 矩阵 特征 值 %; 、X;， 并 找 出 各 自 对 应 
的 特征 向 量 Vir Uzo 

Cb) 假设 对 于 所 有 的 10, 输入 x(t)=0. 
确定 所 有 可 能 的 非 零 初始 条 件 g(0)， 
使 得 状态 渐进 为 0， 即 g(0) 的 分 量 
q(t), qz (t) AEA 0。 系 统 是 渐进 稳定 
的 吗 ? 

(c) 对 于 zx(z) 三 0, 假设 初始 条 件 不 是 (b) 





5. 18 


中 确定 的 任意 一 个 。 尽 可 能 多 地 指出 
细节 ,确定 状态 在 哪里 结束 ， 即 gq(oo) 
是 什么 ? 

(d) 证 明 系统 有 一 个 不 可 达 模 式 ， 并 确定 
哪 一 个 模式 (或 特征 值 ) 是 不 可 达 的 。 如 
果 系 统 还 是 以 g(0) 王 0 开始 ， 且 允许 使 
用 任意 所 希望 的 z(t)， 那 么 对 于 任意 
的 :， 就 存在 某 个 二 维 状 态 空 间 的 范 
围 ， 可 以 保证 gC 不 在 该 范围 之 内 。 尽 
可 能 完整 地 确定 出 这 个 不 可 达 范 围 。 

Ce) 假设 q(0)= 二 0， 对 于 所 有 的 时 间 ，z(2) 
是 已 知 有 界 的 ， 即 x(?) 志 Moo，, 但 是 
在 其 他 方面 是 未 知 的 。gi (t) 能 保证 是 
有 界 的 吗 ? qo (能 保证 是 有 界 的 吗 ? 

Cf) 证 明 系统 是 可 观测 的 。 

(g) 使 用 上 面 的 状态 空间 模型 ， 证 明 在 任 
意 时 刻 上 ， 只 需要 用 a), 10), ya) 
和 y(t)， 就 能 表示 NO. ga), IA 
需要 知道 gq(0)。 如 果 系 统 是 不 可 观测 
的 ， 解释 为 什么 这 是 不 可 能 的 。 

Ch) 找 出 从 输入 去 (0 到 输出 y(2) 的 系统 的 
(BRA (GM Hs), AZ BIBO 
稳定 的 吗 ? 

(iD 按照 给 定 的 系统 ， 写 出 有 着 相同 输入 输 
出 和 相同 传递 函数 吾 (*) 的 一 阶 系统 的 
状态 空间 方程 。 你 可 以 使 用 符号 qa) K 
表示 系统 的 标量 。 

考虑 下 面 的 状态 空间 模型 : 


1} 1 
alt] = | jata + | Jaa 
0 0 


yi = [1 0jJa[t] 

回答 下 面 的 原因 ， 并 解释 你 的 原因 。 

(a) 系统 是 渐进 稳定 的 吗 ? 

(b) 系统 是 可 观测 的 吗 ? 

(c) 如 果 对 所 有 的 0, HA z(t)= 二 0， 是 
否 存 在 非 零 初始 条 件 9(0)， 使 得 输出 
响应 y(t) (t 宇 0) 恒 等 于 0? 若 存在 ， 给 
出 一 个 这 样 的 初始 条 件 的 例子 。 

(d) 系统 是 可 达 的 吗 ? 

(e) 系统 是 BIBO 稳定 的 吗 ? 

D 如 果 rS ”u(t)， 初 始 状 态 是 


1 
q(0) = 
i 


状态 向 量 会 渐进 到 达 哪 个 值 ， 即 gCo) 
什么 ? 

(g) 如 果 输 入 是 恒 等 于 0， 即 ra) =u 
0)， 初 始 状态 是 


1 
q(0) = 
1 


第 5 章 LTI 状 态 空间 模型 


状态 向 量 会 渐进 到 达 哪 个 值 ? 
高 级 习题 
5. 19 考虑 图 P5. 19 中 的 LTI 电 路 。 
使 用 电容 电压 g1 (+)、gz (z) 作 为 这 个 问 
题 的 状态 变量 。 


qı (t) qa (t) 





P5. 19 


(a) 假设 电路 中 ， 对 于 所 有 的 上 之 0， 输 入 
z(t) 二 0， 通过 调用 结果 电路 的 对 称 性 ， 
回答 下 面 的 问题 。 

Gi) 确定 一 个 初始 条 件 向 量 QO) = wi, 
使 得 随后 的 响应 g(t) > 0) 4 
FF 点 的 两 个 方向 之 一 上 ， 都 包含 0 
电流 。 证 明 在 这 种 情况 下 ，gq(?) 的 
每 一 项 仅仅 是 单 指数 er' 的 倍数 ， 
并 且 确 定 mo 

Gi) 确定 一 个 初始 条 件 q(0) 二 w, E 
得 随后 的 响应 g(t) (t>0) HE F AMT 
地 保持 零 电势 。 证 明 在 这 种 情况 
下 ，gq(z) 的 每 一 个 分 量 仅仅 是 单 指 
数 eo MFA, JF AMIE eo 

(b) 写 出 电路 的 二 阶 CT LTI 状态 空间 描述 ， 
F 点 电势 作为 感 兴趣 的 输出 y(t)。 在 下 
面 的 模型 中 ,估计 出 A、b、c 和 qd。 


UD Ag C) + bx 


y(t)= c"q(t) + dx (t) 
Hr, C=1, R=4. 
(c) 确定 出 在 (b) 中 得 到 的 矩阵 4 的 特征 值 
Ai 、) ， 并 确定 出 它们 各 自 相 应 的 特征 


向 量 Vir Uzo 
Cd) 解释 由 (a) 和 (b) 的 计算 所 得 到 的 量 之 间 
的 关系 。 


Co) 仍然 假设 电路 中 对 所 有 的 :之 0， 输 入 
X(t) 二 0， 对 于 (b) 中 给 出 的 状态 演化 方 
程 的 通 解 ， 用 AL. Az. v1. w 进行 表示 ， 
得 出 相应 的 表达 式 。 对 于 由 a (0) 王 1， 
q (0) 一 5 所 给 出 的 电容 上 的 初始 电压 
的 情况 ， 这 个 表达 式 能 推导 出 什么 ? 
(f) 运用 (b) 中 状态 空间 模型 的 相似 变 

换 ， 选 择 
M= EZ v2 | 
M 的 列 是 在 (c) 中 计算 得 到 的 特征 向 量 ， 
q(t) = Mr (t) 
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5. 20 


确定 作为 结果 的 状态 空间 模型 ， 用 
ri 作为 新 的 状态 向 量 。 

(g) 使 用 (她 中 的 结论 ， 确 定 两 个 模式 各 自 
的 可 达 性 和 可 观测 性 ， 从 物理 意义 上 
进行 解释 。 

考虑 单 输入 单 输出 的 工 阶 CT LTI 状态 空 

间 系 统 

q(t) = Aq (t) + br (t) 
y(t) = e' q(t) +de) 
传递 函数 是 Hs) =v(s)/als), Hp 
a(s)=det(sI —A) EAR GEM FES MK 

(a) 对 于 dA0 HARB, HAR AS 2s E HHI 
涉及 相同 的 状态 向 量 q(t)， 但 是 这 里 输 
人 是 ya), BBE z(t)。 确 定 这 个 状态 
空间 表示 ， 即 用 下 面 的 状态 空间 表示 A、 
b, cl, d 来 描述 Ans bas chy dino 

q(t) = Ang Ct) + bin Ct) 
xlt) = chq(t) + din y(t) 

Cb) 假设 dA0, H A, b, cl, d 来 确定 v(s) 
的 表达 式 。w(s) 是 上 面 给 出 的 互 (*) 来 
定义 的 。 

一 个 涉及 单个 质量 的 特定 机 械 系 统 由 差分 

方程 控制 ， 单 个 质量 的 位 置 r-(t) 由 如 下 方 

程 确定 


2 
yx a+r ey tee + to = zt) 
dt dt 


ER, cORRRALMRMA. BE 
yo) = | rodo 


是 感 兴趣 的 输出 。 

(a) 挑选 合适 的 状态 变量 ， 写 出 一 个 ( 非 线 
性 )z 之 0 时 的 系统 状态 空间 描述 ， 该 描 
述 由 状态 演化 方程 和 瞬时 输出 方程 组 
R. ER: 模型 不 是 二 阶 的 。) 你 的 状 
态 空 间 描述 是 时 不 变 的 还 是 时 变 的 ? 

Ch) 确定 你 的 模型 中 状态 变量 的 平衡 值 ， 对 
应 的 常数 输入 为 z(t) 三 0。 然后 对 于 x 
(和 状态 变量 距 各 自 平衡 值 的 小 偏差 
的 情况 ,得 到 一 个 描述 系统 状态 和 输出 
行为 的 线性 化 模型 。 

考虑 一 个 有 支撑 点 悬挂 的 摆 ， 这 个 支撑 点 

允许 摆 在 垂直 平面 内 无 摩擦 力 摆动 。 把 氛 

理想 化 为 一 个 质点 m， 它 位 于 一 根 无 质量 

的 、 长 度 为 R 的 杆 的 末端 ， 用 9(z) 表 示 摆 

和 向 下 垂直 线 之 间 的 角度 。7y 表示 因 重 力 而 

产生 的 加 速度 。 假 设 在 摆 上 施加 一 个 扭矩 

X(t)。 现 在 在 平面 上 控制 摆 以 固定 角速度 

wo 旋转 ， 如 图 P5. 22 所 示 。 

可 以 证 明 旋转 摆 的 运动 能 用 下 面 的 方程 来 描述 


2 
DIO 一 sing(D (wecosg(D) 一 者 ) 
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Co 


图 P5.22 


(a) 选择 合适 的 状态 变量 ， 并 写 出 系统 的 
GER E) 状态 演化 方程 和 输出 方程 ， 
LORRA, OEH H 

(b) 假设 输入 扭矩 恒 等 于 0，z() 硅 0。 如 

R ww 二 Y/R， 那 么 仅 有 两 个 平衡 点 ， 对 

应 于 摆 一 直 向 下 垂直 悬挂 ，0(2) =0, 

或 者 在 垂直 的 相反 位 置 ，9(1) 三 x。 对 

应 于 垂直 悬挂 的 摆 的 平衡 点 附近 ， 线 性 

化 你 的 状态 空间 模型 ， 并 计算 系统 的 自 

然 频率 ( 即 状态 演化 矩阵 的 特征 值 )。 对 

于 任意 初始 条 件 的 线性 化 系统 的 ZIR 

是 指数 衰减 的 、 指 数 增长 还 是 振荡 的 ? 

如 果 输 入 扭矩 恒 等 于 0, 但 是 wi >y/R, 

这 将 有 4 个 平衡 点 。 其 中 一 个 还 是 对 应 

于 向 下 垂直 的 悬挂 位 置 ， 因 此 围绕 这 个 

平衡 点 的 线性 化 模型 与 (b) 中 的 模式 相 

同 ， 尽 管 对 于 一 个 参数 来 说 会 有 变化 的 

符号 。 计 算 系 统 新 的 自然 频率 。 对 于 这 

种 情况 下 的 任意 初始 条 件 ， 线 性 化 系统 

的 ZIR 是 指数 衰减 的 、 指 数 增长 还 是 振 

Wi? 并 确定 线性 化 的 模型 是 否 是 可 达 

的 ， 是 否 是 可 观测 的 。 


Ce 


VY 


5.23 (a) 假设 图 P5. 23 中 的 系统 1 由 一 阶 状态 空 


间 模 型 描述 
me 一 Toy +21. @) 
n@=qa@%) +2 
其 中 ，y 是 一 个 参数 


y (t) =x, (0) 


x, (2) 系统 1 系统 2 yd) 


Al P5. 23 


(iD 求 传 递 函 数 Hi (s) 。 
Gi) 对 于 什么 值 的 y， 若 有 的 话 ， 状 态 
空间 模型 是 不 可 达 的 ? 是 不 可 观测 

的 ? 是 渐进 稳定 的 ? 
(b) 假设 系统 2 的 传递 函数 是 H: Cs) = 


SH, RERA 2 的 一 个 一 阶 状 态 空间 





5. 24 


5525 


模型 ， 使 用 g; (+) 表 示 它 的 状态 变量 。 
你 的 模型 是 可 达 的 吗 ? 是 可 观测 的 吗 ? 
Gi) 合并 (a) 和 (b) 中 的 状态 空间 模型 ， 

得 到 整体 系统 的 二 阶 状态 空间 模 


qı Ct) 
raat 


(c 


VY 


[rons mm, 
dz (t) 


Xx1(t) 作 为 输入 ， y: (t) 作 为 输出 。 
GD 找 出 系统 的 自然 频率 (特征 值 )A:、 
)。Yy 取 什 么 值 时 ， 系 统 是 渐进 稳 
定 的 ? 同时 解释 如 何 选择 gq CO). 
d(0)， 使 得 系统 状态 向 量 的 ZIR 
仅 包含 e, e, MEIR. 
Giii) 使 用 (iD 中 的 模型 计算 从 zi (2) BB 
yO KEEK HG), WEEE 
于 Hi(s) H2(s) 
不 可 达 的 ? 哪 一 个 自然 频率 是 不 可 
达 的 ? y 取 什么 值 时 ， 系 统 是 不 可 
观测 的 ? 哪 一 个 自然 频率 是 不 可 观 
测 的 ? 用 零 极点 相 消 来 解释 你 的 
结果 。 
假设 在 整体 系统 中 ， 系 统 2 在 系统 1 前 
面 ， 颠 倒 上 述 系统 级 联 的 顺序 ， 因 此 
za (t) 作 为 整体 系统 的 输入 ，y1(t) 作 为 
整体 系统 的 输出 。 对 于 这 种 级 联 方 式 ， 
确定 一 个 状态 空间 模型 ， 并 用 上 面 的 
方法 评估 互联 的 可 达 性 和 可 观测 性 。 
车 没有 细节 的 分 析 ， 对 于 这 种 情况 下 
的 改变 ， 你 如 何 进行 有 根据 的 推测 ， 
来 回答 前 面 (c) 中 的 (iv) 部 分 的 问题 。 
给 出 你 的 理由 。 
图 P5. 24 描述 了 一 个 可 达 和 可 观测 的 二 阶 
系统 ， 后 面 级 联 了 一 个 可 达 可 观测 的 三 阶 
系统 ， 整 体系 统 有 一 个 隐藏 模式 。 


图 P5. 24 


如 果 这 个 隐藏 模式 在 原来 的 二 阶 系统 中 对 
应 于 一 个 极点 ， 整 体系 统 的 隐藏 模式 是 不 
可 达 的 吗 ? 或 者 是 不 可 观测 的 吗 ? 请 解释 。 
考虑 一 个 未 驱动 的 CT LTI 状态 空间 模型 ， 
其 形 如 gi) =Ag(t), ARKH A 有 一 个 
复 特征 值 A= ot jw Hp oM oi EX 
H wA0 
(a) 解释 为 什么 4 对 应 的 特征 向 量 必须 蚌 
v 三 W 十 jw 的 形式 ， 对 于 某 些 实数 ww 和 w 
构成 了 一 对 独立 向 量 ( 这 也 暗示 uO, 
w 关 0)。( 提 示 : 证 明 其 他 的 不 能 满足 


(d 
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定义 式 ho 一 io 。) 

Cb) HERR A OSS, BAT =o jo, HEE 
征 值 ， 而 且 它 对 应 的 特征 向 量 是 v” 二 
u—jw, 

对 于 一 个 任意 初始 条 件 9(0)， 在 上 面 
的 未 驱动 方程 Y(t) =A q(t) 的 模型 解 
中 ， 复 共 思 特征 值 将 会 贡献 出 具有 下 面 
的 形式 的 项 


ae 十 ao 外 


(ce 


vy 


t 


其 中 ， a=yt jê, 是 由 特定 值 q(0) 来 确 . 


定 的 。 证明 上 面 的 和 可 以 简化 成 实 表 
达 式 

e” [v.coslwt) 十 wssin(wt)] 

对 于 一 些 可 以 用 给 定 的 量 来 表达 的 
实 向 量 v.、wv,， 你 将 会 注意 到 这 个 表 
达 式 对 应 于 一 个 平面 上 的 运动 ， 该 平面 
是 由 特征 向 量 v 的 实 部 和 虚 部 组 成 的 ， 
分 别 记 为 上 Mw, MF o<0, o=0, 
o>0 的 情况 ， 定 性 地 描述 运动 的 趋势 。 

(d) 假设 A 是 3X3 的 矩阵 ， 特 征 值 是 和 和 
* ， 剩 下 的 特征 值 是 一 10， 例 如 ， 其 
相应 的 实 特征 向 量 是 v:。 通 过 解释 系 
统 的 模 态 解 ， 定 性 描述 从 某 个 任意 初 
始 条 件 g(0) 开 始 的 状态 轨迹 ， 即 描述 
轨迹 的 通用 几何 形式 ， 把 它 和 v 以 及 
Hu Aw 组 成 的 平面 联系 起 来 。 在 o< 
0, c=0, o>0 的 情况 下 完成 。 


扩展 习题 
5.26 一 个 银行 研究 了 信用 卡 消费 者 账户 的 月 度 


状态 模型 ， 如 下 : 
账户 可 能 在 当前 月 份 (状态 0) 付 清 ， 或 

者 可 能 在 下 个 月 (状态 1) 付 清 ， 或 者 可 能 在 

两 个 月 (状态 2) 付 清 ， 或 者 可 能 在 三 个 月 

(状态 3) 付 清 。 对 于 i=0, 1, 2, 3, + 

gi [nj 表示 账 户 在 月 n 时 是 状态 i 的 概率 。 

为 了 方便 ， 把 这 些 状态 可 能 性 安排 在 一 个 

向 量 gq[nj 里 , + 力 表 示 从 当前 时 刻 n 的 状 

Aj 进入 下 一 个 时 刻 ? 十 1 的 状态 i 的 概率 ， 

对 于 所 有 的 n, 假设 po =0.95 por 一 0.5， 

por =0. 3, pos =0. 2。 

(a) 证 明 对 于 某 个 你 完全 确定 的 矩阵 4， 
g[n 十 1] 二 Agq[Lnj。 找 出 A 的 特征 值 和 
特征 向 量 。 注 意 这 里 有 一 个 特征 值 是 
1， 而且 它 相对 应 的 特征 向 量 v, 的 所 有 
分 量 全 为 正 ; 把 这 个 特征 值 称 为 do 
同时 也 注意 到 其 他 三 个 特征 值 的 幅度 
小 于 1。 另 外 ， 对 应 于 这 三 个 特征 值 的 
特征 向 量 的 各 分 量 之 和 为 0， 使 用 这 个 
确定 和 矩阵 A 的 特征 值 的 定义 、 特 征 向 
量 和 性 质 ,来 解释 这 三 个 特征 向 量 的 
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这 个 特性 。( 提 示 : A 的 列 向 量 加 起 来 
等 于 什么 向 量 ?) 

Cb) 现在 详细 地 解释 ， 对 于 ”非常 大 的 情 
况 ， 不 管 初始 状态 占用 概率 gL0] 是 多 
少 ， 特 征 值 和 特征 向 量 证 明 状 态 占用 
概率 是 如 何 渐进 一 个 常数 稳定 状态 值 
的 ? 找 出 这 些 稳定 状态 概率 ， 用 qLco] 
表示 相应 的 向 量 。 接 着 证 明 对 于 ”非常 
大 (但 是 在 稳定 状态 达到 前 )， 选 择 合 
适 的 jy 和 w， 对 于 gq[Lnj 的 好 的 近似 具 
有 如 下 的 形式 

qin] ~ ql] + pw 

确定 py。 同时 ， 对 于 oo[L0j]=1 的 情况 ， 确 

Æw. 

(a) 图 P5. 27 所 示 电 路 的 一 个 状态 空间 方程 
形 如 

q(t) = Aq (t) + bi (t) 
v(t) = e' q(t) + di(t) 
使 用 电感 中 的 电流 ,ii (t) 和 电容 两 端 
的 电压 we(z) 作 为 状态 变量 。 在 这 个 问题 
剩 下 的 部 分 中 ， 令 工 和 C 等 于 1。 





Al P5.27 


(b) 根据 R 来 计算 4 RE AL. Al. IF 
确定 传递 函数 Hs) =V(s)/1(s), 传递 
函数 可 以 直接 由 确定 它 的 输入 阻抗 得 
到 , 或 者 通过 本 章 给 出 的 表达 式 从 状 
态 空间 表示 中 计算 得 到 ， 记 为 

H(s) = c (SI —A)1b+d 

R 承 1， 系统 是 可 达 的 吗 ? 可 观测 
的 吗 ? 你 应 该 从 Hs) AY fe ik sh A 
易 地 确定 这 个 问题 。 

对 于 (b) 中 的 H Cs) HA H R HK 
式 ， 你 或 许 ( 正 确 的 ) 认 为 当 尺 =1 仅 有 
三 个 可 能 性 : (i) 两 个 模式 都 是 不 可 达 
BY; GD 两 个 模式 都 是 不 可 观测 的 ; 
(ii) 一 个 模式 可 观测 不 可 达 ， 另 一 个 可 
AAT Ww). SAM, TERA =A, 这 个 
事实 ， 使 得 对 于 R=1 时 的 可 达 性 和 可 
观测 性 的 讨论 变 得 复杂 ， 而 结果 是 从 
具有 相 异 特征 值 的 情况 中 得 到 的 。 虽 
然 如 此 ， 基 本 观点 仍然 保持 相同 : 不 
可 达 模 式 是 不 能 从 输入 上 被 激励 的 模 


式 ; 不 可 观测 模式 是 在 输出 上 看 不 到 

的 模式 。 在 重复 特征 值 的 情况 下 ， 随 

着 不 可 达 性 和 不 可 观测 性 所 包含 的 概 

念 的 掌握 ， 下 面 的 (c) 和 (d) 部 分 被 设计 

用 来 帮助 你 排除 上 面 (i) 和 (io 的 可 能 

性 。 这 个 问题 剩 下 的 三 个 部 分 仅仅 应 

用 于 R==1 的 情况 下 。 

找 出 从 输入 i(z) 到 两 个 状态 变量 中 每 一 

个 的 传递 函数 。 你 可 以 推断 出 至 少 一 个 

模式 是 可 达 的 吗 ? 

找 出 关于 任意 初始 状态 q(0) 到 输出 v(2) 

的 变换 域 表 达 式 ， 当 输入 恒 等 于 0， 

i(t) 硅 0。 你 可 以 推断 出 至 少 有 一 个 模 

式 是 可 观测 的 吗 ? 

对 于 参数 的 某 个 合适 的 选择 ， 下 面 的 等 

式 中 仅 有 一 个 能 正确 表示 电路 中 可 能 的 

电压 波形 uv), 假设 是 任意 的 初始 条 件 

和 一 个 任意 输入 i(t)。 确 定 是 哪 一 个 ， 

给 出 系数 ， 并 解释 你 的 原因 。 

Ci) v(t)=ai(t) 

Gi) [dv(t) /de + pv(t) =a(( dit) /dt]+ 
Bi(t)) 

(iii) [duad + yLdv(2)/de] +f) = 
a[i) de J+ ydi) /de]+pi@) 


KR 


w 


(d 


w 


Ce 
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5.28 这 个 问题 的 目的 是 帮助 你 认识 当 特 征 值 重 


复 时 ， 本 章 中 模 态 解 和 可 达 性 的 结果 是 如 
何 改 变 的 。 完 整 的 例子 将 更 加 负责 ， 但 也 
是 基于 这 里 已 经 给 出 的 观点 的 (从 例 5.13 
中 也 能 看 出 来 ) 。 
考虑 状态 空间 模型 
qin+1]= Ag[n] + bz[n] 
yLn]= e'gq[n]+ dz[n] 


0- On-d 1 
1 和 Oj|, b= ]|0}, 
OU J @ 0 


c= [a C2 c3 

d 是 某 个 标量 常数 。 

(a) A 的 特征 值 是 什么 ? 你 可 以 找到 多 少 个 
A 的 独立 特征 向 量 ? A 可 以 对 角 化 吗 ? 
即 能 够 用 对 角 和 矩阵 A 和 某 个 逆 矩 阵 M 
表达 成 4 二 MAM™'? (提示 : 如 果 一 个 
表示 是 可 能 的 ，A 的 对 角 线 元 素 是 4 的 
特征 值 ，M 的 列 向 量 是 相对 应 的 特征 
向 量 ，M 的 可 逆 性 保证 特征 向 量 是 独 
立 的 。) 

(b) XF k>1l, MEA. WEHE, RE 
一 个 任意 的 初始 状态 和 零 输 入 ， 状 态 
需要 经 过 多 少 步 能 变 到 0? 因为 状态 向 
BA) ZIR 在 有 限 步 之 内 变 成 0， 所 以 系 


其 中 ， 


Ai 





(ec 


w 


统称 为 “有 限 拍 的 (deadbeat)”， 而 不 
是 渐进 衰减 的 。 

画 出 系统 的 延迟 一 相 加 一 增益 框图 ， 使 
用 这 个 或 者 用 其 他 方式 ,确定 从 到 y 
的 单位 采样 响应 h[nj] 和 传递 函数 
H(z)。 它 可 以 显示 出 系统 有 不 可 达 的 
或 者 不 可 观测 的 特征 值 吗 ? 对 于 重复 特 
征 值 的 情况 ， 还 没有 正式 定义 过 可 达 性 
和 可 观测 性 ， 因 此 在 这 里 你 要 要 求 的 
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是 ， 使 用 任何 非 正 式 的 概念 去 猜 一 个 似 
乎 合理 的 答案 ， 并 解释 你 的 原因 ， 
Cd) 如 果 输 入 向 量变 成 
b= |1 
0 
(c) 中 的 答案 将 如 何 改变 ? 
说 明 一 个 传递 函数 的 任意 两 个 最 小 LTI 状 
态 空间 实现 形式 与 一 个 相似 变换 有 关 。 
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第 5 章 研究 了 因果 系统 的 线性 时 不 变 状 态 空间 模型 的 模 态 表达 形式 ， 该 形式 明确 给 出 
了 任意 时 刻 的 状态 ， 也 总 结 了 这 样 的 模式 下 ， 与 未 来 行为 有 关 的 过 去 经 过 的 一 切 情况 。 更 
加 明确 地 讲 ， 给 出 了 状态 向 量 在 一 些 初始 时 刻 的 值 ， 并 给 出 了 从 起 始 时 刻 到 一 定时 间 间 隔 
的 整个 输入 轨迹 ， 在 该 时 间 间 隔 内 ， 可 以 确定 模型 的 整个 未 来 状态 和 输出 轨迹 。 相 同 的 一 
般 结 论 也 适用 于 非 线性 时 变 状态 空间 模型 ， 尽 管 它们 通常 非常 不 易于 分 析 。 本 章 将 继续 聚 
焦 LTI 状态 空间 模型 的 分 析 。 

一 个 典型 的 情况 是 ， 一 个 系统 的 完全 状态 的 直接 测量 是 不 可 得 的 ， 因 此 系统 的 初始 状 
态 是 未 知 的 。 初 始 状 态 的 不 确定 性 造成 了 未 来 状态 轨迹 的 不 确定 性 ， 即 使 系统 模型 很 完 
美 ， 即 使 有 系统 输入 的 准确 信息 。 因 此 ， 初 始 状态 和 随后 的 轨迹 都 需要 进行 推断 ， 这 种 推 
断 需要 利用 现 有 的 可 用 信息 ， 即 已 知 的 或 测量 到 的 信号 ， 并 按照 这 些 信 号 在 模型 中 的 相互 
关联 的 方式 来 进行 推断 。 

6.1 节 和 6. 2 节 主 要 在 系统 的 初始 状态 不 确定 的 情况 下 ， 解 决 状 态 轨迹 估计 的 问题 。 
这 里 将 会 看 到 状态 实际 上 可 以 在 适当 条 件 下 通过 所 谓 的 状态 观测 器 来 确定 。 为 了 渐进 地 推 
断 状态 轨迹 ， 状 态 观测 器 采用 了 一 个 依据 系统 输入 和 输出 轨迹 的 测量 的 系统 模型 。 

6.3 节 和 6.4 节 解释 了 如 何 控制 系统 输入 以 获得 令 人 满意 的 系统 行为 。 这 里 论证 了 对 
系统 当前 状态 的 信息 的 了 解 ， 能 够 为 设计 反馈 控制 达到 稳定 或 者 以 其 他 方式 提高 所 得 的 闭 
环 系统 的 性 能 ， 提 供 有 力 的 基础 。 当 不 能 直接 测量 状态 时 ， 可 以 通过 一 个 观测 器 所 提供 的 
状态 估计 来 满足 要 求 。 


6.1 设备 和 模型 


在 对 实际 的 、 物 理 的 、 因 果 的 系统 进行 学 习 、 协 同 工 作 或 者 控制 时 ， 这 里 通常 称 这 些 
系统 为 设备 (plant)， 区 别 设备 与 对 设备 进行 理想 建 模 后 的 模型 是 很 重要 的 。 通 常设 备 是 复 
杂 的 、 非 线性 的 以 及 时 变 的 ， 通 常 要 求 状 态 变量 和 参数 具有 无 限 数量 ， 甚 至 要 用 完全 连续 
来 进行 表征 ， 这 样 才能 达到 极限 的 、 无 失真 的 描述 设备 情况 。 在 另 一 方面 ， 相 对 低 阶 的 模 
型 通常 是 一 个 理想 化 的 、 简 化 的 LTI 表 达 式 ， 旨 在 获得 在 某 些 限制 性 的 运行 要 求 下 设备 的 
行为 描述 ， 同 时 又 保持 对 分 析 、 计 算 、 仿 真 和 设计 处 理 的 简易 性 。 

模型 的 输入 作用 于 或 者 驱动 实际 设备 ， 模 型 的 输出 代表 了 设备 中 可 以 进行 测量 的 或 者 
其 他 感 兴趣 的 信号 。 在 实际 情况 中 ， 并 不 是 该 设备 的 所 有 输入 都 是 已 知 的 。 通 常会 有 不 可 
测量 的 干扰 输入 ， 这 些 干扰 只 能 够 以 某 些 通用 的 方法 来 表示 ， 比 如 使 用 随机 过 程 来 表示 。 
类 似 地 ， 该 设备 测量 的 输出 将 不 同 于 有 限 模型 基础 上 的 预测 值 。 这 些 差 异 一 部 分 源 于 建 模 
误差 和 近似 ， 一 部 分 源 于 测量 噪声 。 

首先 关注 DT 情况 ,但 是 实质 上 ， 所 有 的 一 切 在 自然 方式 下 都 是 CT 的 情况 。 这 里 将 
仅仅 处 理 下 面 所 示 设 备 它 仅 仅 有 非常 有 限 的 几 种 不 同方 式 的 模型 。 比 如 说 ， 可 以 假设 
设备 通过 以 下 工 阶 的 LTI 状态 空间 方程 式 准确 描述 : 

qin+1]= Aq[n] + bre[n]+ w[n] (6. 1) 
yLnj= e'qin]+dz[n]+ tn] (6. 2) 
图 6.1 中 描绘 了 这 些 表达 式 。 这 里 x[n] 为 已 知 的 标量 控制 输入 ，w[n] 为 驱动 该 设备 
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的 未 知 干扰 向 量 ， 不 需要 与 输入 x[nj 通 过 相同 的 机 制 或 驱动 器 或 信道 加 入 。 例 如 ， 或 许 
w[n]=foln], RP vLnj] 为 一 个 标量 干扰 信号 ，f 为 wl 
一 个 描述 该 标量 干扰 如 何 驱动 系统 的 向 量 ， 就 如 同 b 描 
述 了 xz[nj 如 何 驱动 该 系统 一 样 。w[Lnj] 称 为 设备 干扰 。 
状态 向 量 gLnj 也 是 未 知 的 。 输 出 yLnj 为 一 个 已 知 的 或 
者 是 测量 得 到 的 量 ，tLnj] 表 示 该 测量 输出 的 未 知 的 噪声 
分 量 。sLnj 称 为 测量 噪声 。 

有 了 以 上 表示 真实 设备 的 表达 式 ， 就 可 以 寻找 一 个 ”图 6.1 已 知 控制 输入 zLnj] 和 可 用 


模型 以 仿真 该 设备 ， 可 以 从 所 得 到 的 测量 值 中 推断 出 该 的 输出 测量 y[nJ 下 的 DT 
设备 的 内 部 特性 ， 或 者 可 以 对 所 支持 的 控制 进行 设计 。 LTI 设 备 描述 ， 但 是 未 知 
假设 不 仅 xz[n] 和 y[n] 是 已 知 的 ， TAME A, b, c, 干扰 输入 向 量 w[n]、 状 态 
以 及 控制 设备 的 也 是 已 知 的 。 进 一 步 假设 w[n] 中 的 i de 


干扰 变量 和 测量 噪声 t[nj] 的 任何 信息 都 是 未 知 的， 或 者 二 选 一 ， 也 可 以 把 它们 表示 为 零 均 

值 的 随机 过 程 。 构 建设 备 行为 的 模型 的 最 简单 方法 是 忽略 这 些 干扰 和 噪声 变量 。 所 产生 的 
模型 具有 以 下 LTI 状态 空间 形式 : 

gin +1] = A ĝln] + bz[n] (6.3) 

SEn] = c" qin] +dz[n] (6. 4) 

驱动 该 模型 的 输入 z[ 妆 与 设备 输入 一 样 ， 因 此 是 已 知 的 。 然 而 ， 该 模型 的 状态 4Lz] 

和 输出 $[nj] 通 常会 与 该 设备 对 应 的 真实 状态 gLnj 和 测量 的 输出 yLnj 不 同 ， 这 是 因为 该 设 

备 真 实 的 初始 状态 gL[0] 是 未 知 的 ， 并 且 该 设备 的 状态 和 输出 还 被 额外 的 wLnj 和 cLnj 所 

FH. 

正如 已 经 注意 到 的 那样 ， 在 这 里 几 个 不 确定 的 源 被 忽略 了 。 最 基本 的 就 是 ， 实 际 和 
假设 的 参数 值 之 间 会 存在 差异 ， 也 就 是 说 ， 在 式 (6.1) 和 式 (6.2) 中 的 实际 A、b、c 和 
d 项 与 式 (6. 3) 和 式 (6.4) 中 假设 的 矩阵 的 项 之 间 分 别 会 有 差异 。 通 过 用 式 (6.3) 和 式 
(6.4) 中 的 A、h、6r 和 4 来 标识 这 些 和 矩阵 ， 而 不 是 通过 式 (6.1)、 式 (6.2) 中 的 那些 相同 
符号 来 标识 矩阵 ， 就 已 经 承认 了 这 些 差异 。 但 是 ， 在 这 里 进行 讨论 时 ， 还 是 要 假设 没有 
这 些 参 数 差异 。 

更 典型 地 ， 实 际 的 物理 系统 用 一 个 非 线性 、 时 变 的 模型 来 描述 会 更 好 ， 这 个 模型 会 比 
假设 的 LTI 模型 有 更 高 的 阶 数 ， 而 且 还 有 各 种 额外 的 干扰 信号 作用 在 它 上 面 。 重 棒 控 制 理 
论 的 框架 旨 在 研究 和 减缓 这 些 额 外 的 各 种 不 确定 信号 的 影响 。 在 这 里 限制 为 只 检查 关于 初 
始 状态 、 设 备 干 扰 以 及 测量 噪声 的 不 确定 性 的 影响 。 


6.2 状态 估计 和 观测 器 


这 一 节 主 要 关注 的 是 运用 这 个 设备 模型 ， 使 用 输入 和 输出 信号 的 信息 来 因果 地 推断 出 
设备 的 状态 。 这 里 根本 的 兴趣 点 是 运用 这 些 推断 出 来 的 状态 实时 产生 合适 的 控制 行为 。 实 
际 存在 一 些 不 需要 因果 操作 和 实时 操作 的 应 用 ， 这 里 就 不 对 此 进行 讨论 。 

6.2.1 实时 仿真 

获得 当前 设备 状态 估计 的 一 个 自然 方式 是 通过 类 似 于 仿真 器 那样 实时 向 前 运行 的 一 个 
模型 ， 且 该 运行 过 程 与 设备 的 运行 同步 。 为 此 可 以 在 某 个 初始 时 间 来 初始 化 式 (6. 3) 中 的 
模型 。 不 损失 一 般 性 ， 初 始 时 间 选 择 为 n= 二 0， 并 选择 其 初始 状态 红 0j 为 该 设备 初始 状态 的 
猜测 值 或 估计 值 ， 例 如 ，6$[0]==0。 然 后 从 时 间 n=0 开始 前 进 ， 用 已 知 的 设备 输入 值 zLnj] 
来 驱动 该 模型 ， 产 生 一 个 估计 的 或 预测 的 状态 轨迹 4[Lz]， 其 中 2 盖 0。 对 应 的 预测 输出 
5$[nj 能 够 通过 式 (6. 4) 计 算得 到 。 

为 了 检测 该 实时 仿真 器 作为 一 个 状态 估计 器 表现 得 如 何 ， 考 虑 该 状态 误差 向 量 的 性 能 

qin] = qin]—q[n] (6. 5) 
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记 人 [nj 为 实际 状态 轨迹 与 估计 或 预测 的 状态 轨迹 之 间 的 差异 。 以 类 似 的 方式 表示 实际 
和 估计 的 输出 轨迹 之 间 的 差异 ， 通 过 以 下 表达 式 表达 
¥Ln] = y[n] — Cn] (6. 6) 
从 式 (6. 1) 中 减 去 式 (6. 3)， 可 以 看 到 状态 估计 误差 9[Lnj 本 身 就 由 一 个 LTI 状态 空间 
方程 所 控制 ， 该 方程 为 


Fln+1] =A Fln] + wln] (6. 7) 
其 初始 条 件 为 
daL0] = ql0]—4qLo] (6. 8) 
该 初始 条 件 表示 了 该 设备 初始 状态 的 不 确定 性 。 通 过 从 式 (6. 2) 中 减 去 式 (6.4)， 能 够 
类 似 地 得 到 输出 误差 : 
JEn] = e Ln] + en] (6.9) 


式 (6.7) 中 的 模型 称 为 实时 仿真 器 的 状态 误差 模型 。 注 意 ， 通 过 控制 该 设备 和 模型 的 

相同 矩阵 4， 仿真 器 可 以 对 动态 特性 进行 仿真 。 因 此 ， 如 果 式 (6.1) 中 的 设备 不 稳定 或 者 

有 其 他 不 需要 的 动态 因素 ， 或 者 如 果 9[0] 或 w[nj 两 者 任 一 非 零 ， 那么 实际 的 和 估计 的 状 

230] ” 态 轨迹 之 间 的 误差 了 [nj 就 将 会 以 指数 方式 增长 ， 或 者 将 会 有 其 他 不 希望 的 性 能 表现 。 即 使 
设备 没有 不 稳定 ， 从 式 (6. 7) 中 可 明显 看 出 状态 误差 动态 会 被 干扰 过 程 wLnj 所 驱动 ， 并 且 

没有 方法 来 改变 这 些 在 估计 误差 上 的 干扰 的 影响 。 因 此 利用 实时 仿真 器 重 构 状态 通常 不 是 


一 个 合适 的 方式 。 
对 于 CT 情况 下 的 设备 进行 同样 的 研究 ， 其 具有 如 下 形式 : 
q(t) = Aq (t) + bx (t) + w@) (6. 10) 
y(t) = e'q(t) + dx (t) +) (6. 11) 
产生 的 模型 和 实时 仿真 器 形式 为 
Â= A ÂC) + bx (t) (6. 12) 
5(t)= T Gt) + drt) (6. 13) 
定义 状态 估计 误差 为 
q(t) = q(t) — qi) (6. 14) 
相应 的 状态 误差 方程 为 
q(t) =A F(t) + wt) (6. 15) 
其 初始 条 件 为 
T) = q(0) — qo) (6. 16) 
对 应 的 输出 误差 为 
Ft) =e’ TAHE) (6. 17) 


接 下 来 的 例子 将 说 明 在 估计 特定 设备 的 状态 时 ，CT 实时 仿真 器 是 如 何 运行 的 。 

估计 一 个 悬 吊 摆 的 状态 的 实时 仿真 

这 个 例子 选择 这 样 的 摆设 备 ， 它 位 于 悬挂 或 者 悬 员 位 置 附近 ， 并 在 该 位 置 具 有 一 个 小 
的 偏 移 ， 需 要 对 该 设备 这 样 的 摆动 态 给 出 一 个 线性 描述 ， 正 如 在 例 5.1 的 最 后 所 描述 的 一 
样 。 假 设 该 特定 的 设备 描述 为 


Ha ai 0 
qin) = q(t) + (x(t) + v(t)) 
一 8 一 8 —1 


y(2)= [1 Ola) + ect) (6. 18) 
其 中 ，w(z) 为 设备 的 干扰 转 矩 ，y() 为 角 位 置 gq1(t) 的 带 噪 声 的 量 测 值 ， 测 量 噪声 为 E(t)。 
参数 8 决定 了 阻尼 情况 。 对 于 无 阻尼 的 情况 ， 即 8 二 0， 该 系统 的 自然 频率 为 土 ]-V8， 它 产 
生 了 一 个 周期 为 2r/V8sz2. 22s 的 正弦 零 输入 响应 。 
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该 设备 的 一 个 实时 仿真 器 具有 如 下 形式 : 


0 
x(t) 


3 1 
dE) = | ww | 
$2)= [Podge (6. 19) 
这 可 以 如 例 4.5 一 样 进行 实现 (把 增益 8 改 为 一 8)。 对 应 的 误差 动态 为 
0 1 0 
9 (Li) 一 | ro 
F= [1 Ol FToO+e MO (6. 20) 
图 6.2 表示 了 在 阻尼 系数 6 一 0. 2 的 情况 下 获得 的 仿真 结果 ， 其 中 脉动 转 矩 输入 cd) 
在 前 5 秒 取 值 为 1， 此 后 取 值 为 0， 并 假设 没有 设备 干扰 。 图 中 描绘 了 摆 角 aD, MEH 
仿真 器 得 到 该 摆 角 的 估计 值 和 (1) 以 及 相关 的 估计 误差 91(t)。 注 意 ， 该 误差 呈现 的 动态 与 
设备 本 身 潜在 的 动态 是 相似 的 。 


mcs 阻尼 系数 8=0.2, 
二 沾染 ”| IN MO 持续 时 间 为 5s 的 单位 幅度 脉冲 








| 


EH a) 





时 间 Cs) 


图 6.2 对 于 例 6.1 中 的 摆 加 上 阻尼 系数 6p=0.2， 且 没有 设备 干扰 ， 该 图 表示 了 摆 角 q1(t)， 从 实时 仿真 
器 得 到 该 摆 角 的 估计 值 尔 (2) 以 及 相关 的 估计 误差 91(?) 的 轨迹 < 


6.2.2 状态 观测 器 


在 DT 情况 下 ， 为 了 比 式 (6.3) 中 的 实时 仿真 器 表现 得 更 好 ， 这 里 不 仅 使 用 输入 z[zj]， 
还 要 使 用 测量 的 输出 值 y[n]。 关 键 的 思想 是 利用 yLnj 与 模型 或 者 仿真 器 预测 的 输出 引 nj 
之 间 的 差异 ， 也 就 是 利用 输出 误差 YLnj] 来 对 实时 仿真 器 生成 一 个 修正 。 相 同 的 思想 也 适用 
于 CT 情况 ， 但 是 这 里 首先 关注 DT 情况 。 

插入 一 个 按 比例 缩放 的 [nj 作为 式 (6. 3) 中 实时 仿真 器 的 每 个 状态 演化 方程 的 一 个 附 
加 修正 ， 这 会 产生 以 下 系统 方程 : 

G[n+1] = A ĝln] + br[n]— eCyLn]— Sin) (6. 21) 

这 里 所 得 的 系统 称 为 该 设备 的 状态 观测 器 ， 或 者 称 为 状态 估计 器 。 以 上 观测 方程 可 
通过 显示 其 两 个 组 成 分 量 的 方式 来 表示 : 其 中 一 部 分 为 设备 的 仿真 ， 正 在 试图 估计 出 该 
设备 的 状态 ; 另 一 部 分 则 是 把 修正 项 [nj 二 yLnj 一 外 nj 馈送 到 仿真 器 中 。 应 用 修正 项 
是 通过 一 个 有 工 个 分 量 的 向 量 《 来 进行 的 ， 该 向 量 称 为 观测 增益 向 量 ， 其 第 i 个 分 量 记 
为 4;。 在 《前 加 上 负 号 仅仅 是 便于 简化 后 面 所 涉及 的 一 些 表达 式 。 图 6. 3 表示 了 所 形成 
的 结构 。 

从 式 (6.1) 中 减 去 式 (6. 21)， 可 以 看 出 状态 估计 误差 或 观测 器 误差 满足 : 
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JEn +1]= A Jin] + win] +2 5[n] 
= (A+ éc") Ln] + wln] + eLan] (6. 22) 
这 又 是 一 个 LTI 状态 空间 描述 ， 其 状态 wla] 
向 量 为 &Lz]， 输 入 为 wen] tin], Albis 
合 于 第 5 章 所 讲 的 分 析 工 具 。 这 些 工 具 可 以 
用 来 选择 观测 增益 向 量 6， 以 此 来 优化 状态 
的 误差 动态 ， 以 及 其 对 设备 干扰 和 测量 噪声 
的 响应 。 
CT 情况 下 的 观测 器 的 描述 是 完全 类 似 
的 。 将 式 (6.12) 中 的 实时 仿真 器 修改 为 
Q(t) = AG(t) + br t) — Hy) — 9) 
(6. 23) 
从 而 建立 起 对 观测 器 的 描述 。 那 么 相关 的 状 
态 误差 方程 为 
Y= ATH Hw +L I) 
= (A+éc") F(t) + wt) + 4) 图 6.3 该 图 上 半 部 分 所 示 的 设备 观测 器 包括 设备 的 
(6. 24) 实时 仿真 ， 被 相同 的 输入 所 驱动 ， 并 且 通 过 
输出 误差 中 导出 的 信号 来 进行 校正 





6.2.3 观测 器 设计 

因为 观测 器 的 结构 是 确定 的 ， 所 以 一 个 LTI 设 备 的 观测 器 的 设计 就 简化 为 对 观测 器 增 
益 向 量 2 的 选择 。 增 益 的 选择 应 该 使 误差 幅度 充分 迅速 地 衰减 ， 并 对 设备 干扰 、 测 量 品 声 
和 建 模 误差 具有 低 敏感 度 。 

误差 动态 

误差 动态 被 DT 或 者 CT 状态 误差 方程 的 自然 频率 所 控制 ， 分 别 如 式 (6.22) 和 
式 (6. 24) 所 示 。 在 两 种 情况 下 自然 频率 都 是 4 十 &cz 的 工 个 特征 值 或 者 为 以 下 特征 多 项 式 
的 根 : 


(A) = det(al — (A+ @c")) (6. 25) 
= A eat + + eg (6. 26) 
对 &=0， 观 测 器 误差 特征 值 就 是 4 的 特征 值 (4;}， 它 就 是 其 特征 多 项 式 的 根 : 
L 
alà) = deta —A) = [J Q—A,) (6. 27) 


这 些 根 为 实时 仿真 器 和 设备 的 自然 频率 。 接 下 来 将 介绍 关键 的 结果 ， 该 结果 表现 了 非 零 观 
测 增益 2 是 如 何 影 响 误 差 动态 的 ， 并 讨论 一 些 隐 含 的 意义 。 这 些 结果 的 解析 证 明 将 在 这 一 
小 节 的 末尾 (在 例 6. 3 之 后 ) 给 出 。 

对 非 零 增益 6， 该 设备 的 不 可 观测 的 特征 值 会 保留 在 A 十 bc” 的 特征 值 中 ， 且 这 些 特 
征 值 不 受 2 的 选择 的 影响 。 其 原因 是 关于 不 可 观测 的 模式 的 信息 不 会 在 输出 误差 信号 中 起 
作用 ， 即 不 能 用 来 校正 实时 仿真 器 。 和 矩阵 A+ Cc’ 的 其 他 特征 值 能 够 通过 的 合适 选择 ， 
以 任意 实数 或 任意 复数 值 给 出 ， 只 是 由 于 和 矩阵 4 十 ge: 是 实 的 ， 对 每 一 个 复数 特征 值 ， 在 
其 复 共 轿 位 置 必 有 一 个 相应 的 特征 值 。 因 此 设备 的 可 观测 的 特征 值 可 以 移动 到 复 平面 的 任 
何 自 共 轿 位 置 集合 中 ， 但 不 可 观测 的 特征 值 保持 固定 的 位 置 。 

紧 跟 之 前 的 描述 ， 在 没有 设备 干扰 和 测量 噪声 的 情况 下 ， 当 且 仅 当 设 备 所 有 不 稳定 的 
状态 都 可 观测 ， 或 等 价 地 说 ， 所 有 不 可 观测 的 状态 都 是 渐进 稳定 的 时 候 才 可 以 实现 一 个 状 
态 误差 幅度 衰减 到 0 的 观测 器 的 设计 。 这 个 性 质 称 为 可 检测 性 。 对 于 一 个 可 检测 的 系统 ， 
可 以 选择 观测 器 增益 &， 使 之 能 够 产生 渐进 稳定 的 误差 动态 。 从 有 界 的 输入 、 渐 进 稳定 的 
LTI 系 统 的 有 界 状态 特性 可 知 ， 将 会 出 现 以 下 情况 ， 有 界 的 设备 干扰 和 有 界 的 测量 噪声 的 
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结果 就 会 使 得 观测 器 的 误差 变 得 有 界 ， 该 特性 在 第 5 章 已 证 明 过 。 

前 面 的 结果 也 表明 了 确定 设备 不 可 观测 的 特征 值 的 男 一 种 方式 : det[X 一 (4 二 lc )] 
的 根 不 能 移动 ， 无 论 & 选择 为 多 少 ， 因 为 这 些 根 都 恰恰 是 设备 的 不 可 观测 的 特征 值 。 这 种 
揭示 不 可 观测 模式 的 方法 在 许多 问题 上 都 比 第 5 章 所 用 的 方法 更 简单 ， 第 5 章 的 方法 要 求 
首先 计算 系统 的 特征 向 量 v;， 然 后 再 检查 哪 一 个 i 值 满足 c v=, 

以 解析 方式 为 低 阶 系统 设计 观测 器 时 ， 可 以 通过 指定 用 于 观测 器 误差 动态 的 自然 频率 


cps tees eL 的 一 个 期 望 的 自 共 思 集合 来 开始 设计 ， 从 而 确定 特征 多 项 式 KODA 
KA) = a-e (6. 28) 
展开 该 乘积 ， 使 它 等 于 det[LMT 一 (4 十 bceT)]， 如 式 (6.25) 一 样 ， 在 未 知 增 益 A o 4 


中 ， 同 时 产生 工 个 同时 的 线性 方程 。 当 且 仅 当 设 备 所 有 不 可 观测 的 特征 值 都 包含 在 特定 的 
观测 器 误差 特征 值 s 之 中 时 ， 这 些 方程 对 于 观测 器 增益 将 是 连续 且 可 解 的 。 另 一 个 涉及 模 
态 坐 标 变换 的 观测 器 设计 的 方法 在 例 6. 3 之 后 描述 。 对 于 更 大 的 系统 ， 需 要 使 用 专门 的 计 
算 软 件 。 

以 上 结果 说 明了 对 于 一 个 可 观测 的 LTI 设 备 来 说 ， 可 以 通过 选择 增益 向 量 ， 把 观测 
器 误差 特征 值 放 在 合适 的 位 置 ， 从 而 使 其 观测 器 误差 衰减 得 任意 快 。 在 CT 情况 中 ， 通 过 
选择 这 些 特征 值 以 具有 足够 负 的 实 部 ， 就 能 获得 一 个 非常 快 的 衰减 ， 而 在 DT 情况 下 ， 这 
些 特征 值 则 需要 足够 小 的 幅度 。 然 而 ， 快 速 的 误差 衰减 只 是 该 内 容 的 一 部 分 ， 正 如 接 下 来 
要 讨论 的 ， 还 有 其 他 因素 限制 了 的 选择 。 

干扰 、 噪 声 和 模型 误差 的 灵敏 度 

式 (6. 22) 和 式 (6. 24) 中 的 观测 误差 表达 式 说 明了 观测 器 增益 & 进入 到 了 两 个 地 方 : 一 
方面 使 得 误差 动态 由 状态 演化 矩阵 A 十 bc7 所 控制 ， 而 不 是 A 控制 ; 另 一 方面 为 了 测量 品 
声 的 输入 向 量 。 这 突出 了 误差 衰减 和 噪声 免疫 能 力 之 间 的 基本 权衡 。 观 测 器 增益 可 以 用 来 
获得 快速 的 误差 衰减 ， 也 可 能 会 在 连续 扰乱 系统 状态 的 设备 干扰 存在 时 发 挥 作用 。 然 而 ， 
在 CT 情况 下 , 4 中 可 能 会 需要 一 些 大 的 项 ， 以 完成 快速 的 误差 衰减 ， 目 的 是 将 A 十 ec” 
的 特征 值 很 好 地 放置 在 左 半 平面 中 。 这 在 例 6. 2 中 进行 说 明 。 如 果 该 模型 是 下 面 一 些 连续 
时 间 系 统 的 一 个 样本 -数据 模型 ， 那 么 在 DT 情况 下 大 的 增益 同样 也 可 能 会 需要 ， 以 便 获 
得 快速 的 误差 衰减 ， 这 将 会 在 例 6. 3 中 明显 地 看 到 。& 中 这 些 大 的 项 将 会 加 剧 测量 噪声 对 
状态 误差 的 影响 ， 并 使 得 中 存在 不 希望 得 到 的 影响 。 

一 个 大 的 观测 器 增益 也 许 还 会 在 观测 器 误差 中 产生 大 的 过 冲 或 振荡 ， 甚 至 在 最 终 的 误 
差 衰减 很 快 的 时 候 也 会 这 样 。 例 如 ， 如 果 状 态 估计 被 反馈 控制 器 所 使 用 ， 那 么 这 些 瞬 变 可 
能 导致 一 些 问题 。 而 且 ， 一 个 大 的 观测 器 增益 也 许 会 增加 观测 器 设计 的 敏感 性 ， 这 种 敏感 
性 会 在 使 用 设备 的 一 个 简单 的 LTI 模型 时 影响 各 种 简化 、 近 似 和 误差 继承 。 在 实践 中 ， 这 
些 考虑 会 使 得 设计 很 保守 ， 从 而 不 会 试图 获得 不 必要 的 快速 误差 训 减 动态 。 

以 上 权衡 的 一 些 方面 可 以 在 一 个 易 处 理 的 最 优化 问题 中 应 用 到 。 将 设备 干扰 和 测量 误 
差 定义 为 平稳 的 随机 过 程 (将 在 第 10 章 介绍 )， 这 样 就 可 以 选取 来 最 小 化 稳 态 变量 在 状 
态 估计 误差 的 分 量 中 的 某 些 量 测 值 。 这 样 所 得 到 的 观测 器 称 为 稳 态 卡尔 曼 滤波 器 。 在 开发 
出 以 分 析 平 稳 随机 过 程 为 目的 的 机 器 之 后 ， 就 能 制订 和 解决 这 类 基本 问题 。 对 一 个 状态 空 
间 系 统 ， 更 通用 的 卡尔 曼 滤波 器 仍然 有 一 个 观测 器 结构 ， 但 是 带 有 一 个 时 变 的 观测 器 增 
益 ， 这 是 因为 该 滤波 器 在 每 个 时 刻 都 忙于 完成 所 要 求 的 更 多 优化 估计 性 能 的 任务 ， 而 不 仅 
仅 只 在 稳定 状态 下 工作 。 

无 阻尼 悬挂 摆 观 测 器 

返回 例 6.1 所 考虑 的 设备 中 ， 即 无 阻尼 状态 下 ， 对 于 普通 的 悬 员 或 者 悬挂 位 置 周围 的 
小 偏差 ， 该 例 给 出 了 特定 摆 的 动态 线性 化 表达 式 : 
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1 0 
q(t)= | q(t) 十 | [aw + v(t)) 
= 0 ==] 





yo=[1 Olao+ em (6. 29) 


如 之 前 所 讲 ， 该 系统 的 自然 频率 为 士 jV8，ZIR( 零 输入 响应 ) 是 周期 为 2r/V8:2.22s HE 
弦 响 应 。 
该 设备 的 一 个 观测 器 采用 以 下 形式 : 

















1 0 lı 
ĝt) = â) 十 D= (y(t) — ĝi (t) ) (6. 30) 
i "0 = by 
h fi 1 0 4, 
Ta) = q(t) + v(t) + C(t) (6.31) 
—8+4 0 = ji 2 
其 特征 多 项 式 为 
KA) = A—-4)A+ 8-4) A —4A4+ (8-4) (6. 32) 


需 注 意 选 择 合适 的 ll 和 l。 可 以 将 此 转换 成 任何 期 望 的 二 阶 首 一 多 项 式 (monic polynomial 
of degree 2)， 该 多 项 式 能 从 指定 的 输出 ( 即 摆 角 中 ) 立 即 确认 系统 是 可 观测 的 。 

为 了 在 摆 的 一 个 振荡 周期 内 就 获得 误差 衰减 2 ， 举 个 例子 ， 可 以 让 误差 动态 的 自然 频 
Z A a=, 2=—5,. MWA ZIR 为 两 个 时 间 常 数 分 别 为 1/2 二 0. 5s ft 1/5=0. 2s 的 指 
数 的 和 ， 且 瞬 态 将 基本 消失 于 主 模式 (dominant mode) 的 大 约 三 个 时 间 常 数 左 右 ， 即 约 为 
3X0. 5=1. 5s。 相 关 的 特征 多 项 式 为 

KA) = A+2)Q4+5) =a?+724+10 (6. 33) 
令 此 等 于 式 (6. 3207 HSRX, MO=—-7, L=, 

图 6.4 显 示 了 在 之 前 选择 的 观测 器 增益 下 ， 设 备 变量 和 观测 器 变量 的 图 形 : 在 一 个 已 
知 的 脉冲 转移 z(Cti) 作 用 下 的 摆 角 gs 从 观测 器 中 得 到 的 摆 角 估计 值 G a), 相关 的 估计 
误差 ai (z)。 在 这 里 显示 的 是 在 没有 设备 干扰 和 没有 测量 噪声 情况 下 的 特定 结果 。 正 如 所 
期 望 的 ， 在 这 种 理想 情况 下 估计 误差 基本 上 在 1. 5s 左右 就 消失 。 

Lyp | 无 阻尼 悬挂 摆 


一 生计 的 | “输入 转 矩 x(D= 持续 时 间 为 5s 的 单位 幅度 脉冲 
一 误差 | 观测 器 增益 Li=-7 和 :=-2 





4 S 6 
时 间 (s) 


图 6.4 例 6.2 中 的 无 阻尼 摆 具 有 一 个 脉冲 输入 转 矩 z(t)， 而 没有 设备 干扰 或 测量 噪声 ， 该 图 显 
示 了 摆 角 qi(z)， 从 观测 器 中 得 到 的 氛 角 估计 值 外 (zt)， 以 及 对 应 的 估计 误差 9 (z) 的 轨 
迹 ， 这 里 选择 合适 的 观测 器 增益 以 得 到 具有 0. 5s 的 主导 时 间 常 量 的 误差 衰减 


图 6. 5 描述 了 存在 测量 噪声 的 观测 器 的 特性 。 在 这 种 情况 下 ， 输 入 转 矩 OMF E 


日 ”原文 是 摆 的 一 个 振荡 周期 的 分 数 ， 有 误 。 一 一 译 者 注 
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矩 v(t) 都 设置 为 0， 而 测量 噪声 5(Gi) 每 一 毫秒 都 在 [一 1，1] 范 围 内 取 一 个 随机 值 并 保持 不 
恋 。 该 图 的 观测 器 增益 设 为 4 =—30, 二 一 192， 这 里 依据 式 (6. 32) 里 的 表达 式 ， 得 到 
观测 误差 方程 的 特征 多 项 式 : 

KA) =A? +300 + 200 = A+10)A+ 20) (6. 34) 
相关 的 指数 函数 里 有 时 间 常 数 1/10 =0. 1 和 1/20 二 0.05， 所 以 主导 时 间 常 数 为 0. 1s, 
瞬 变 期 望 在 3X0.1=0.3s 左 右 稳定 。 注 意 ， 估 计 值 6 ( 妨 里 面 的 噪声 相对 于 位 置 % Co 
原始 量 测 值 yt) 里 面 的 噪声 大 大 衰减 了 测量 噪声 是 [一 1，1j] 范 围 内 的 取 值 ， 且 该 值 
每 隔 lms 就 随机 变化 。 而 估计 值 里 面 的 噪声 只 占据 了 这 个 范围 的 大 约 一 半 且 具有 更 慢 的 
变化。 观测 器 因此 提供 了 对 这 些 测量 噪声 的 滤波 。 此 外 ， 由 观测 器 (虽然 这 里 没有 表示 ) 
给 出 的 速度 go (六 的 估计 值 也 具有 一 定 的 可 信和 度 。 然 而 ， 如 果 试 图 直接 通过 对 噪声 位 置 
量 测 值 yi 的 近似 导数 Cderivative) 来 估计 速度 e (1)， 那 将 会 导致 估计 值 被 噪声 分 量 影 
响 完 全 淹没 。 < 








0.0 0.5 1.5 2.0 


1.0 
时 间 (s) 
图 6.5 例 6.2 中 的 无 阻尼 摆 ，z(D) 一 0 且 没 有 设备 和 干扰， 但 是 有 量 测 噪声 5(1)， 该 量 测 噪声 

每 1ms 都 在 区 间 [ 一 1，1] 上 取 一 个 随机 值 并 保持 不 变 ， 该 图 显示 了 摆 角 g (2 ， 以 及 
从 观测 器 中 得 到 的 摆 角 估计 值 甸 (2) 的 轨迹 ， 这 里 选择 观测 器 增益 以 得 到 具有 0. 1s 的 
主导 时 间 常 量 的 误差 衰减 


接 下 来 的 例子 将 会 说 明 对 于 DT 系统 的 观测 器 设计 ， 该 DT 系统 是 通过 下 面 的 CT A 
统 的 样本 -数据 模型 而 获得 的 。 

船舶 航向 误差 观测 器 

在 这 个 例子 中 ， 考 虑 一 般 船舶 以 恒定 速度 行驶 时 的 转向 动态 的 简化 的 样本 -数据 模型 ， 
其 舱 角 由 基于 计算 机 的 控制 器 进行 控制 ， 具 有 分 段 常数 的 形式 : 


qiLn 十 1] 1 o){alnl) fo 
q[n+1] = |- | | | l+ | jt = Aq[n] + bxr[n] (6.35) 
gitn tI] 0 a qin] o 


状态 向 量 g[n] 包 括 了 航向 误差 样本 Gln], AA Aat T A EA RE, UR 
船舶 转向 率 的 样本 gln], CREN A tz 二 nT 时 采样 。 在 区 间 nT<t<nT 十 TT 上， 控制 输入 
xz[7 为 舵 角 的 常数 值 。 该 舵 角 是 通过 相对 于 船舶 前 进 的 方向 测量 得 到 ， 且 正 的 舵 角 趋 于 增加 
航向 误差 。 这 些 变量 都 在 图 6.6 中 进行 了 显示 。 

ERR a ofo 是 由 船舶 的 类 型 和 速度 决定 的 ， 采 样 间隔 为 了。 特别 地 ，a 通常 小 于 
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1， 但 是 对 于 大 型 油轮 则 会 大 于 1。 在 任何 情况 下 ， 式 (6.53) 中 的 系统 都 不 是 渐进 稳定 的 。 
针对 以 下 包括 了 有 阻尼 情况 下 质点 移动 的 CT 系统 ， nee 
该 模型 与 例 5.7 中 推导 的 样本 -数据 模型 具有 相同 的 形 
式 ， 外 部 输入 力作 用 在 该 系统 上 。 这 种 形式 的 样本 -数据 
模型 同样 描述 了 ， 比 如 ， 一 个 输入 为 电压 的 DC 电动 机 
的 运动 ， 该 电压 通过 基于 计算 机 的 控制 器 进行 控制 ， 且 
在 长 度 为 工 的 时 间 间 隔 内 保持 常数 。 在 这 种 情况 下 ， 有 
a 二 1，o 二 了 T， 并 且 ( 对 于 具有 合适 的 单位 的 zx[Ln]) p= 
T2/2。 
假设 这 里 有 转向 率 的 噪声 量 测 值 ， 那 么 在 式 (6. 2) 中 
oLa a] C6-36) 图 6.6 例 6.3 中 的 船舶 转向 系 
并 且 4 二 0。 利 用 这 些 测量 值 ， 该 系统 一 个 观测 器 的 误差 统 的 航向 误差 和 能 角 
动态 由 以 下 和 矩阵 决定 ， 


实际 航向 





A 二 lc' = (6. 37) 





1 | 


0 at é 
该 矩阵 的 三 角形 式 表明 了 误差 方程 的 一 个 自然 频率 固定 为 1， 且 独立 于 4。 这 个 自然 频率 
对 应 于 原始 系统 的 一 个 模式 ， 该 模式 从 转向 率 量 测 值 中 是 不 可 观测 的 。 此外， 这 不 是 一 个 
渐进 稳定 的 模式 ， 所 以 对 应 的 观测 误差 不 会 衰减 。 从 物理 上 讲 ， 这 个 问题 就 是 转向 率 没有 
包含 从 航向 误差 本 身 而 来 的 输入 ， 或 者 是 没有 关于 航向 误差 的 信息 。 
假设 有 航向 误差 的 噪声 量 测 值 ， 因 此 

c 二 [1 0] (6. 38) 

在 该 量 测 值 下 ， 相 关 的 观测 误差 动态 由 以 下 和 矩阵 决定 : 


1+4 o 
AFET = (6. 39) 
L a 
该 矩阵 的 特征 多 项 式 为 
KA) =V—-AA+44+a) +a1+4) —ho (6. 40) 


该 多 项 式 可 以 通过 选择 增益 Mh 变 为 任意 的 二 阶 首 一 多 项 式 。 这 个 情况 也 确立 了 设备 
模型 利用 输出 量 测 值 而 具有 的 可 观测 性 。 

在 这 个 情况 下 ， 观 测 器 增益 一 个 感 兴趣 的 选择 为 41 二 一 1 一 a 与 《二 一 /co; 对 于 典型 
的 参数 值 ， 这 将 导致 lz MHRA. ELK, BRAC ?的 特征 多 项 式 为 x(4) 一 )2， 
因此 观测 器 误差 方程 的 两 个 自然 频率 都 为 0。 到 目前 为 止 ， 还 没有 处 理 重 复 特 征 值 的 情况 
(除了 在 例 5. 13 中 有 一 个 关于 可 能 性 的 简要 说 明 )。 然 而 ， 对 于 这 个 特殊 情况 ， 系 统 的 行 
为 可 以 简单 地 从 以 下 情况 中 推断 出 来 ， 这 里 怒 的 特定 选择 为 


0 0 
= (6. 41) 
0 0 


Rai ? oO 


(A+éc'y? = | 





rl a 


因此 ， 式 (6. 22) 中 的 观测 器 误差 动态 的 ZIR 最 多 在 两 个 时 间 步 长 内 就 衰减 到 了 0， 这 可 能 
是 这 个 二 阶 DT 系统 最 快 的 衰减 。 

这 里 知道 了 在 DT LTI 系统 中 ， 一 个 自然 频率 的 幅 值 越 小 ， 则 其 相关 的 模式 的 衰减 就 
更 快 。 因 此 当 所 有 的 自然 频率 为 0 时， 系统 稳定 得 很 快 也 就 并 不 奇怪 了 。 任 何 一 个 LXL 
的 特征 值 为 0 的 矩阵 Z， 都 可 以 满足 号 二 0，0 表示 零 矩 阵 。 更 有 可 能 的 是 ， 该 矩阵 的 一 个 
更 低 功率 早 就 为 0 了 ， 这 取决 于 这 种 矩阵 更 详细 的 结构 。 一 个 所 有 自然 频率 为 0 的 DT 
LTI 系统 有 时 候 称 为 无 差 拍 系统 ， 因 为 其 ZIR 在 有 限 的 时 间 内 稳定 到 了 0。 
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在 有 测量 噪声 的 情况 下 ， 也 许 想 要 选择 一 个 更 慢 的 误差 衰减 ， 以 保持 观测 增益 向 量 ， 
要 比 在 无 差 拍 情况 下 要 小 ， 从 而 不 会 加 剧 对 于 估计 误差 的 测量 噪声 的 影响 。 < 

证 明 

之 前 讲 过 但 没有 证 明 的 一 个 关键 结果 是 观测 器 增益 2 的 选择 是 如 何 影 响 观测 器 误差 动 
态 的 。 现 在 建立 之 前 提出 的 那些 声明 。 

为 了 证 明 设备 的 每 个 不 可 观测 特征 值 保留 在 观测 器 误差 动态 的 矩阵 特征 值 中 ， 回 忆 第 
5 章 对 于 设备 中 的 一 个 不 可 观测 的 特征 值 4;: 


cv) = 0, 特 征 值 w; #0, 其 中 ,Av; = Àj vj (6. 42) 
不 管 被 选择 为 多 少 ， 它 都 满足 
(A+ éc") v; =Av; = À; vj 其 中 ,vw; = (6. 43) 


观测 器 误差 动态 的 矩阵 因此 具有 特征 值 *;， 其 关联 的 特征 向 量 为 v;， 该 特征 向 量 证 明了 期 
望 的 结果 。 
为 了 明白 如 何 把 观测 器 误差 动态 的 矩阵 4 十 ez WATER AER AK MHRA 
点 上 ， 在 模 态 坐标 下 进行 处 理 是 最 简单 的 方法 。 回 忆 第 5 BH A=VAV', HV 为 模 态 
和 矩阵， 其 第 i 列 为 第 i 个 特征 向 量 v;。 因 此 可 以 写 为 
At+téc’=V(At+wé)V', 其 中 中 一 V 06 =c'V (6. 44) 
所 以 y 表示 在 模 态 坐 标 下 的 观测 器 增益 向 量 ， 其 第 i 项 为 wy;。 同 时 ，& 为 c 在 模 态 坐标 
下 的 表示 ， 这 是 在 第 5 章 中 所 引入 的 表示 法 。 当 & 的 第 7 项 ， 即 5 ESM, Bi 个 状态 恰 
好 是 可 观测 的 。 
式 (6. 44) 确 立 了 A 十 bc' 通过 相似 变换 与 A+we’ 相关 。 这 两 个 矩阵 因此 有 相同 的 特 
征 多 项 式 x(4) 和 相同 的 特征 值 。 如 果 能 够 确定 如 何 选择 y 以 获得 一 个 期 望 的 对 于 4 十 YE 
的 特征 多 项 式 ， 那 么 就 可 以 决定 如 何 选择 &( 王 Yy) 以 获得 关于 AHT 的 相同 特征 多 项 
式 。 第 一 个 步骤 是 ， 记 
K(A) = det(al — (A+ w&")) = det(A — A) — w&") 
= det(A — A)LI— QI — A) yE] (6. 45) 
两 个 简化 了 之 前 表达 式 的 行列 式 的 恒等式 在 这 里 不 加 证 明 地 给 出 了 。 如 果 M AP 为 同样 
维 数 的 两 个 方 阵 ， 


det(MP) = det(M)det(P) (6. 46) 
同时 ， 对 于 各 维 数 分 别 相同 的 长 方形 矩阵 RAIS, 
det(I— RST) = det(I— S'R) (6. 47) 


单位 和 矩阵 I 在 表达 式 左边 和 右边 可 能 会 有 不 同 的 维度 ， 分 别 等 于 RS 和 S R 的 维度 。 如 
ERAS 为 列 向 量 ， 那 么 SIR 是 一 个 标量 ， 因 此 在 之 前 表达 式 右 边 的 单位 矩阵 是 一 个 标 
量 ， 就 是 数字 1 。 
现在 利用 式 (6. 46) 和 式 (6.47) 的 恒等式 ， 可 以 继续 证 明 式 (6.45) 中 的 一 系列 
等 式 : : 
«(A)= det(A — A)det(I— QI—A) wé") =a)det(l—é (I-A) y) (6.48) 
由 于 MT 一 A WA A A PE, HR H R ED A R ia FET BY 
对 角 线 上 的 项 的 倒数 。 利 用 这 一 特性 ， 来 估计 上 面 最 后 一 个 表达 式 ， 并 重 写 其 结果 ， 可 以 
推断 出 : 
KOA) L gi 
er el cae (6. 49) 
正如 接 下 来 要 讨论 的 ， 这 个 表达 式 形成 了 观测 器 设计 的 基础 。 
如 果 期 望 得 到 特定 的 观测 误差 方程 的 工 阶 首 一 特征 多 项 式 x(X)， 由 关于 式 (6. 49) 左 部 
分 中 的 4 的 有 理 函 数 的 一 个 标准 的 部 分 分 式 展开 式 将 得 到 
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ROAD 4 L Mi 
“as SEE (6. 50) 
其 中 ， 
Hea PO 
= Fy UL] aa (6. 51) 





比较 式 (6. 49) ANE C6. 50) 将 发 现 ， 用 来 获得 期 望 的 多 项 式 x(2) 所 需 的 观测 器 增益 由 下 式 
给 出 
gi = m;/ ; (6. 52) 

然而 ， 这 只 有 在 对 所 有 的 i GAO 时 才 成 立 ， 也 就 是 ， 只 有 在 设备 可 观测 时 才 成 立 。 

如 果 该 设备 的 第 ;项 不 可 观测 ， 对 应 于 包 二 0， 那 么 位 于 4 二 的 极点 将 不 会 在 
式 (6.49) 的 展开 式 中 出 现 。 唯 一 使 该 情况 下 等 式 成 立 的 方法 是 保证 CA) TE A= A: 时 有 一 个 
根 ， 这 样 ， 这 个 因子 可 以 从 等 式 左边 抵消 掉 。 换 言 之 ， 观 测 器 误差 动态 的 自然 频率 将 会 包 
含 设备 的 每 一 个 不 可 观测 的 自然 频率 。 

(4) 剩 下 的 部 分 是 不 受 约束 的 且 可 以 拥有 任意 的 自 共 亏 根 。 式 (6. 50) h EA 的 部 分 分 
式 展开 将 仅仅 涉及 与 设备 的 可 观测 模式 相关 的 项 ， 而 不 是 所 有 的 工 个 模式 ， 但 是 对 于 这 些 
模式 ， 式 (6. 52) 中 的 表达 式 仍 然 有 效 。 对 应 于 不 可 观测 模式 的 y;， 其 选择 可 以 是 任意 的 。 


6. 3 状态 反馈 控制 


对 于 一 个 输入 可 以 操控 的 因果 系统 或 设备 来 说 ， 很 自然 就 会 想到 : 输入 应 该 如 何 选择 
从 而 使 系统 以 某 些 期 望 的 方式 工作 。 开 环 控 制 仅仅 需要 利用 在 与 系统 开始 交互 的 时 刻 上 可 
以 得 到 的 信息 。 开 环 控制 的 问题 在 误差 上 ， 即 使 误差 被 识别 出 ， 也 不 能 被 纠正 或 者 补偿 。 
如 果 设 备 性 能 较 差 或 不 稳定 ， 那 么 未 修正 的 误差 会 导致 不 好 的 或 灾难 性 的 结果 。 在 男 一 方 
面 ， 反 馈 控制 基于 对 系统 的 持续 行为 的 感知 ， 并 利用 感知 到 的 变量 的 量 测 值 来 产生 控制 信 
号 ， 并 应 用 到 系统 中 。 反 馈 控 制 通常 称 为 闭环 控制 。 

前 向 控制 包含 信号 的 量 测 值 ， 这 些 信 号 将 对 设备 产生 影响 ， 但 是 它们 自己 却 不 会 被 控 
制 所 影响 。 举 个 例子 ， 在 为 可 操纵 雷达 天 线 的 定位 电动 机 产生 电力 控制 信号 时 ， 风 速 测量 
值 的 使 用 对 应 于 一 个 前 向 控制 ， 而 天 线 位 置 量 测 值 的 使 用 则 对 应 于 一 个 反馈 控制 。 通 常情 
况 下 ， 控 制 可 以 有 反馈 和 前 向 两 种 分 量 。 

现在 开始 检查 DT 情况 下 的 控制 理念 ，CT 情况 与 此 非常 相似 ， 并 在 之 后 进行 说 明 。 
假设 想 要 控制 的 DT 设备 通过 以 下 工 阶 LTI 状态 空间 描述 进行 很 好 的 建 模 ， 则 可 描述 为 

q[n +1] = Aq[n] + bz[n] (6. 53) 

yln] = eqn] +dz[n] (6. 54) 
仍然 称 它 为 开 环 系 统 。 如 前 所 述 ，z[nj 表 示 控 制 输 入 ，y[Lnj 表 示 测 量 输出 ， 它 们 都 是 关于 时 
间 的 标量 函数 。 设 备 干扰 和 测量 误差 的 影响 将 在 之 后 讨论 。 直 接 馈 通 增益 d 没有 在 接 下 来 的 
内 容 中 起 到 至 关 重 要 的 作用 ， 并 使 各 种 代数 表达 式 的 形式 变 得 复杂 ， 所 以 通常 假设 4 二 0。 


6.3.1 开 环 控制 


接 下 来 的 内 容 说 明了 开 环 控制 的 潜在 不 足 之 处 ， 特 别 是 在 处 理 不 稳定 的 设备 的 时 候 。 
假设 选择 一 个 控制 输入 轨迹 z*[*]， 其 可 以 使 式 (6. 53) 中 的 系统 执行 某 些 期 望 的 状态 轨迹 
gq" [*]， 如 果 系 统 在 初始 状态 qg" [0 时 启动， 那么 





q*{n+1] = Aq" [n] +br"* [n] (6.55) 
如 果 该 控制 输入 在 实际 初始 状态 为 gL0] 关 gq* [0] 时 应 用 ， 那 么 产生 的 实际 状态 轨迹 q C AE 
qin+1] = Aq[n] + bx* [n] (6. 56) 


把 式 (6. 55) 与 式 (6. 56) 相 减 ， 可 以 看 到 期 望 的 状态 轨迹 和 实际 的 状态 轨迹 之 间 的 差异 或 误 
差 满 足 
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(q* [n+1]—gq[n+1]) = Alq Cn] gln]) (6.57) 

这 是 一 个 针对 理想 的 状态 轨迹 和 实际 的 状态 轨迹 之 间 的 误差 4 [nj] 一 qLnj] 演 化 的 LTI 状态 
室 间 模型 ， 该 模型 被 设备 的 相同 的 状态 演化 矩阵 4 所 控制 。 设 计 一 个 控制 输入 的 最 初 原因 
是 设备 动态 不 令 人 满意 ， 那 么 开 环 控制 产生 了 同样 令 人 不 满意 的 状态 误差 动态 。 特 别 地 ， 
如 果 和 矩阵 4 的 一 些 特征 值 的 幅度 超过 了 1， 设 备 也 就 是 不 稳定 的 ， 那 么 对 于 几乎 所 有 的 初 
始 条 件 ， 状 态 误差 的 幅度 都 会 呈现 几何 上 升 。 

在 开 环 控制 中 ， 因 为 只 在 开始 与 系统 相互 作用 的 时 刻 提交 了 一 个 特定 的 控制 输入 ， 因 
而 没有 机 会 调整 对 应 于 实际 系统 行为 观测 值 的 标 称 控制 或 基线 控制 。 
6.3.2 经 由 LIT 状态 反馈 的 闭环 控制 

当 系 统 的 状态 变量 完全 概括 了 系统 过 去 的 有 关 状 况 时 ， 就 应 该 期 望 状态 在 每 一 时 刻 的 
信息 都 能 为 设计 反馈 控制 信号 提供 一 个 有 力 的 基础 。 在 这 一 节 中 ， 将 考虑 对 于 式 (6. 53) 中 
系统 的 状态 反馈 的 使 用 ， 这 里 假设 每 一 时 刻 的 整个 状态 向 量 是 可 得 到 的 和 可 测量 的 。 虽 然 
这 个 假设 在 实际 中 基本 上 是 不 可 实现 的 ， 但 是 可 以 由 它 推导 出 一 些 初级 结果 ， 以 作为 衡量 
标准 。 一 个 更 实际 的 情况 是 ， 其 中 状态 不 可 以 被 测量 但 是 可 以 被 估计 ， 这 个 情况 将 在 之 后 
说 明 。 这 将 表明 在 LTI 情 况 下 ， 当 实际 状态 可 用 于 反馈 时 ， 由 状态 观测 器 提供 的 估计 值 实 
际 上 足以 实现 许多 实际 能 遇 到 的 情况 。 

LTI 状态 反馈 的 特殊 情况 如 图 6.7 所 示 ， 其 中 
输入 zz 的 反馈 部 分 是 在 该 瞬间 时 刻 的 状态 变量 的 。z[m 
加 权 线 性 函数 


aiae ($ gan] + pln] 


= g'qin]+ pln] (6. 58) 
行 向 量 g7 为 状态 反馈 增益 向 量 ， 其 第 i 项 分 量 为 
T TE Er T F aaaea 
信和 号 量 ，p[n] 为 增强 了 反馈 信号 的 
在 对 Zz[Lnj] 进 行 这 样 的 选择 时 ,假设 d 二 0， 那 新 的 外 部 输入 信号 
么 式 (6. 53)、 式 (6. 54) 中 的 系统 变 为 
qin 十 1]= Aq[n] + b( pin] + g'gq[n]) = (A+ bg" qin] + bpLn] (6. 59) 
yLn]= e'qln] (6. 60) 
这 里 称 其 为 闭环 系统 。 它 也 具有 LTI 的 状态 空间 形式 ， 并 且 因 此 适合 使 用 第 5 章 所 讲 的 方 
法 来 进行 分 析 。 注 意 到 由 于 p[nj] 为 该 闭环 系统 的 一 个 新 的 外 部 输入 ， 接 下 来 的 关于 闭环 
系统 的 ZIR 的 讨论 将 会 意味 着 是 pLnj] 志 0 而 不 是 zLnj 志 0 的 情况 。 
对 CT 系统 的 探讨 在 本 质 上 是 相同 的 。 对 于 一 个 被 以 下 LTI 状态 空间 表达 式 很 好 地 进 
行 建 模 的 开 环 系统 ，- 





q(t) = Aq (t) + bz Ct) (6. 61) 
y(t)= c'q(t) (6. 62) 
LTI 状态 反馈 控制 
a(t) = g'q(t) + p(t) (6. 63) 
产生 了 闭环 LTI 状态 空间 系统 
q(t)= (A+ bg")q(t) + bp (t) (6. 64) 
y(t)= e'q(t) (6. 65) 


6.3.3 LTI 状态 反馈 设计 


由 于 在 LTI 状态 反馈 下 的 闭环 系统 的 结构 是 确定 的 ， 设 计 任务 就 成 了 对 反馈 增益 向 量 
g 进行 选择 。 所 选 增益 应 该 能 获得 期 望 的 闭环 动态 ， 让 闭环 系统 的 瞬时 或 ZIR 特性 可 以 
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足够 快 地 稳定 ， 但 要 考虑 到 由 于 建 模 误 差 引 起 的 控制 工作 和 局 限 性 的 约束 。 

闭环 动态 

在 DT 和 CT 两 种 情况 下 ， 反 馈 系 统 的 闭环 动态 都 是 被 矩阵 4 十 bg” 的 工 个 特征 值 所 
控制 的 ， 也 就 是 被 以 下 特征 多 项 式 的 根 所 控制 ; 

y(A)= det(al — (A+ bg™)) = ab + vri A +e + wo (6. 66) 
可 以 合理 地 推测 ， 适 当地 选择 状态 反馈 增益 8  ， 可 以 使 得 闭环 系统 的 自然 频率 与 那些 开 环 
系统 的 不 同 。 在 下 面 将 对 可 能 性 进行 更 多 细节 描述 ,但 解析 分 析 和 证 明 要 等 到 例 6. 4 
之 后 。 

首先 注意 到 和 矩阵 A 十 bg” 的 结构 与 矩阵 A 十 be” 的 类 似 ， 该 矩阵 控制 观测 误差 动态 。 两 
种 结构 是 对 偶 的 ， 意 味 着 通过 矩阵 变换 就 可 以 把 一 个 问题 的 结构 映射 为 另 一 个 问题 的 结 
构 。 因 此 ， 分 析 如 何 选 择 g” 来 影响 A 十 bg” 的 特征 值 的 可 能 分 布 ， 与 之 前 对 于 A 十 bc” 的 
讨论 就 十 分 类 似 ， 除 了 这 里 是 利用 可 达 性 替代 了 之 前 可 观测 性 的 角色 。 

当 g "二 0 hf, A+Hbg” 的 特征 值 正 好 是 决定 开 环 系统 的 矩阵 A 的 特征 值 ， 也 就 是 ， 由 
式 (6. 27) 定 义 它 的 特征 多 项 式 a(X) 的 根 。 对 于 非 零 状态 反馈 增益 g"， 设 备 的 不 可 达 的 特征 
值 保留 下 来 ， 作 为 A 十 bg” 的 特征 值 ， 且 这 些 特征 值 不 受 g” 的 选择 的 影响 。 原 因 是 通过 控 
制 输入 的 状态 反馈 对 于 不 可 达 模 式 没有 影响 。 通 过 适当 选择 g ，A 十 bg” 其 余 的 特征 值 可 
JETE A HME. 

从 之 前 的 论述 可 以 知道 ， 对 于 具有 LTI 状态 反馈 的 LTI 系统 ， 当 上 且 仅 当 所 有 设备 的 
不 稳定 模式 都 是 可 达 的 (或 者 等 价 的 ， 所 有 不 可 达 模 式 都 是 渐进 稳定 的 )， 设 计 一 个 ZIR 幅 
度 衰减 到 0 的 闭环 系统 就 是 有 可 能 的 。 这 种 性 质 记 为 可 稳定 性 。 对 于 一 个 可 稳定 系统 ， 可 
以 选择 状态 反馈 增益 g ”， 从 而 产生 渐进 稳定 闭环 动态 。 利 用 这 个 ,一 个 有 界 的 外 部 信号 
pLnj 会 导致 一 个 闭环 系统 中 有 界 的 状态 轨迹 。 在 第 5 章 中 , 已 经 建立 了 这 个 渐进 稳定 LTI 
系统 的 性 质 。 

之 前 的 结果 也 表明 另 一 种 决定 系统 不 可 达 特 征 值 的 替代 方法 是 : 不 管 如 何 选择 g”， 
det[LMT 一 (4 十 四 7)] 的 根 不 能 被 修改 ， 这 恰恰 就 是 不 可 达 的 特征 值 。 在 许多 问题 中 ， 这 种 
方式 可 以 比 第 5 章 使 用 的 方法 更 容易 地 暴露 出 不 可 达 模 式 ， 第 5 章 的 方法 要 求 首先 计算 系统 
的 特征 向 量 v;， 然 后 检验 这 些 特征 向 量 中 哪些 对 于 把 b 写 成 特征 向 量 的 线性 组 合 是 不 必要 的 。 

对 于 低 阶 系统 ， 在 设计 LTI 状态 反馈 的 分 析 中 ， 一 种 方法 是 确定 一 个 想 要 的 闭环 自然 
PEA AFLP ps uo ThE AE ES IM VOW 


L 
va) = Pd (6. 67) 
i=] 


将 右边 的 乘积 展开 ， 并 令 其 等 于 式 (6. 66) 中 的 det[X1 一 (4 十 bg")]， 得 到 在 未 知 增益 gi ，…， 
gL PIL 个 联 立 线性 方程 。 当 且 仅 当 开 环 系统 的 所 有 不 可 达 特 征 值 包含 在 指定 的 闭环 特 
征 值 po, 之 中 时 ， 这 些 方程 对 于 状态 反馈 增益 是 一 致 的 而 且 可 解 的 。 另 一 个 设计 状态 反馈 
增益 的 办 法 将 在 例 6. 4 之 后 进行 概述 ， 该 方法 涉及 一 种 对 于 模 态 坐标 的 变换 。 正 如 在 观测 
器 设计 的 情况 下 ， 对 于 更 大 的 系统 中 的 状态 反馈 设计 ， 将 使 用 专门 的 计算 软件 。 

如 前 所 述 ， 一 个 开 环 系统 的 不 可 达 模 式 在 与 闭环 系统 的 相同 频率 下 保持 固定 ， 这 是 因 
为 反馈 控制 无 法 从 输入 进入 这 个 模式 ， 因 此 也 就 不 能 修改 它 。 同 理 ， 这 个 开 环 系统 的 不 可 
达 模 式 在 闭环 系统 中 仍然 保持 不 可 达 。 状 态 反 馈 不 能 在 闭环 系统 中 产生 额外 的 不 可 达 模 
式 ， 即 闭环 系统 的 不 可 达 模 式 不 能 超出 开 环 系统 中 已 经 存在 的 不 可 达 模 式 。 这 是 因为 一 一 
也 是 同样 的 原因 一 一 这 些 闭 环 系统 的 不 可 达 模 式 也 需要 是 开 环 系统 的 不 可 达 模 式 ， 这 是 由 
于 闭环 系统 周围 的 状态 反馈 能 够 抵消 原来 的 反馈 并 恢复 开 环 系统 。 

这 一 小 节 的 结果 表明 ， 通 过 选择 增益 g” 来 把 闭环 特征 值 放 在 合适 的 位 置 ， 一 个 可 达 
LTI 系统 的 闭环 ZIR 就 可 以 使 其 以 任意 速度 衰减 。 在 CT 中 ， 可 以 通过 使 这 些 特征 值 具有 
足够 负 的 实 部 ,来 获得 一 个 快速 的 衰减 ,但 是 在 DT 中 ， 则 需要 特征 值 具有 足够 小 的 幅 
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E, 然而， 闭环 ZIR 的 快速 稳定 只 是 一 种 考虑 ， 这 是 因为 其 他 因素 限制 了 g 的 选择 ， 关 
于 这 点 将 在 后 面 讨论 。 

控制 作用 力 (control effort) 

状态 反馈 增益 gr 对 闭环 系统 主要 有 两 方面 的 影响 : 首先 由 A 十 bg" 而 不 是 A 的 特征 值 
控制 动态 ， 其 次 ， 由 式 (6. 58) 中 的 关系 ， 决 定 控制 作用 力 xzLnj 消 耗 在 一 个 给 定 状态 的 偏 
B g[nj 的 等 级 。 这 突出 表现 了 在 响应 速度 和 控制 作用 力 之 间 的 权衡 。 状 态 反 馈 增益 可 以 用 
来 获得 快速 响应 ， 使 系统 状态 从 它 的 初始 干扰 值 快 速 回 到 原始 值 。 然 而 ，g” 中 的 大 项 也 
许 需 要 做 这 件 事 当然 是 在 CT 的 情况 下 ,但 如 果 模 型 是 下 面 的 CT 系统 的 某 些 样本 - 数 
据 版 本 的 话 ， 在 DT 中 也 可 以 做 这 件 事 。 这 些 g7 中 的 大 项 导致 了 大 的 控制 作用 力 被 消耗 。 
更 进一步 ， 在 测量 或 者 估计 状态 向 量 中 的 任何 误差 的 影响 ， 或 者 模型 误差 以 及 其 他 差异 的 
影响 可 能 随 着 大 的 反馈 增益 而 加 重 。 在 实际 中 ， 这 些 考 虑 会 导致 设计 趋 于 保守 ， 而 不 是 试 
图 获得 极端 快速 的 闭环 动态 。 在 易于 理解 的 最 优化 问题 中 ， 可 能 会 遇 到 所 涉及 的 权衡 方面 
的 问题 。 这 其 中 的 某 些 问题 对 于 卡尔 曼 滤 波 设计 问题 来 说 是 对 偶 的 ， 在 与 最 优 的 观测 器 设 
计 的 相关 问题 中 已 经 提 到 过 卡尔 曼 滤波 。 

接 下 来 的 例子 将 展现 利用 状态 反馈 去 对 系统 的 闭环 动态 进行 成 型 。 

转 矩 控制 下 摆 的 状态 反馈 

在 倒立 或 悬挂 位 置 附近 的 特殊 的 无 阻尼 摆 ， 其 线性 模式 采用 以 下 形式 : 





q(t) = 





1 0 
q(t) + x(t) (6. 68) 
0 a! 


xe, HFEWM REE, AKD>O, EATER K 二 0。 两 种 情况 将 在 此 一 起 
讨论 。 

现在 可 以 计算 系统 的 特征 值 和 特征 向 量 来 决定 系统 是 否 为 可 达 的 ， 从 而 对 控制 产生 响 
应 。 然 而 ， 这 个 步骤 实际 上 是 不 必要 的 。 取 而 代 之 的 是 ， 直 接 考虑 系统 的 状态 反馈 z(t) 一 
grg(D) 十 为 (的 影响 所 产生 的 闭环 表达 式 ， 


0 1 
q(t) = q(t) + 
1 


qt) + | 





0 0 
i Ce: gza) + x p(t) 


0 
p(t) (6. 69) 
1 








| 0 
"yh Ta Rh 
对 应 的 特征 多 项 式 为 
vA) =A tg) +K +g) =A tH gA HK Hg) (6. 70) 

该 表达 式 的 检查 显示 了 通过 对 增益 g 和 gz 的 合适 选择 ， 该 多 项 式 可 以 等 于 任意 期 望 的 二 
阶 首 一 多 项 式 。 换 名 话说 ， 可 以 获得 闭环 特征 值 的 任意 自 共 罗 集 合 。 这 也 说 明了 原 系统 是 
可 达 的 。 

假设 希望 闭环 特征 值 具有 特定 的 值 W、x 。 这 等 价 于 指定 闭环 特征 多 项 式 为 


二 有 (6. 71) 

该 多 项 式 与 式 (6. 70) 中 的 多 项 式 相等 ， 可 以 得 到 
8&1 T yit T Kig == (6. 72) 
ATELE, Su 和 us 在 左 半 开平 面 形 成 一 eren vers 两 个 增益 都 为 正 。 对 于 
正常 的 悬挂 摆 ，8g 也 许 为 正 ， 也 许 为 负 ， 还 可 以 为 0， 但 是 gs 一 直 为 正 。 < 


证 明 

前 面 已 经 讲 过 ,但 是 没有 证 明 这 一 关键 结果 ， 即 状态 反馈 增益 g” 的 选择 是 如 何 影响 
闭环 动态 的 。 现 在 来 建立 这 些 所 需要 的 各 种 声明 。 正 如 观测 误差 动态 的 对 偶 情 况 一 样 ， 在 
模 态 坐标 的 情况 下 是 最 简单 的 ， 注 意 到 
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A+bg*?=V(A+By)V" 其 中 p=Vib, y =g"V (6. 73) 
因此 y 表示 模 态 坐标 下 的 状态 反馈 增益 向 量 ， 其 第 i 项 为 Y;。 同 时 表示 输入 向 量 b 在 模 
态 坐 标 下 的 表达 ， 这 是 在 第 5 章 介 绍 过 的 表示 法 。 当 的 第 j 项 ， 即 8; 为 非 零 时 ,第 j 个 
模式 恰恰 是 可 达 的 。 以 上 表达 式 说 明了 和 矩阵 A+ By? 通过 一 个 相似 变换 与 A 十 bg 相关 ， 
并 且 因 此 这 两 个 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 和 特征 值 。 如 果 可 以 确定 如 何 选择 y 来 获得 矩阵 
ABY 的 一 个 期 望 的 特征 多 项 式 ， 那 么 就 可 以 确定 如 何 选 择 g" y V ') 来 获得 矩阵 
A+ bg? 的 相同 的 特征 多 项 式 。 
以 相似 的 方法 来 分 析 之 前 的 观测 误差 动态 ， 会 产生 一 个 对 于 闭环 特征 多 项 式 很 有 用 的 
KAR: 
v(a) = det(A — (A + By7)) = det (AI — A)det (I — QI—A) By") 


=aW(1- >) BZ) (6. 74) 
重 写 这 一 结果 ， 可 以 得 到 





way 一 io (6. 75) 


如 果 该 闭环 系统 的 工 次 的 首 一 特征 多 项 式 v(4) 被 确定 ， 式 (6.75) 左 边 的 关于 4 的 有 理 函 数 
的 一 个 标准 的 部 分 分 式 展开 将 具有 以 下 形式 : 


300 — 











nj 
T mt 4 — ji ote 
其 中 ， 
n= Raa] (6.77) 
比较 式 (6. 75) 和 式 (6. 76) 可 以 看 到 ， 获 得 期 望 的 多 项 式 v(X) 所 需要 的 反馈 增益 由 下 式 给 出 
Yi = ni/B: (6. 78) 


然而 ， 这 只 有 在 对 所 有 的 i，B. 关 0 时 ， 也 就 是 系统 为 可 达 时 ， 才 可 能 成 立 。 
如 果 系 统 的 第 j 项 是 不 可 达 的 ， 对 应 于 B; 二 0， 那 么 位 于 4 二 4; 的 极点 不 会 在 式 (6. 75) 
的 展开 式 中 出 现 。 在 这 种 情况 下 ， 唯 一 满足 等 式 的 方法 是 保证 vA) 在 4 二 4 时 有 一 个 根 ， 
因此 等 式 左 边 的 因 式 可 以 抵消 掉 。 换 句 话说， 该 闭环 动态 的 自然 频率 将 会 包含 设备 的 每 个 
不 可 达 的 自然 频率 。 
VA) AIH FRETAR, IF AAT AERA A ERE. 56. 76) P vCA)/a(a) 
的 部 分 分 式 展开 将 仅仅 包含 对 应 于 系统 可 达 的 模式 的 项 ， 而 不 是 所 有 的 工 个 模式 ， 但 是 对 于 
这 些 模 式 来 说 ， 式 (6.78) 中 的 表达 式 仍然 有 效 。 对 应 于 不 可 达 模 式 的 y 可 以 任意 选择 。 
闭环 传递 函数 
现在 检查 闭环 系统 的 输入 输出 特性 ， 在 DT 情况 下 ， 是 通过 决定 其 传递 函数 来 检查 
的 ; 在 CT 情况 下 完全 类 似 。 式 (6. 1) 和 (6. 2) 中 的 开 环 系统 的 传递 函数 在 d=0 时 为 
H(z)= c" (A —A)"'b (6. 79) 
= K2 (6. 80) 
其 中 ，a(z) 为 系统 的 特征 多 项 式 ， 之 前 在 式 (6. 27) 中 已 经 定义 过 了 。 这 里 注意 式 (6. 80) 中 
az) 和 7Cz) 共 同 的 根 有 可 能 会 存在 零 极 点 抵消 ， 对 应 于 不 可 达 、 不 可 观测 ， 或 两 者 都 有 的 
系统 模式 的 存在 。 只 有 a(z) 没 有 被 抵消 掉 的 根 仍 为 A OWA, IFAD, RA e) 
没有 抵消 掉 的 根 仍 为 传递 函数 的 零点 。 
从 外 部 输入 pLnj] 到 输出 yLnj 的 闭环 传递 函数 为 式 (6. 59) 和 式 (6. 60) 中 的 系统 的 传递 
函数 ， 即 
G(z) = c" (zI — (A+ bg™)) 1b (6. 81) 
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这 个 传递 函数 的 分 母 多 项 式 ， 在 与 分 子 多 项 式 有 任何 抵消 之 前 为 v(z) 二 det(zI 一 A 一 bg )。 
为 了 确定 G(z) 的 分 子 多 项 式 ， 采用 一 种 间接 的 方法 。 首 先 当初 始 条 件 为 零 ，qL0] 二 0 时， 从 
p[nj 到 设备 输入 x[nj 的 闭环 传递 函数 为 X(z)/P(z) 的 比值 。 它 跟随 着 式 (6. 58) 和 之 前 建 
立 的 恒等式 

X(z)= g'(zI—A)'bX(z)+ P(e) = Y" Q&I — APX C2) + PC) 


L 
= ( 24 )x@ tpa) (6. 82) 
i=] i 
调整 该 表达 式 结构 以 求解 X(z)， 然 后 调用 式 (6. 74)， 可 以 得 到 
X(z) _ a(z) 
P(z)  v(z) $8. 680 








其 中 ，v(z) 是 式 (6. 66) 定 义 的 闭环 特征 多 项 式 。 因 此 该 闭环 系统 从 输入 p[nj 到 输出 yLnj 
的 传递 函数 为 
Ce) mC oe) 








AS) = Seay | Kia) Por) Kb: O82 
A nz) a(z) 

aad wd (6. 853 

=) (6. 86) 


v(z) 

这 个 表达 式 证 实 了 状态 反馈 已 经 改变 了 从 开 环 情况 下 的 a(z) 到 闭环 情况 下 v(z) 的 输 
入 -输出 传递 函数 的 分 母 ， 并 相应 地 调整 了 特征 多 项 式 和 极点 。 然 而 ， 状 态 反 馈 保留 了 没 
有 改变 的 分 子 多 项 式 n(z)， 从 这 个 多 项 式 中 可 以 选择 零点 。 闭 环 系统 的 实际 零点 都 是 7(z) 
的 根 ， 这 些 根 没有 被 新 的 闭环 特征 多 项 式 v(z) 的 根 所 抵消 ， 并 且 也 许 因 此 会 与 开 环 系统 的 
零点 有 所 不 同 。 

如 果 状 态 反 馈 在 某 一 个 位 置 放 上 了 一 个 闭环 自然 频率 ， 该 位 置 就 会 在 7(z) 和 v(z) 之 
间 产 生 新 的 对 消 ， 那 么 开 环 系统 的 一 个 零点 会 从 闭环 系统 中 消失 。 因 为 状态 反馈 并 不 影响 
模式 的 可 达 性 和 不 可 达 性 ， 这 种 消失 或 对 消 一 定 会 对 应 于 由 状态 反馈 造成 的 不 可 观测 。 反 
过 来 ， 如 果 状 态 反馈 把 抵消 的 开 环 系统 的 自然 频率 移动 到 一 个 新 的 位 置 ， 那 么 7Xz) 的 一 个 
在 开 环 系统 中 不 是 零点 的 根 ， 就 会 在 闭环 系统 中 出 现 ， 所 以 my(z) 和 a(z) 之 间 的 原始 对 消 
就 不 会 在 nCz) 和 v(z) 中 出 现 。 这 对 应 的 情况 是 ， 开 环 系统 的 一 个 不 可 观测 但 是 可 达 的 模 
式 现在 变 成 了 可 观测 的 一 一 并 且 继 续 保 持 可 达 的 一 一 闭环 系统 的 模式 。 

对 于 CT 情况 ， 可 以 采用 同样 的 类 似 方 法 来 处 理 ， 上 面 所 讨论 的 这 一 点 上 的 变化 情 
况 ， 读 者 应 该 是 很 熟悉 的 ， 所 以 这 里 省 略 细节 。 

船舶 航向 状态 反馈 

再 次 考虑 例 6. 3 中 的 样本 -数据 的 DT 状态 空间 模型 ， 船 舶 以 恒定 速度 前 进 的 转向 动 


态 表示 为 
ai 1 | pra 
= + 
0 a 


qz[n 十 1] qzLn]) le 
回忆 一 下 ， 状 态 向 量 q[nj 包 括 了 采样 的 航向 误差 gi[nj 和 采样 的 船舶 转向 率 ain], WA 
都 是 在 时 间 t= 二 nT 时 进行 采样 的 ， 控 制 输入 zx[nj] 在 区 间 nT<t<nT 十 了 内 为 稻 角 的 一 个 
常数 值 。 相 同 的 模式 可 以 描述 DC 电动 机 在 分 段 恒定 电压 下 的 运动 情况 。 

为 了 实现 这 个 例子 的 目标 ， 取 a 二 1，o 王 了，p 王 了 /2， 那 么 
EN T /2 


p 


qin+1J= x[n] = Agq(n]+bzx[n] (6. 87) 

















A= (6. 88) 
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x[n] = gia ln] + gz Ln] (6. 89) 
使 得 闭环 状态 演化 矩阵 的 结果 为 
1+2,(T?/2) T+2,(T’/2) 
A+ bg? = (6. 90) 
gil 1+ g.T 
该 矩阵 的 特征 多 项 式 为 
y= (A —1— gı (T?/2))A—1—g:-T)— g: TT + g2(T’/2)) 
一 和 2 —A2 +a (T/D 十 gzT) 十 (1 一 8 CT/2) 十 gzT7 (6. 91) 
对 于 在 m Pp, 下 期 望 得 到 的 闭环 根 ， 该 多 项 式 将 会 是 
WA) = A—g)Ar gs) mA AG te) tae (6. 92) 


将 该 式 与 式 (6. 91) 比 较 ， 可 以 得 到 下 面 一 对 联 立 线性 方程 ， 对 于 所 要 求 的 反馈 增益 ， 需 要 
求解 这 对 方程 : 
































T/A2 LB 1 Wi + py 2 
= Cae (6. 93) 
—T/2 1) le Ap —1 
因此 有 
£1 1 1 fi fy F fy — 2 
= T (6. 94) 
82 T/2 T/2)| py, 71 





为 了 便于 说 明 ， 假 设 在 该 DT 模式 中 ， 希 望 获得 尽 可 能 最 快 的 闭环 响应 ， 也 就 是 之 前 在 该 
系统 观测 误差 模型 下 ， 例 6.3 所 描述 的 无 差 拍 特性 。 这 导致 了 把 两 个 闭环 自然 频率 都 放置 
#0, AT wy, =O=p, 且 v(X) 二 A*。 那 么 式 (6. 94) 表 明了 

gı =—1/T, g =—1.5/T (6. 95) 
正如 在 与 无 差 拍 观测 器 的 连接 中 指出 的 那样 ， 这 里 没有 说 明 在 有 重复 特征 值 时 如 何 分 析 系 
统 性 能 ， 但 是 在 有 为 0 重复 特征 值 的 特殊 情况 下 ， 可 以 轻易 证 明 在 这 个 二 阶 系统 下 状态 会 








在 有 限 个 步 长 最 多 两 个 步 长 一 一 内 变 为 0。 为 了 在 此 确立 这 些 内 容 ， 注 意 到 上 面 对 于 
8 的 选择 ， 可 以 得 到 
1/2 T/4 
A+ bg! = | (6. 96) 
—1/T —1/2 
所 以 
[A+ bg? |? = 0 (6. 97) 


, 其 证 明了 任何 非 零 初始 条 件 的 影响 都 至 多 会 在 两 步 内 消除 。 


在 实际 应 用 中 ， 这 样 的 无 差 拍 特性 也 许 并 不 能 达到 ， 因 为 很 大 的 控制 作用 为 一 一 这 里 
是 对 船舶 的 舵 角 的 控制 作用 力 一 一 在 本 很 小 时 是 需要 的 。 有 更 大 幅度 的 yi 和 jy。 的 值 ， 虽 
然 还 是 小 于 1， 将 对 应 于 更 慢 的 稳定 ， 并 且 因 此 要 求 较 小 的 控制 作用 力 。 在 另 一 方面 ， 在 
某 种 程度 上 ， 经 过 更 长 的 间隔 ， 对 于 下 面 的 CT 模型 预测 具有 信心 的 话 ， 那 么 在 原则 上 就 
可 以 使 用 无 差 拍 控制 规则 ， 通 过 一 个 足够 大 的 荆 来 满足 控制 约束 ， 然 后 允许 船舶 处 理 船 舵 
的 两 种 运动 : 
Zz[0]=— (1/T*)q, [0] — (1. 5/T)q2[0] 
z[1]=— C/T?) q [1] — (1.5/T)g[L1] (6. 98) 
z[n]J=0,n>2 < 
在 典型 的 应 用 中 ， 往 往 没 有 对 设备 的 状态 变量 的 直接 量 测 值 ， 而 是 仅仅 知道 控制 输入 
的 信息 ， 以 及 伴随 有 了 噪声 的 系统 输出 量 测 值 。 然 而 ， 倘 车 系统 可 以 通过 具有 式 (6. 53) 和 式 
(6. 54) 所 示 形 式 的 、 可 观测 的 (或 者 至 少 是 可 检测 的 ) 模 型 进行 很 好 的 描述 ， 那 么 运用 能 产 
生 状 态 变 量 的 渐进 收敛 估计 值 的 观测 器 ， 就 可 以 重 构 出 状态 来 。 在 下 一 节 中 ， 将 用 观测 器 
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得 到 的 状态 估计 值 来 替代 直接 状态 量 测 值 ， 并 学 习 由 这 种 变换 所 引起 的 闭环 特性 。 
6.4 基于 观测 器 的 反馈 控制 


状态 反馈 的 一 个 障碍 是 ， 状 态 的 直接 量 测 值 通常 是 不 可 获得 的 。 现 在 关注 DT 情况 ， 
但 是 对 于 CT 情况 的 处 理 用 的 是 非常 相似 的 方式 。 这 里 所 具有 的 典型 信息 是 关于 应 用 到 设 
备 上 的 控制 信号 xLnj 的 信息 ， 以 及 可 能 被 噪声 干扰 了 的 设备 输出 量 测 值 yLn]， 还 有 就 是 
该 系统 的 标准 模型 。 之 前 已 经 知道 了 如 何 使 用 这 些 信息 来 估计 状态 变量 ， 这 里 需要 利用 一 
个 观测 器 或 者 状态 估计 器 。 因 此 需要 考虑 ， 在 式 (6. 58) 中 的 反馈 控制 规则 下 ， 当 使 用 由 观 
测 器 提供 的 状态 估计 值 来 代替 不 可 获得 的 实际 状态 值 时 会 发 生 什么 。 
采用 这 种 替代 后 ， 控 制 规则 需要 修改 为 
x[n]= g" qin] + pln] = g qin] — FCn] + pln] (6. 99) 
此 时 整体 的 闭环 系统 如 图 6.8 所 示 。 
对 于 这 个 综合 的 闭环 系统 的 一 个 状态 空间 模型 来 说 ， 可 以 通过 对 构成 它 的 子 系统 ， 即 式 
(6. 1) 中 的 设备 和 式 (6. 21) 中 的 观测 器 的 表达 式 ， 进 行 组 合 来 得 到 ， 其 中 通过 zx[Ln] 和 yine 
含 了 它们 的 闭环 耦合 。 这 里 建议 使 用 向 量 


ey 
(6. 100) 
qin] 

作为 该 综合 系统 的 状态 向 量 。 这 是 一 个 2 分 量 
的 向 量 ， 它 包括 了 qin, Gln Hit RAH 
fa. Ri, MH Tn] =qln] ân] HIE AY IN 
测 误差 状态 ， 对 该 综合 系统 的 状态 向 量 的 一 个 
等 价 选择 由 下 式 设 定 
qin] 
es 图 6.8 基于 观测 器 的 补偿 器 ， 反 馈 了 一 个 个 
这 是 因为 9[n] 可 以 由 g[n] 和 6[n] 确 定 ， 反 过 计 状 态 变量 的 LTI 组 合 

K, Anh g[n] 委 [nj] 确定 。 式 (6. 101) 中 ， 对 于 组 合 系统 的 状态 向 量 的 选择 将 产生 
更 容易 说 明 的 系统 描述 ， 即 以 下 的 LTI 状态 空间 模型 : 


win] 


(6. 101) 


























qin+1] A+bg' —bg" | (q[n] b 
A _ |]. fala] 
qin+1] 0 A+ @"} (gn] 0 
I 0 
十 | wln] + | tin] (6. 102) 
I 4 








右边 第 一 个 矩阵 为 一 个 2X2 的 分 块 矩阵 (block matrix or partitioned matrix), H A+ bg? 为 
前 面 的 LXL 的 分 块 ，L XL 的 矩阵 一 bg” 在 最 开始 的 工行 与 它 相 邻 ; 在 下 方 又 有 工 X 工 的 
矩阵 4 十 pe， 位 于 最 后 的 工 列 的 下 面 。 该 矩阵 剩 下 的 部 分 被 0 填 满 ， 由 工 X 工 的 矩阵 0 所 
表示 。 另 一 个 分 块 矩 阵 与 此 类 似 。 式 (6. 102) 结 合 了 式 (6.1) 与 (6.2) 中 对 设备 的 描述 ， 以 
及 式 (6. 21) 中 对 观测 器 的 描述 和 式 (6. 99) 中 的 反馈 控制 规则 。 注 意 这 里 还 原 了 式 (6.1) 和 
AG. 2) 中 对 于 设备 的 更 加 复杂 的 表达 式 ， 而 不 是 式 (6.53) 和 式 (6. 54) 中 的 改进 的 流线型 的 
Cstreamlined) 表 达 式 ， 目 的 是 为 了 显示 在 整个 闭环 系统 上 的 设备 干扰 和 测量 噪声 的 影响 。 

式 (6. 102) 中 的 状态 衍化 矩阵 的 分 块 三 角 结 构 ， 以 及 在 对 角 位 置 上 的 块 都 是 方 阵 的 事 
实 ， 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 整个 系统 的 自然 频率 仅仅 是 A 十 bg” 以 及 A 十 be” 的 特征 值 。 等 
价 地 ， 还 可 总 结 : 在 早 前 的 记 法 中 ， 状 态 演化 矩阵 的 特征 多 项 式 是 "CA)k(A) 。 这 时 对 于 方 
阵 R 和 S 有 下 面 行列 式 恒等式 成 立 
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det 





T 
= det(R)det(S) (6. 103) 
S 





0 
这 里 对 这 个 恒等式 不 进行 证 明 。 

之 前 的 结果 表明 基于 观测 器 的 反馈 控制 规则 将 产生 一 个 具有 很 好 特性 的 闭环 系统 ， 其 
自然 频率 是 由 从 完美 状态 反馈 所 获得 的 自然 频率 和 从 观测 误差 方程 所 获得 的 自然 频率 联合 
起 来 得 到 的 。 假 如 开 环 系统 是 可 达 的 以 及 可 观测 的 ， 那么 两 组 自然 频率 都 是 可 以 随意 选择 
的 。 正 常情 况 下 ， 选 择 那 些 与 状态 反馈 模式 相关 的 、 能 够 控制 观测 误差 更 快 衰减 的 模式 ， 
这 是 为 了 在 设备 状态 偏离 所 期 望 的 状态 太 远 之 前 ， 就 能 得 到 可 用 于 反馈 控制 规则 的 一 个 合 
理 准确 的 状态 估计 。 

另 一 个 有 趣 的 事实 是 ， 在 一 个 新 的 闭环 系统 中 ， 从 p[n] 到 y[ 站 的 传递 函数 正好 是 由 完 
美 状态 反馈 获得 的 ， 也 就 是 式 (6. 81) 和 式 (6. 86) 给 出 的 传递 函数 。 原 因 是 在 计算 传递 函数 的 
条 件 下 一 一 正如 在 其 他 外 部 输入 置 为 零 时 ， 从 零 状 态 开始 的 输入 -输出 响应 一 一 保证 观测 器 
从 设备 的 相同 初始 条 件 下 (该 情况 下 人 [0]=0) 开 始 。 这 反 过 来 将 确保 在 没有 设备 故障 和 测量 
噪声 时 ， 没 有 估计 误差 ， 因 此 估计 状态 等 于 真实 状态 。 另 一 个 得 到 关于 闭环 系统 传递 函数 相 
同 结论 的 方法 是 ， 注 意 到 观测 误差 模式 不 受 外 部 输入 p[n] 或 者 任意 可 以 激励 p[n] 的 信号 的 驱 
动 ， 因 此 得 到 的 这 些 模式 从 如 四 开始 是 不 可 达 的 ， 所 以 它们 的 传递 函数 是 隐藏 的 。 

之 前 基于 观测 的 补偿 器 是 一 种 非常 普遍 且 强 大 的 控制 设计 方法 的 起 点 ， 它 可 以 用 于 处 
理 多 输入 多 输出 情况 。 随 着 对 这 个 基本 结构 的 适当 改进 ， 对 于 式 (6. 53) 和 式 (6. 54) 中 的 系 
统 ， 可 以 获得 每 一 个 可 能 的 稳定 LTI 反馈 控制 器 。 有 了 这 类 控制 器 ， 就 能 够 搜索 那些 有 和 鲁 
棒 性 质 的 控制 器 ， 其 意义 在 于 ， 它 们 对 于 模型 中 的 不 确定 性 具有 相对 的 免疫 能 力 。 对 这 些 
的 进一步 探索 将 留 给 更 专业 的 课程 。 

对 于 倒立 摆 的 基于 观测 器 的 控制 器 

考虑 这 样 一 个 设备 ， 它 的 模型 是 以 下 在 倒立 位 置 周围 的 特定 无 阻尼 摆 的 线性 模型 : 


0 0 
q(t) = 
8 





1 
qt) + 
0 





Ee (6. 104) 


其 自然 频率 为 十/8， 这 说 明 它 是 一 个 不 稳定 的 系统 。 在 例 6.4 中 了 解 了 增益 如 下 所 示 的 状态 
反馈 : 
gt [=le gel] = Fe Siel (6. 105) 
其 闭环 自然 频率 为 u My. KW, RRB 由 二 一 2， 必 二 一 3， 那 么 gl, g2=5. 
相关 的 时 间 常 数 为 1/2 二 0.5 和 1/3 二 0.33， 因 此 在 完美 的 状态 反馈 下 希望 系统 在 3X0.5= 
1. 5s 左右 达到 稳定 。 
利用 系统 的 一 个 角 位 置 g1(t) 量 测 值 ， 得 到 系统 观测 器 采用 以 下 形式 : 


QO Y 0 h 
ĝt) = q(t) + Y S (y(t) — Gi (t)) (6. 106) 
8 0 are l 








对 应 的 误差 动态 为 
£ 1 
g(t) = q(t) (6. 107) 
8+4, 0 
其 特征 多 项 式 为 
KA) = A—-4)A—-@84+4) =V’-4A—-—(8+4) (6. 108) 
KA) =V+74+10 = A+2)A4+5) (6. 109) 


因而 误差 衰减 时 间 常 数 为 1/2 二 0.5 和 1/5=0.2. H kA ZANR žE 3X0. 5=1. 5s 左右 
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达到 稳定 。 

现在 假设 反馈 被 估计 的 状态 而 非 不 可 用 的 实际 状态 ， 所 以 xz( 四 二 g qa+rpa). * 
生 的 闭环 系统 的 响应 由 图 6.9 上 边 部 分 的 一 对 极点 表示 ， 摆 角 qi(t) 在 该 反馈 控制 下 获 
得 ， 对 应 的 摆 角 的 估计 值 和 名 (直通 过 观测 器 提供 ， 并 从 其 零 状 态 开 始 ， 也 就 是 鲜 (0) 二 0， 
和 (0) 二 0。 控 制 Z() 也 如 图 6.9 所 示 ， 其 中 ， 底 部 的 一 对 图 作为 基准 ， 显 示 了 a (2 在 之 前 
设计 中 的 精确 的 状态 反馈 控制 之 下 的 情况 ， 以 及 所 需 的 在 精确 的 状态 反馈 下 的 控制 作用 力 
X(t)。 对 于 一 个 可 比较 的 控制 作用 力 ， 精 确 的 状态 反馈 可 以 处 理 一 个 10 倍 于 基于 观测 器 的 偏 
移 的 初始 偏 移 qi(0)。 


p(t)=0, 0) =0,2=0 “| 一 全 估计 的 p(i)=0, v()=0, €)=0 一 估计 的 


x(t) 由 基于 观测 器 的 反馈 产生 € /1=-7, ¢/2=-18 c(t) 由 直接 的 状态 反馈 产生 
0.15 1.5 


bts 
Groene = 
| 
HER (q,) 
4 > 
AOU 


4 4 6 
时 间 (s) 时 间 Cs) 


t/1=14, €/2=5 


控制 器 输入 (x) 
© 一 
oun ü 
控制 器 输入 (x) 
FF 
Uuocouea 





6 8 10 10 


4 4 6 
时 间 Cs) 时 间 Cs) 


图 6.9 以 上 一 对 极点 表示 了 在 反馈 控制 下 倒立 摆 位 置 gq1() 的 响应 ， 其 中 利用 了 一 个 基于 观测 器 
的 控制 器 ， 位 置 估计 值 为 6 O. WA x(z) 也 已 经 面 出 。 为 了 对 照 ， 在 精确 的 状态 反馈 下 
得 到 的 响应 在 这 一 对 极点 下 方 画 出 


基于 观测 器 的 控制 器 与 一 个 控制 输入 相关 ， 该 控制 输入 比 完 美 状态 反馈 情况 下 具有 更 大 
的 振荡 ， 这 种 情况 会 一 直 持 续 到 观测 估计 值 接近 于 设备 潜在 的 状态 值 。 一 旦 观测 器 在 LOSE 
右 收敛 ， 该 反馈 本 质 上 就 和 精确 的 状态 反馈 一 样 好 了 ， 并 且 系 统 将 在 额外 的 1. 5s 达到 稳定 。 
既然 控制 器 是 在 线性 模型 的 基础 上 进行 的 设计 ， 下 一 步骤 自然 就 是 要 仿真 控制 器 对 一 
个 摆 更 为 实际 的 、 非 线性 的 模型 的 影响 ， 从 而 确定 控制 器 运行 的 初始 条 件 的 范围 以 及 控制 
器 在 怎样 的 扰动 范围 下 性 能 仍然 能 令 人 满意 。 < 


6.5 延伸 阅读 


可 以 进一步 阅读 第 4 章 和 第 5 章 建议 的 文章 ， 它 们 包括 有 LT] 系统 中 状态 估计 和 状态 
反馈 控制 的 相关 资料 ， 例 如 LAntjLCh2]LKalj 和 [Lue]j。 一 个 由 航空 航天 和 其 他 应 用 说 明 
的 详细 的 论述 在 LFrdj 中 给 出 。 文 章 LAst] 对 于 反馈 系统 给 出 了 一 个 可 以 理解 的 、 最 新 的 说 
明 ， 包 括 状态 空间 模型 ， 以 及 结合 鲁 棒 控制 的 关键 概念 。 对 于 非 线 性 系统 的 控制 在 LKhaj] 
LSloj 和 [Vidj 中 进行 说 明 。 


习题 


基础 习题 
6.1 考虑 一 个 因果 CT 系统 ， 其 由 以 下 形式 的 状 
态 空间 模型 描述 : y(t)= ql) + dx(t) 


MD g(t) + be (2) 


157 


265 
l 
267 


158 人 信号、 系统 及 推理 


6.2 


6.3 


其 中 





eamli 
p b= š 

一 1 0 =i 

eo Als 

7 为 一 个 实 参数 。 

(a) 确定 A 的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 。 

(b) 当 输 入 恒 为 0 时， 也 就 是 对 于 cS, 
Zz(1) 二 0 时 的 情况 ， 确 定 : 

Gi) 使 状态 向 量 不 从 该 初始 值 移动 ， 也 
就 是 +>0 时 ,使 q(t) 二 q(0) 的 所 有 
非 零 初始 条 件 q0). 

GD 使 状态 向 量 OME ->oo 指 数 衰减 到 
零 向 量 的 所 有 非 零 初始 条 件 q(0)。 
注意 从 对 (b)(i) 的 回答 中 可 知 ， 系 统 不 

是 渐进 稳定 的 。 

Cc) RA y 的 所 有 值 ， 使 得 状态 空间 模型 不 
可 达 ， 并 指出 相关 的 不 可 达 的 特征 值 或 
对 于 每 个 这 样 的 y 的 特征 值 。 

(d) 对 于 由 (c) 中 得 到 的 、 使 系统 不 可 达 的 每 
Sy, 确定 具有 r0) =g q) WÉ R K 
状态 反馈 ， 在 对 反馈 增益 向 量 g” 进行 适 
当选 择 下 ， 是 否 可 以 使 系统 渐进 稳定 。 
一 定 要 说 明 你 的 理由 。 

考虑 DT LTI 状态 空间 模型 


一 上 下 1 0 
qin+1J= | jaf | 可 
o = 1 


y[Lnj= [一 0.5 1]g[n] 
(a) 清楚 地 计算 其 从 输入 zx[nj 到 输出 yLnj 的 
传递 函数 H(z). A Ee r E 
的 地 方 吗 ? 请 解释 一 下 原因 。 你 应 该 能 
够 从 计算 得 到 的 H(z) PAE AS 
为 可 达 且 可 观测 的 ， 说 明理 由 。 系 统 是 
渐进 稳定 的 吗 ? 
现在 假设 LTI 状态 反馈 为 以 下 形式 

ain] = g'qin]+ pln] 

其 中 ，g 为 一 个 增益 向 量 ，p[Lnj 为 一 个 
新 的 外 部 输入 。 如 何 选 择 g， 会 使 该 系 
统 的 闭环 特征 值 (或 自然 频率 ) 为 土 0. 5。 
分 别 对 应 于 这 些 特征 值 的 特征 向 量 为 多 
少 ? 从 p[nj 得 到 的 闭环 系统 仍然 是 可 达 
的 吗 ? 从 yLnj 得 到 的 闭环 系统 仍然 是 可 
观测 的 吗 ? 
4 g 的 选择 和 (b) 中 一 样 时 ， 该 闭环 系统 
从 输入 xz[nj 到 输出 y[Lnj 的 传递 函数 
F(z) 为 多 少 ? 注意 你 在 (a) 和 (b) 中 的 回 
答 ， 解释 ( 用 极点 、 零 点 、 对 消 等 等 ) 发 
生 了 什么 从 而 产生 了 该 传递 函数 。 
一 个 给 定 的 系统 不 是 渐进 稳定 的 ， 但 是 
BIBO 稳定 的 。 请 问 有 可 能 让 基于 观测 器 的 


(b 


Y 


(c 


VY 


反馈 使 系统 实现 渐进 稳定 吗 ? 解释 理由 。 
6.4 一 个 二 阶 CT 因果 工 TI 系统 由 一 个 以 下 形式 
的 状态 空间 模型 描述 


= g(t) + bel) 


y(t)= e'q(2) 





图 P6.4 
qı (0) 1 
如 果 q0) = = | | IF AX 10 有 
q2(0) 0 





X(t) 二 0， 可 以 得 到 


1 


在 另 一 方面 ， 如 果 q(0) = | | 并 且 对 二 0， 


1 
有 z(t) 二 0， 可 以 得 到 


1 
q(t) = e* 
1 


(a) 系统 的 两 个 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 
是 什么 ? 

Cb) 确定 矩阵 A. 
现在 假设 在 以 上 所 示 的 状态 空间 表达 式 
中 ， 已 知 


0 
o= f]: EL 下 人 
1 


(c) 确定 系统 是 否 是 可 达 的 。 

(d) 确定 系统 是 否 是 可 观测 的 。 

Ce) 和 cz 如 上 所 示 ， 并 且 g(O) =O 时 ， 那 

么 对 应 于 每 个 有 界 的 输入 z(t)， 输 出 

VORA RNG? 也 就 是 说 ， 该 系统 为 

BIBO 稳定 的 吗 ? 

现在 让 状态 反馈 c0) =g q4), 其 中 

g'=Lg: eg]. 

(i) 有 可 能 通过 选择 ( 实 ) 常 数 gj 和 g, M 
而 使 系统 渐进 稳定 吗 ? 如 果 这 样 的 gi 
和 go 存在 的 话 ， 你 不 必 实 际 计算 出 来 。 

Gi) 如 果 限 定 g 为 0， 有 可 能 通过 选择 
一 个 常数 g 从 而 使 系统 渐进 稳定 
吗 ? 如 果 这 样 的 gi 存在 的 话 ， 你 不 
必 实 际 计算 出 来 。 

Gii) 如 果 限 定 g 为 0， 有 可 能 通过 选择 
一 个 常数 g 从 而 使 系统 渐进 稳定 


¢ 


VY 


6.5 


6.6 


6.7 


吗 ? 同样 ， 如 果 这 样 的 g: 存在 的 
话 ， 不必 实际 计算 出 来 。 
考虑 一 个 因果 DT LTI 系统 


1 
4[2 十 1] = oo 





0 1 
+ | Em i | | wln] 
1 0 


其 中 ，zx[nj] 为 控制 输入 ，w[Lnj] 为 干扰 输入 。 
(a) 系统 的 自然 频率 为 多 少 ( 即 状态 演化 矩阵 
的 特征 值 为 多 少 )? 系统 是 渐进 稳定 
的 吗 ? 
(b) 假设 你 使 用 了 LTI 状态 反馈 
ain] = gq [n] + gzg Ln] 
如 何 选择 增益 gi 和 g: ， 从 而 产生 闭环 
特征 多 项 式 <(z 十 0.5)? 在 此 选择 下 ， 
写 出 描述 闭环 系统 状态 演化 的 矩阵 的 特 
征 值 ， 并 计算 出 相关 的 特征 向 量 。 
(c) 假设 系统 的 输出 为 yinlJ=alnl. 4 
ZX[nj 的 选择 和 (b) 中 一 样 时 ， 该 闭环 系 
统 是 可 观测 的 吗 ? 
(d) 当 x[nj 的 选择 和 (b) 中 一 样 ，y[n] 的 选 
择 和 (c) 中 一 样 时 ,该 闭环 系统 从 wena] 
到 y[nj] 的 传递 函数 是 多 少 ? 
Ce) 利用 (b)、(c) 和 (d) 的 结果 ， 用 两 种 不 同 
的 方式 确定 该 闭环 系统 从 干扰 输入 wa] 
中 是 否 是 可 达 的 。 
一 个 同步 发 电机 的 动态 通过 以 下 形式 的 模型 
确定 : 
dacs) 
dt? 
其 中 ，0(2) 为 发 电机 的 (相对 的 ) 角 位 置 ，T(z) 
为 作用 在 其 上 的 ( 归 一 化 的 ) 外 部 转 矩 ， 参 数 a 
为 正 ， 但 8 可 正 可 负 。 写 出 该 系统 的 状态 空 
间 模 型 。 然 后 ， 假 设 T(7) 为 一 个 正 的 常数 值 
TQ) 二 了 T， 确 定 了 的 取 值 可 以 使 系统 : 
G) 没有 均衡 解决 方案 (equilibrium solutions) 。 
Gi) 当 0(#)=0 且 在 [0，2xj 范 围 内 时 ， 有 一 
个 均衡 解决 方案 。 
GD 40) =0 HELO, 2x HAAR, AB 
个 均衡 解决 方案 。 
写 出 在 问题 (iii) 所 得 的 两 个 均衡 解决 方案 下 
的 两 个 线性 化 模型 ， 用 以 下 标准 形式 来 表达 
这 两 个 模型 ; 
q(t) = Aq (t) + bx (t) 
通过 检查 你 是 否 可 以 利用 LTI 状态 反馈 获得 
一 个 任意 闭环 特征 多 项 式 ， 来 确定 它们 每 一 
个 的 可 达 性 。 
一 个 DT 系统 的 状态 演化 由 以 下 表达 式 
描述 : 


+ p22 tasingt) = TU) 


6.8 


69 
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gin+1] = Aq[n] + bz[n] 
其 中 ， 
A hg 


=e, Dal 


a 和 6 为 实 常数 。 和 矩阵 和 A 在 入 二 0.5 有 一 个 特 


A 





2 
征 值 ， 对 应 的 特征 向 量 为 v = | | F 


(a) 确定 参数 a MB, BARI A 及 其 
对 应 的 特征 向 量 ve 。 

(b) 该 系统 是 渐进 稳定 的 吗 ? 也 就 是 说 ， 在 
零 输 入 情况 下 ， 对 于 任意 初始 条 件 ， 状 
态 向 量 会 逐渐 衰减 到 0 吗 ? 

该 系统 的 状态 在 每 个 nn 时 刻 被 测量 ， 

并 根据 以 下 关系 被 用 作 输 入 的 状态 反馈 
x[n] = g"qLnj+ pln] 
其 中 ，p[nj] 为 闭环 系统 的 输入 。 

O 如 果 可 能 ， 定 义 一 个 g"， 使 得 该 闭环 系 
统 的 特征 值 为 0.5 和 0。 如 果 不 可 能 ， 
清楚 地 解释 为 什么 。 

考虑 一 个 线性 动态 系统 

qt) = Aq(t) + ber (t) 
y(t)= e' q(t) 


0 1 1 j! 
Eula lo, 

2 0 0 

(a) 该 系统 可 达 吗 ? 证 明 你 的 答案 。 

Cb) 假设 该 系统 的 状态 是 可 求 得 的 ， 希 望 利 


用 状态 反馈 来 控制 系统 的 模式 。 产 生 的 
闭环 系统 如 图 P6. 8 所 示 。 


其 中 , A= 








对 应 的 状态 空间 方程 为 
q(t) = Aq(t) + b( p(t) + g q(t)) 
y(t) = eT q(t) 
Gi) 有 可 能 通过 对 增益 g 的 合适 选择 从 
而 能 任意 放置 该 系统 的 自然 频率 或 
者 特征 值 吗 ? 
GD 找到 一 个 增益 g 使 得 该 闭环 系统 的 
自然 频率 或 特征 值 为 一 2 和 一 1。 
考虑 在 如 图 P6.9 所 示 的 一 个 磁悬浮 系统 中 
的 悬浮 球 。 该 悬浮 球 的 动态 特性 由 以 下 状态 
方程 描述 ， 其 中 a (?) 为 垂直 位 置 ，g; OH 
球 的 垂直 速度 : 


‘go = Ag (t) + be (4) 
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y(t) = c'q(t) 





图 P6.9 


(a) 确定 该 系统 的 特征 值 和 特征 向 量 。 

(b) 确定 c 的 所 有 可 能 的 值 ， 使 得 系统 BIBO 
稳定 。 

(c) 确定 通过 使 用 以 下 形式 的 状态 反馈 ， 是 
否 可 能 放置 该 系统 的 自然 频率 或 特征 值 
FEB ASHE. 

x(t) = g'q(2) 

(d) 假设 状态 变量 不 能 直接 测量 ， 但 是 输入 
z(t) 和 输出 y(t) 都 采用 c =([1 0]。 想 
要 基于 以 下 方程 估计 系统 的 状态 : 


AID _ A RG) + brt) — ey) — Ht)) 


dt 
$(t) = eT Q(t) 
He, qOW q(t) 的 估计 值 。 可 以 通过 
选择 增益 向 量 ， 使 得 状态 估计 的 误差 渐 
进 训 减 吗 ? 
6. 10 在 这 个 问题 中 ， 考 虑 利用 状态 反馈 来 稳定 
如 图 P6. 10 所 示 的 倒立 摆 ， 在 长 度 为 工 的 
无 质量 杆 的 端 部 有 大 小 为 m 的 质点 。 





对 于 小 9， 6 (D 一 站 0(D 十 z(D， 在 采用 某 


些 合适 的 单位 时 ，g 是 重力 加 速度 ，xz(?) 是 
外 加 转 矩 。 相 关 的 状态 空间 自然 就 如 下 











所 示 : 
qı (t) RRE D [NE AEA 0 
q(t) = = = x(t) 
gz (t) g/L 0) (we) 1 
= Aq (t) + bx (t) 


HH, a=, D=, WFR 

个 问题 ， 选 择 g/L=16. 

(a) 确定 状态 演化 矩阵 A 的 特征 值 和 相应 
的 特征 向 量 。 

(b) 确定 从 输入 zx(z) 到 输出 0(2) 的 输入 - 输 


出 (ZSR) 传 递 函 数 。 

(c) 确定 一 个 对 于 初始 条 件 的 非 零 选择 ， 使 
得 状态 向 量 qO EERME O. 

(d) 考虑 使 用 状态 反馈 ， 即 选择 z(D) 一 8 qd), 
其 中 ，g 是 反馈 增益 。 确 定 关 于 g 的 约束 
条 件 ， 使 得 系统 是 稳定 的 。 

Ce) 在 这 个 系统 中 使 用 状态 反馈 时 要 求 测 量 


NOM 9(D)。 通 过 选择 具有 x(t) 二 a0(1) 
(其 中 a 是 一 个 标量 常数 ) 的 形式 的 rO), 
是 否 有 可 能 使 系统 稳定 。 

Cf) 假设 现在 只 有 关于 角度 OC) CB gq CD) 
的 不 准确 的 测量 结果 ， 因 此 可 用 的 量 是 


qı (t) 


y= [1 0) | | c(t) 


qz (t) 
= 0g(t) 6G) 
ip, ORM RM OORE. WM 
想 要 通过 使 用 对 于 状态 的 估计 而 不 是 
实际 状态 来 使 系统 稳定 ， 为 了 获得 
qo Rita). Fl A BE wh AS CBN 
PE A 和 向 量 b ) 的 知识 以 及 (不 精确 
的 ) 量 测 值 y(t) 产 生 8( 四 的 状态 空间 模 
型 如 下 
dao ZAIO + br (2) 


; 
b 
找到 状态 空间 描述 控制 的 测量 误差 ， 并 
EMA TO) =i) ÂU), BNF BTA AE 


下 式 的 E 和 ff: 

dD = EY + few 
你 能 选择 A 和 4 使 得 误差 方程 的 自然 
频率 是 稳定 的 吗 ? BH, HHA 和 fi， 


使 得 自然 频率 为 一 4 以 及 一 3。 
(g) 当 角速度 有 一 个 含 噪声 的 测量 时 ， 即 


(ye (2)) 





qı (t) 
y(t) = [0 | + (2) 
q (t) 
重复 完成 之 前 (f) 的 问题 。 


h) 使 用 定义 在 (人 中 的 4 和 《;， 给 出 一 个 
系统 状态 空间 的 表达 式 ， 该 表达 式 可 
通过 结合 倒立 摆 的 状态 空间 表达 式 和 
人 (0 的 状态 空间 表达 式 来 获得 ， 以 及 
利用 作为 反馈 的 估计 状态 : 


六 


G2 (t) 

系统 的 特征 多 项 式 为 多 少 ? 你 可 以 选 
择 加 和 为 ， 使 得 整个 系统 在 自然 频率 
为 一 1、 一 2、 一 3 和 一 4 下 稳定 吗 ? 


z(t) = [7 nl 





6.11 一 个 特定 的 二 阶 CT 因果 LTI 系统 有 自然 
频率 A,=—3 MA=—4, 它们 为 控制 状态 
演化 的 矩阵 的 特征 值 。 相 关 的 特征 向 量 分 


别 表示 为 v 和 wm 。 系 统 的 输入 -输出 传递 


函数 为 
E- sel 
Hs) = is naa 
(a) 系统 是 可 达 的 吗 ? 是 可 观测 的 吗 ? 解释 
原因 。 


(b) 假设 系统 最 初 没有 工作 ， 也 就 是 ， 其 
初始 状态 为 0。 现在 有 可 能 选择 下 面 
的 输入 方式 吗 ? 即 在 整个 运动 中 ， 状 
态 沿 着 特征 向 量 开始 运动 ， 而 没有 
任何 沿 着 v 的 分 量 。 人 和 仔细 解释 你 的 
答案 。 

假设 以 上 系统 的 输出 应 用 到 另 一 个 因果 
二 阶 LTI 系 统 的 输入 中 ， 另 一 个 系统 
的 传递 函数 为 


G(s) = 


Ce 


VY 


Rr 

s(s+5) 

组 合 系统 的 输入 为 第 一 个 系统 的 原始 输 
和 人 和， 组 合 系统 的 输出 为 第 二 个 系统 的 输 
出 ， 如 图 P6. 11 所 示 。 


stl 
(s+3) (s+4) 
图 P6.11 


G) 该 组 合 系统 的 状态 空间 表达 式 中 有 
多 少 状态 变量 ? 该 组 合 系统 的 自然 
频率 为 多 少 ? 

Gi) 该 组 合 系统 是 渐进 稳定 的 吗 ? 解释 
原因 。 

GID 该 组 合 系统 从 第 一 个 系统 的 输入 
是 可 达 的 吗 ? 从 第 二 个 系统 的 输 
出 是 可 观测 的 吗 ? 解释 原因 。 

Civ) 如 果 想 要 利用 第 一 个 系统 的 输入 
测量 值 和 第 二 个 系统 的 输出 量 测 
值 为 该 组 合 系统 构建 一 个 观测 器 ， 
你 可 以 得 到 观测 器 的 估计 误差 使 
HEM? 如 果 不 可 以 ， 为 什么 ? 
如 果 可 以 ， 你 能 够 使 得 误差 衰减 





(s+3) 
s(s+5) 





得 任意 快 吗 ? 
6.12 假设 一 个 DT 设备 的 方程 及 其 观测 器 如 下 
所 示 。 
设备 : 


qin + 1]= Ag[{n]+ bzr[Ln] 
yLn]= e'q[n]+dz[n] 
观测 器 : 
in + 1]= A Gin) + br [n] — eyin] — Sn) 
SEn]= c" ĝln] + dz[n] 
(a) 假设 设备 的 初始 条 件 未 知 ，4 二 0( 也 就 
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是 ， 在 观测 器 中 没有 误差 反 馈 )， 并 且 
观测 器 的 初始 条 件 为 零 。 如 果 


0 il 1 
BD aah ae 
20.2 2 


ch =r OW Aeyedie=s0 
描述 输出 误差 外 nj 一 y[nj 以 及 状态 误 
Æ gLnj 一 外 tj 在 n 宇 0 时 的 时 间 特 性 。 
(b) 如 果 A、b、c 和 d Wa PMA, He 
系统 是 否 是 可 观测 的 。 
(Cc) 确定 对 向 量 & 的 选择 ， 使 得 控制 状态 估 


计 误 差 套 减 的 特征 值 为 二 和 6 。 
高 级 习题 


6. 13 (a {Rix MA P6. 13 所 示 的 系统 1 的 传递 函 
BON 


A= 





s 1 


so 一 放 


P6. 13 


G 为 系统 1 找到 一 个 一 阶 的 状态 空间 
模型 ， 利 用 gi (四 来 表示 其 状态 变量 
并 进行 整理 ， 使 得 yi OH=q + 
a(t). 

GD 你 为 系统 1 找到 的 状态 空间 模型 是 
可 达 的 吗 ? 是 可 观测 的 吗 ? 是 渐进 
稳定 的 四? 

Cb) 假设 如 图 P6. 13 所 示 的 系统 2 由 以 下 一 
阶 状态 空间 模型 描述 : 
dz (t) = pq (t) + r: (t) 
yo (t) = 2qz (t) 
Hp, 为 一 个 参数 ， 并 且 已 知 /天 1。 
Gi) 系统 2 的 传递 函数 H (5) 为 多 少 ? 
Gi) 对 于 的 什么 值 ， 如 果 有 的 话 ， 能 
使 系统 2 的 状态 空间 模型 为 不 可 达 
的 吗 ? 为 不 可 观测 的 吗 ? 为 渐进 稳 
定 的 吗 ? 

Ci) 结合 (a) 和 (b) 中 的 状态 空间 模型 来 
得 到 一 个 以 下 形式 的 二 阶 状态 空间 模型 
g(t)= Aq (t) + br, (t), 
yo (t) = e' g(t) + dzi (2) 


Hi (s) = 








Tae 


Ce 


w 


qı (t) 
对 于 图 P6. 13 的 整个 系统 ， 利 用 | 作 
Qt 


为 整个 的 状态 向 量 q0), 21 (7) 作 为 整个 系 

统 的 输入 ，y (2) 作 为 整个 系统 的 输出 。 

Gi) 利用 (c) (CD 中 的 模型 ， 计 算 从 z (2) 
到 y: (1) 的 传递 函数 Hs), FUERA 
CF HOH: Gs 

GD (cCD 中 人 4 的 特征 值 为 多 少 ? 检 


161 
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查 以 确定 你 计算 的 特征 值 与 (i) 
中 你 期 望 的 特征 值 是 一 致 的 。 与 
这 些 特征 值 相关 的 特征 向 量 是 
什么 ? 

Civ) 存在 人/ 值 ， 对 于 该 值 可 以 找到 非 零 
的 初始 条 件 q(0)， 使 得 可 以 产生 的 
FWA qO ERE zi (1) =0 时 
的 结果 ) 随 着 to EMBO. HK 
BRAM pf, 并 对 于 每 一 个 p 
确定 所 有 产生 以 上 衰减 的 零 输 入 解 
的 初始 条 件 。 

(v) 对 于 为 何 值 ， 如 果 存 在 的 话 ， 使 
得 (让 中 的 整个 系统 : 

@ 是 不 可 达 的 ， 哪 个 自然 频率 是 不 
可 达 的 ? 

@ 是 不 可 观测 的 ， 哪 个 自然 频率 是 
不 可 观测 的 ? 

根据 图 P6. 13 中 的 零 极 点 对 消 来 说 明 你 

的 结果 。 

假设 你 可 以 测量 状态 变量 gn (CL) A qs (2)， 

从 而 能 选择 

x (t) = gig) + gg) 

产生 的 闭环 系统 仍然 由 一 个 二 阶 LTI 

状态 空间 模型 描述 。g1 和 go 取 何 值 会 

造成 闭环 系统 的 自然 频率 为 一 1 土 j1? 

你 可 以 利用 来 表示 你 的 答案 。 确 定 p 

值 ， 以 使 得 对 g& 和 gs 的 表达 式 存 在 

有 限 的 幅度 ， 并 使 得 你 的 答案 与 (v) 中 

的 结果 一 致 。 

假设 你 只 能 测量 输入 zi (2 和 输出 

yz (t)。 完 整地 确定 估计 状态 变量 q) 

Al (OME, KDHE, Bt 

实际 和 估计 的 状态 变量 之 间 的 误差 可 

以 表示 为 两 个 衰减 的 、 时 间 常 数 分 别 

为 0.5 和 0.25 的 指数 项 的 一 个 线性 组 

合 的 方式 。 你 的 估计 方案 对 于 所 有 的 y 

值 都 有 效 吗 ? 同样 ， 使 得 你 的 答案 与 

(Vv) 中 的 结果 一 致 。 

假设 具有 给 定 的 状态 空间 模型 g(t) = Ag (十 

hr(t)， 以 及 输出 方程 yt) 二 c q(t)， 其 中 ， 

0 1 0 0 
0 0 1 
一 12 —19 —8 
CO 
事实 证 明 对 于 A Alb ERA, Tie 
阵 A 的 最 后 一 行 具体 为 什么 数值 ， 都 有 
1 


(d 


VY 


Ce 


w 


A= > b= 














1 


| 人 
CL an ete AD | 
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知道 下 式 同样 可 以 帮助 你 解决 这 个 问题 

sh + 8s? 十 19s 十 12 = (s+1)(s+3)(s+4) 

(a) 找到 系统 的 特征 多 项 式 、 自 然 频 率 或 
模 态 频率 (例如 ，4 的 特征 值 )、 相 关 
的 振 型 ( 即 特 征 向 量 ) 以 及 传递 函数 
H(s)。 系 统 是 可 达 的 吗 ? 系统 是 可 
观测 的 吗 ? 如 果 你 发 现 系统 是 不 可 达 
的 或 者 不 可 观测 的 (或 者 两 者 都 不 
是 )， 确定 哪个 模式 或 者 哪些 模式 分 
别 是 不 可 达 的 或 者 不 可 观测 的 (或 者 
两 者 都 不 是 ) 。 

Cb) 假设 实现 了 状态 反馈 控制 c(t) =g q(t) + 
p(t)。 确 定 怎 样 选择 g" 可 以 使 闭环 系统 
的 特征 多 项 式 等 于 

(s+1)(s+3)(s+5) 

对 于 状态 反馈 增益 的 这 个 选择 ， 闭 环 
系统 的 振 型 是 什么 ? 从 p(y) 到 yO 
传递 函数 是 什么 ”闭环 系统 从 ply) 中 
是 可 达 的 吗 ? 闭环 系统 从 yo PRA 
观测 的 吗 ? 如果 你 认为 系统 是 不 可 达 
的 或 者 不 可 观测 的 (或 者 两 者 都 不 
是 )， 确 定 哪 个 模型 或 者 哪些 模型 分 
别 是 不 可 达 的 或 者 不 可 观测 的 (或 者 
两 者 都 不 是 ) 。 

(c) 对 于 如 下 情况 ， 重 复 (b) 中 的 问题 ， 其 
中 期 望 的 闭环 系统 特征 多 项 式 如 下 

(st1)(s+2)(s+4) 

在 如 下 CT 二 阶 LTI 状 态 空间 系统 中 ，z(b 

是 已 知 的 标量 输入 ， 取 是 未 知 的 常数 标量 

干扰 ， 且 被 加 入 到 已 知 的 输入 中 ，y() 是 

WEAH, qO ERSE, HEA q0) 

和 qo (2) IAAP : 


0 ai bı n 
4t) = q) 十 (x(t) +w) 


1 az 

yt)= [0 1] 

这 里 的 方案 是 将 多 视 为 第 三 个 状态 变量 ， 

然后 通过 观测 器 来 估计 它 ， 最 后 利用 这 个 

估计 去 消除 干扰 的 影响 。 假 设 a 和 a, 使 系 

统 具 有 相 异 的 特征 值 。 

(a) 首先 确定 具体 在 怎样 的 参数 条 件 下 ， 
给 定 的 二 阶 系统 从 输出 y( 刀 是 可 观 
测 的 。 

Cb) 现在 确定 具体 在 怎样 的 参数 条 件 下 ， 给 
定 的 二 阶 系统 从 输入 x(t) 是 可 达 的 。 
无 论 你 从 (a) 和 (b) 中 确定 了 应 该 满足 什 
么 条 件 ， 均 假设 下 面 给 定 的 系统 都 是 可 
观测 的 和 可 达 的 。 

(c) 设 qs (?)== 硬 为 第 三 个 状态 变量 , 在 已 
知 输入 x(t) (不 含 干扰 成 分 ) 以 及 相同 
的 输出 y(t) 的 情况 下 ， 写 出 新 的 三 阶 


bz 


LTI 状态 空间 模型 。 

(d) 假设 你 现在 要 对 从 (c) 中 得 到 的 三 阶 系 
统 构造 一 个 观测 器 ， 利 用 观测 器 增益 
Wh. boy bs 馈送 输出 误差 y(?) IA) 
进入 实时 的 模拟 器 ， 这 个 模拟 器 形成 
了 观测 器 的 核心 。 写 出 3X3 4 
阵 ， 其 特征 值 控制 观测 误差 的 时 间 演 
化 ， 以 及 写 出 相关 的 特征 多 项 式 。 

Ce) 原始 系统 的 参数 ar. ar. bi 和 bs Ett 
么 条 件 下 ， 是 保证 下 述 结论 的 充分 必要 
条 件 : 通过 对 观测 增益 的 适当 选择 ， 保 
证 Cd) 中 由 特征 值 控制 的 观测 器 的 误差 
EMT WER AHMAR 
中 。 说 明 这 个 条 件 也 是 原始 二 阶 系统 的 
极点 和 (或 ) 零 点 的 条 件 。 

Cf) 假设 满足 (e) 中 的 条 件 ， 确定 观测 增益 ， 
使 特征 值 控制 的 观测 误差 在 一 1、 一 2 
和 一 3 处 衰减 ， 由 系统 参数 ais ay bı 
和 表示 增益 。 

(g) 现在 设 xz() = 二 一 多 (1)， 其 中 多 (办 是 
时 刻 对 常数 干扰 w ATH. Soe 
经 收敛 于 而 时 ， 对 于 系统 这 将 消除 常 
数 干 扰 环 的 影响 。 确 定 整 个 六 阶 闭环 
系统 的 特征 多 项 式 (提示 : 它 是 你 能 非 
常 直接 写 出 来 的 两 个 三 阶 多 项 式 的 乘 
积 )。 六 次 特征 多 项 式 的 根 应 该 有 一 个 
在 0 处 ， 这 对 应 于 一 个 事实 : FRE 
量 环 会 固定 取 某 些 值 。 怎 样 的 条 件 可 
以 保证 剩余 的 根 全 部 严格 地 位 于 左 半 
平面 ? 


扩展 习题 


一 个 由 分 段 常 数 转 矩 驱 动 的 旋转 机 械 的 模 
型 采用 以 下 状态 空间 : 


alkt+ 1] 
+t-| |- 
qzLk 十 1] 


T*/2 
HS | 加 
T 
=Aq[k] + bx[k] 
其 中 ， 状 态 向 量 gL8j 包 含 了 旋转 体 的 位 置 
qiLk] 和 速度 qlk], 且 在 时 间 :一 AT 时 被 采 
RE; clk) Wee HE KE 1I 委 :AT 十 工 内 的 
一 个 常数 值 。 假 设 对 于 这 个 问题 有 T 一 0. 5。 
(a) 该 系统 是 渐进 稳定 的 吗 ? 注意 该 模式 没 
有 相 异 的 特征 值 。 为 了 回答 这 个 问题 ， 
你 也 许 应 该 调用 稳定 性 结果 ， 该 结果 只 
对 相 异 特征 值 的 情况 进行 了 证 明 ， 但 是 
也 对 此 声明 过 它 对 一 般 情 况 有 效 。 或 
者 ， 用 一 个 更 加 直接 且 更 加 令 人 满意 的 
说 法 ， 你 可 以 试 着 找到 该 情况 下 4 项 


P 











qı a 


0 1 q2 [Ck] 


第 6 章 状态 观测 器 和 状态 反馈 


的 一 般 表 达 式 。 计 算 A” 和 A'”。A* 的 
项 随 着 上 线性 增长 吗 ? 随 着 平方 增长 
吗 ? 随 着 指数 增长 吗 ? 

Cb) 假设 使 用 以 下 形式 的 一 个 位 置 反 馈 控制 
规则 : 

alk] = yq [k] 

写 出 该 闭环 系统 的 状态 空间 模型 ， 并 得 
出 其 特征 多 项 式 的 表达 式 。 可 以 选择 7 
使 得 该 闭环 特征 多 项 式 的 根 在 任意 自 共 
mee? 也 就 是 ， 复 数 根 为 一 共 
Xt. 

Co) 假设 使 用 以 下 形式 的 一 个 状态 反馈 控制 
规则 : 


qı Ck] 
alk] = [7 YJ | | 
92 Ck] 


写 出 该 闭环 系统 的 状态 空间 模型 。 

在 (c) 中 的 增益 n 和 Y; 选择 什么 值 ， 
可 以 使 得 该 闭环 系统 的 自然 频率 为 土 
0.6， 对 应 的 闭环 特征 多 项 式 为 (z 一 
0.6)(z 十 0.6)。 在 此 增益 选择 下 ， 且 
qmlo|=4, qo L0]=1 时 ， 确定 并 画 出 
0 入 & 受 20 时 的 qi [8]、gqz [Rj 以 及 z[k]。 
(c) 和 (d) 中 的 状态 反馈 规则 假设 已 经 
获得 了 精确 的 位 置 和 速度 量 测 值 。 假 
设 替 代 现 在 所 知 的 只 是 一 个 带 噪 声 的 
位 置 量 测 值 ， 因 此 现在 可 利用 的 量 为 


Qi [k] 
ylkJ= [1 al : [+e 


q Lk 
= c"q[k] + glk] 
其 中 ，t[k] 为 未 知 的 噪声 。 一 个 估计 实 
际 位 置 和 速度 的 方式 是 利用 一 个 观测 
器 ， 其 形式 为 
glk +1] =A Gk] + blk] 


(d 


VY 


(e 


VY 


4, 
= $ [ome CEAD) 
2 
XE] A gL&j] 的 估计 值 。 记 观测 误 
HAT kI=qlk]—Glk]. Me TLl 
足 的 状态 空间 方程 。 

如 旋转 机 械 的 例子 所 示 ， 通 过 观测 
增益 的 合适 选择 ， 可 以 获得 该 误差 方程 
AMER AA RM. A 和 刀 为 
什么 值 时 ， 可 以 使 误差 方程 的 自然 频率 
为 0 和 0.25? 在 此 观测 增益 选择 下 ， 
且 g [LO0] 王 4， gz [0] 王 1， a Lo]=0, 
@lol=onm, Eå CIAA: [AIS ed) 
中 所 得 的 qi CAJA qo LA] BY PEAT He BE, 
这 里 仍然 假设 clk] a (c) Cd) 所定， 并 
假设 测量 噪声 为 0， 即 cle ]=0. 

另外 ， 当 存在 在 每 时 刻 独立 同 分 
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布 的 零 均 值 测量 噪声 红 *] 时 ， 探 讨 估 
计 误 差 会 发 生 什 么 情况 ， 比 如 ， 对 某 
些 c>>0， 在 每 时 刻 取 值 为 十 c 或 一 c 的 
概率 相同 。 
通过 将 观测 器 与 机 械 模 型 组 合 在 一 起 得 
到 一 个 系统 ， 使 用 下 列 的 控制 规则 ， 得 
出 这 个 系统 的 状态 空间 描述 
â [k] 
z[k] = [yy x] | | 
G2 Lk] 
268 而 不 要 使 用 (c) 中 的 状态 反馈 规则 。 
你 会 发 现 利 用 下 面 的 状态 向 量 会 更 加 


(£ 


w 


278 方便 : 


qı [k] 
q2 [Ck] 
Tı Lk] 


TLR] 

在 (d) 和 (e) 中 的 相同 初始 条 件 下 ， 假 设 测 
量 误差 为 零 ， 计算 qı Le]. alk] Mm z[k], 
并 画 出 其 图 形 。 你 注意 到 了 利用 估计 状态 
的 反馈 ， 而 不 是 实际 状态 的 反馈 的 任意 结 
果 了 吗 ? 

同样 ， 当 存在 零 均值 测量 噪声 时 ， 探 
讨 图 中 会 发 生 什么 。 


第 / 章 
概率 模型 


前 面 的 章节 重点 讨论 了 确定 性 信号 (deterministic signal)。 在 本 章 及 后 续 章节 中 ， 讨 
论 的 范畴 将 延伸 到 基于 概率 模型 的 信号 ， 即 随机 信号 或 者 随机 过 程 。 为 了 介绍 这 种 重要 类 
型 的 信号 ， 本 章 先 简要 回顾 概率 和 随机 变量 的 基础 知识 。 或 许 你 们 在 以 前 的 课程 中 已 经 学 
习 过 这 些 基 本 概念 ， 这 里 的 复习 除了 为 参考 相关 知识 提供 方便 外 ， 也 为 了 便于 建立 相应 的 
符号 记 法 。 后 续 章节 将 根据 这 些 概 念 来 定义 随机 信号 ， 考 察 它们 的 特性 ， 探 讨 信号 估计 和 
检测 的 方法 。 


7.1 基本 概率 模型 


一 个 基本 概率 模型 包含 以 下 3 部 分 (如 图 7. 1 所 示 ): 

(1) 样本 空间 (sample space) Y Æ Æ 祥 本 空间 多 
随机 试验 中 出 现 各 种 可 能 结果 y 的 集合 。 
这 里 要 求 每 次 试验 必 产生 且 仅 产生 一 种 
结果 。 

(2) 事件 代数 (event algebra) 是 样本 
空间 子 集 的 集合 ， 即 指 样 本 空间 中 可 能 发 图 7.1 样本 空间 和 事件 
生 的 事件 一 一 可 以 是 某 些 基本 事件 的 并 
集 、 交 集 或 补 集 ， 而 这 些 事件 本 身 都 存在 于 样本 空间 的 子 集中 。 需 要 注意 的 是 ， 事件 的 交 
集 也 可 以 由 并 集 和 补 集 来 表示 。 如 果 某 一 特定 事件 发 生 了 ， 就 意味 着 试验 的 结果 存在 于 该 
事件 的 子 集 中 。 因 此 ， 集 合 亚 对 应 的 事件 是 “必然 事件 ”， 因为 它 总 会 发 生 。 那 么 空 集 儿 
对 应 的 事件 是 “不 可 能 事件 ”， 因 为 它 从 来 没有 发 生 过 。 

(3) 可 能 性 度量 (probability measure) 是 将 每 一 个 事件 A 与 其 发 生 的 概率 P(A) 关联 
起 来 ， 并 有 以 下 结论 : 

e P(A) 二 0; 

e P(w)=1; 

e 如 果 A 站 B= 名， 即 事 件 A 与 B 互 斥 ， 则 

P(A U B) = P(A) + PCB) Ce BD 

对 于 任意 一 个 特定 的 事件 ， 都 存在 多 种 方式 去 说 明 事 件 的 结果 构成 ， 以 及 怎样 定义 一 
个 事件 代数 ， 并 给 出 一 个 可 能 性 度量 。 为 了 方便 ， 通常 会 用 尽量 少 但 足够 的 样本 空间 中 的 
元 素 或 结果 去 表示 所 关注 的 事件 。 比 较 典 型 的 是 选择 所 关注 事件 的 最 小 事件 代数 。 同样 ， 
对 于 事件 概率 的 描述 也 要 和 上 述 条 件 相 符 。 这 样 的 描述 方式 可 能 基于 对 称 分 析 的 方法 ， 或 
者 根据 特定 应 用 而 采取 其 他 可 行 的 方式 。 

联合 概率 (joint probability)P(A 门 B) 通 常 也 表示 成 P(A,B)。 


7.2 条 件 概率 、 贝 叶 斯 法 则 和 事件 的 独立 性 


在 事件 B 已 经 发 生 的 条 件 下 ， 事 件 A 发 生 的 概率 记 作 P(A1B)。 当 事件 B 已 经 发 生 ， 


样本 空间 就 会 缩小 至 B 所 包含 结果 的 范围 内 ， 因此 条 件 概率 可 以 很 自然 地 定义 为 
P(A|B) = PRD, P(B) >0 (7.2) 


可 以 直接 验证 ， 这 种 条 件 概率 的 定义 方法 对 样本 空间 B 提供 了 一 种 合理 的 概率 度量 。 上 述 






试验 结果 构成 的 
集合 (事件 ) 
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等 式 还 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
P(A,B) = P(A|B)P(B) (7. 3) 
如 果 P(B)=0, ARCO. 2) 中 的 条 件 概率 就 是 未 被 定义 的 。 
同 理 ， 还 可 以 得 到 


P(A,B) = P(B|A)P(A) (7. 4) 
结合 式 (7. 3) ASK C7. 4) 可 得 
_ P(A|B)P(B) 
P(B|A) = SPPA (7.5) 


式 (7.5) 在 信号 的 检测 、 分 类 、 估 计 方 法 的 研究 中 扮演 着 重要 角色 。 
如 果 存 在 一 个 元 素 互 斥 且 完 备 的 事件 集合 {B;}， 其 中 BNB, =Ø, H +m, UB,= 
v, AIFA 
P(A) = 2)P(A,B,) = DJ PAIB,) PCB;) (7. 6) 
根据 式 (7. 5) ， 可 以 得 到 ， 

P(A|B,) P(B,) 
>, P(A|B)P(B,) 
式 (7.7) 通 常 也 称 为 贝 叶 斯 法 则 (Bayes》 rule) 或 贝 叶 斯 定理 (Bayes’” theorem), Jl MH FEM 
也 常 指 式 (7. 5) 这 种 具体 形式 。 


CTT) 





P(B, |A) = 


如 果 
P(A|B) = P(A) (7.8) 
或 者 根据 式 (7. 3)， 联 合 概率 密度 满足 
P(A,B) = P(A)P(B) (7.9) 


则 称 事件 A MEB 是 相互 独立 的 。 

更 一 般 地 ， 如 果 一 个 事件 集合 中 所 有 事件 交集 的 概率 无 论 是 多 少 ， 总 是 等 于 各 事件 概 
率 的 乘积 的 话 ， 那 么 就 称 这 些 事件 是 相互 独立 的 。 需 要 注意 的 是 ， 事 件 之 间 两 两 相互 独 
立 ， 并 不 足以 充分 说 明 这 些 事件 之 间 相 互 独立 。 同 样 ， 对 于 两 个 事件 集合 A 与 B， 如 果 它 
们 交集 的 概率 总 是 可 以 分 解 为 A 包含 的 所 有 事件 的 联合 概率 与 B 包含 的 所 有 事件 的 联合 
概率 的 乘积 ， 那 么 事件 集合 A 与 事件 集合 也 也 是 相互 独立 的 。 

通信 系统 中 的 传输 误差 

考虑 一 个 通信 系统 ， 传 输 的 符号 记 为 A、B、C。 由 于 信道 引入 的 传输 误差 (transmission 
error)( 如 噪声 、 丢 包 、 衰 减 等 ) 会 导致 每 一 个 传输 符号 都 存在 非 零 的 误差 概率 ， 那 么 接收 符 
号 和 发 送 符号 就 会 不 同 。 表 ?7.1 描述 了 在 特定 系统 条 件 下 每 一 种 可 能 的 发 送 符号 和 接收 符 
号 对 所 对 应 的 联合 概率 。 

为 了 便于 标记 ， 这 里 用 A,、B,、C. 分 别 表示 发 送 表 7.1 每 一 种 可 能 的 发 送 符号 和 接收 符号 


符号 A、B、C 的 事件 ， HAY. B.C 分 别 表示 接收 对 所 对 应 的 联合 概率 
到 符号 A、B、C 的 事件 。 举 例 来 说 ， 在 表 7.1 中 ， 接 ”发 送 的 接收 到 的 符号 


收 到 符号 A 而 发 送 的 是 符号 B 的 概率 是 PCA,B)= _ 符 号 
0.13, Xd, P(C,,C,)=0.15. AY HHA, WH 
概率 (marginal probability) PCA,)， 可 以 将 所 有 接收 
到 A 符 号 的 互 斥 事件 的 概率 相 加 ， 即 
P(A,) = P(A,,A,) + P(A, ,B,) + P(A, C.) = 0.05 + 0.13-+0.12 = 0.30 (7.10) 
同 理 ， 可 以 得 到 A, 边缘 概率 PCA,): 
P(A,) = P(A,,A,) + P(B,,A,) + P(C,,A,) = 0. 24 (7.11) 
在 通信 符号 传输 中 ， 也 许 获知 某 个 条 件 概 率 可 能 是 很 重要 的 事情 ， 比 如 ， 发 送 符号 C 的 条 
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件 下 接收 到 符号 B 的 概率 ， 也 就 是 P(C.| B,)。 尽 管 这 个 信息 无 法 从 表 中 直接 得 到 ， 但 是 
可 以 通过 式 (7.5) 计 算得 到 。 特 别 地 ， 结 合式 (7. 5) 与 式 (7.4)， 所 求 的 条 件 概 率 可 以 表示 成 
P(C, ,B,) 

PCC. {By = PCB) C7. 12) 
£(7.12) 中 的 分 子 可 以 直接 查 表 得 到 ， 为 0.07。 分 母 则 可 以 通过 计算 得 到 : POB) = 
P(B,,A,) + P(B,,B,) + P(B,,C,)=0. 25, TÆ P(C,|B,)=0. 28, 

为 了 确定 在 符号 B 已 经 发 送 的 条 件 下 接收 到 符号 A 的 概率 ， 条 件 概率 PCA,| BDAY 
表示 成 
P(A.,,B.) 
P(A, |B.) = P) (7. 13) 
其 中 ， 分 子 通过 查 表 得 到 ， 为 0. 13。 分 母 可 以 计算 得 到 : PCB.) =P, A) HPC, B,) 
+P(B,,C,)=0.42. Hk a PCA, | B,) =0. 31。 

在 通信 系统 中 ， 通 常 也 关注 传输 误差 概率 的 测量 和 计算 。 在 这 个 例子 中 ， 传 输 误差 对 
应 于 下 列 任意 发 生 的 互 斥 事 件 中 的 一 个 : 





(A, ,B,),(A,;C,), CB, UA) » CB, »C,) (CC, AS CG Be) (7. 14) 
因此 ， 传 输 误差 概率 P, 就 是 这 六 个 互 斥 事件 概率 的 总 和 ， 它 们 各 自 的 概率 可 以 直接 从 表 
中 非 对 角 线 的 位 置 读 取 ， 可 得 P, 一 0.72。 < 
7.3 随机 变量 


实 值 随机 变量 X(* ) 是 指 将 每 一 个 随机 试验 y 
的 结果 y 映射 到 一 个 实 函 数 X(y)。 这 个 实数 
X(y) 称 为 在 此 试验 中 该 随机 变量 的 实现 (或 数 
值 化 ) 。 如 图 7.2 Bras, PB X(.) 需 要 满足 的 
一 个 附加 条 件 是 : 对 于 所 有 实数 z， 映 射 到 区 
间 Xz 的 试验 结果 集合 {y} 都 必须 是 样本 空间 图 7.2 一 个 随机 变量 
亚 中 的 事件 。 随 机 变量 常 简写 为 X， 代替 X(*) 和 X(y)。 

为 了 分 析 方 便 ， 随 机 性 的 试验 结果 也 通常 映射 到 一 个 有 限 或 可 数 的 非 实数 集合 上 ， 如 
类 别 Ccategory) 或 标签 (label)L。，L1i，L:，… 构 成 的 集合 。 例 如 ， 一 台 机 器 的 随机 状态 可 
以 分 类 表示 为 “空闲 ”“ 忙 ”“ 失 败 ”(Idle、Busy、Failed)。 类 似 地 ， 在 雷达 扫描 过 程 中 ， 
目标 的 随机 状态 也 可 以 用 “无 ”和 “有 ”(Absent 和 Present) 来 跟踪 。 可 以 认为 ,这 些 状 
态 标签 组 成 了 二 个 具有 互 斥 性 和 完备 性 的 事件 的 集合 ， 每 个 事件 都 包含 了 状态 标签 对 应 的 
所 有 试验 结果 。 这 样 的 映射 将 随机 试验 的 每 个 结果 y 都 和 一 个 类 别 或 标签 L(y) 联 系 在 一 
起 ， 其 可 能 的 取 值 为 Eos Lys Lax eg 通常 将 L(g) fi 5 A L, 指 将 这 样 的 映射 表示 为 一 
个 分 类 的 随机 变量 ， 或 者 在 情境 已 知 时 就 看 成 一 个 随机 变量 。 





7.4 概率 分 布 
8425) % HW (Cumulative Distribution Function, CDF) ”对 于 一 个 随机 变量 X( 实 
值 );， 包 含 所 有 试验 结果 y 的 事件 概率 X(y) 三 zx， 可 以 用 累 F(x) 
积分 布 函数 Fx (Zz) 来 描述 : 
Fra) SN (7. 15) 
由 此 可 得 3 


Pla < X <b) = Fx) — Fx (a) (7. 16) ae 

特别 地 ， 如 果 X 在 某 个 特定 的 点 z1 存在 非 零 的 概率 ， TS Bie as el 

即 P(X=2,)>0, 那么 Fx(z) 将 会 在 zi 处 有 P(X 二 zi) 大 1 ie 
小 的 跳 变 ， 且 Fx (a1) — Fx (xy —)=P(X=2,), mA 7.3 3° P(X=2,) => 


x 
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所 示 。CDF 总 是 一 个 关于 xz 的 非 递 减 函数 ， 从 Fx (一 ce) 王 0 FF EFF Fy (co) =1, 


与 之 相关 的 函数 还 有 条 件 CDF Fxiz(Cz1L;)， 用 于 描述 随机 变量 X 在 随机 标签 
(random labeDL 取 特 定 值 工 ;条 件 下 的 概率 分 布 ， 假 定 PCL=L)>0, WA 
Fr (zlLd = PX <a|L = L) = See 
概率 密度 函数 (Probability Density Function, PDF) 实 值 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 
fx(z) 是 Fx(z) 的 导数 : 


CT LT 





TANE drla) (1.18) 
由 于 Fx(z) 是 非 递减 的 ， 因 此 PDF 总 是 非 负 的 。 在 Fx(z) 间 断 点 的 地 方 ，z 对 应 于 事件 发 
生 的 概率 非 零 ， 那 么 在 fx(z) 中 将 会 出 现 冲 激 (Dirac) 函 数 ， 它 的 强度 (也 就 是 面积 ) 和 Fy (x) 
间断 点 的 高 度 相 同 。 可 以 得 到 


b 
Pla A S 0) =| fr(odz (7.19) 


当 a Mb 分别 为 负 无 穷 和 正 无 穷 时 ， 式 (7. 19) 的 左边 必然 为 1， 即 积分 区 域 包含 PDF 曲线 
下 整个 区 域 的 面积 。 值 得 注意 的 是 ， 式 (7. 19) 的 左边 不 等 式 的 结构 意味 着 fx (xz) 在 x==65 处 
的 任何 冲 激 将 被 包含 在 积分 区 域内 ， 而 在 z= 二 a 处 的 冲 激 不 会 被 包含 在 积分 区 域内 ， 也 就 
是 说 ， 实 际 上 积分 区 域 是 从 a 十 到 b+. . 
由 此 可 以 认为 fx Car) dex 对 应 的 概率 为 X 落 在 区 间 (z 一 dz，z] 的 概率 ， 即 
下 《一 (7. 20) 
如 果 fx (a) FE c RAR, BAX 等 于 z 的 概率 为 零 ， 即 PCX=x)=0, 
与 之 相关 的 函数 还 有 条 件 PDF fx). lll), BMW Fei la| LOAF r HR. 
概率 质量 函数 (Probability Mass Function, PMF) 实 值 离散 随机 变量 X 只 取 有 限 或 
可 数 的 实数 值 集合 {zi ，zz ，…})。 实 际 上 ， 这 属于 分 类 随机 变量 ， 正 如 前 面 定义 的 ， 不 过 
这 里 以 数值 形式 取代 了 标签 。 在 这 种 情况 下 ，CDF 将 会 是 一 个 “阶梯 状 ” 的 函数 ， 而 
PDF 除了 在 x; 处 存在 冲 激 ， 且 冲 激 强度 取决 于 r 对 应 的 概率 值 外 ， 其 余部 分 将 全 部 为 
零 。 这 些 概率 可 以 用 概率 质量 函数 px (z) 来 表达 ， 其 中 事件 X= 的 概率 为 
和 (7. 21) 


7.5 联合 分 布 的 随机 变量 


多 个 (或 复合 ) 随 机 变量 的 模型 可 通过 联合 概率 来 描述 。 例 如 ， 两 个 随机 变量 X MY 
的 联合 CDF 如 下 : 


Fxy(x;yy) = P(X <2z,Y< y) C235 
相应 的 联合 PDF 是 
ah oF yy (ay) 
fxr lz,y) = ic” 7. (7. 23) 
可 以 直观 理解 为 
P(x— dr < X<a,y—dy< Yay) ~ fxy(az,y)drdy (7. 24) 


边缘 PDF fx(z) 是 指 仅 关于 随机 变量 X 自身 的 PDF， 与 联合 概率 密度 fx,y(z,y) 之 间 的 关 
系 式 为 


fx (x) = | fares dy (7. 25) 
边缘 PDFfy(y) 也 可 得 到 类 似 的 表达 式 。 
前 面 讨 论 过 随机 变量 X 和 随机 标签 工 的 概率 模型 ， 式 (7. 17) 给 出 了 条 件 CDF， 即 


Final LI = P(X <2|L =L,) _ PiX¥<a2,l=L;) 


P =L) SAR 
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其 中 ，P(L=L;) 之 0。 该 函数 关于 的 导数 即 为 条 件 PDF fxiz(Cz1Li)。 当 模型 中 包含 两 
个 连续 的 随机 变量 X 和 立时 ， 相 应 的 条 件 PDF fxiy(Cz|y) 描 述 的 是 Y 一 y 条 件 下 X 的 分 布 
情况 。 对 于 连续 随机 变量 Y 有 P(Y=y) 王 0， 很 自然 地 有 下 面 的 结果 : 
< xy(Z，y) 
Jxr(Czly) = TIS (C2) 

不 过 其 证 明 比 较 微 妙 。 要 知道 式 (7.27) 是 否 合理 ， 可 观察 条 件 PDF Sx iy (x |y) 必 有 的 
性 质 : 

fuy(alydx a Pla—dx< X<zly—dy<Y<y) (7. 28) 
根据 贝 叶 斯 法 则 ， 上 式 的 右边 可 以 重新 写成 
fry (x,y) dady 


Pia—dx< X<zly-—dy< Yay (7. 29) 
fy (dy 
结合 这 两 个 等 式 就 可 以 得 到 式 (7. 27) 。 
同 理 可 推导 得 到 下 面 的 关系 式 : 
pe A la (7. 30) 


fx(x) 
如 果 说 两 个 随机 变量 X, Y 是 独立 的 或 统计 意义 上 独立 ， 那么 它们 的 联合 PDF( 或 它们 的 
联合 CDF) 可 以 分 解 成 各 自分 布 函数 的 乘积 : 
Frxr(Czyy) = fx@ fr 或 Fyy(a,y) = Fx (x) Fy(y) (8 

这 个 条 件 等 价 于 以 X 定义 的 任意 事件 的 集合 独立 于 以 Y 定义 的 任意 事件 的 集合 。 

对 于 两 个 以 上 随机 变量 的 独立 性 ， 也 要 求 这 些 随机 变量 的 联合 PDF (或 CDF) 可 以 分 
解 为 各 自 PDF( 或 CDF) 的 乘积 。 类 似 地 ， 可 以 定义 随机 变量 与 随机 标签 的 独立 性 。 

事件 的 独立 性 

为 了 说 明 以 上 的 定义 和 概念 ， 考 虑 两 个 独立 的 随机 变量 X.Y, HAH (边缘 )PDF 服 
在 0 一 工 的 均匀 分 布 : 


js Oe 

Grmi P (7. 32) 

i 

y= t AE } (7. 33) 
因为 了 和 YY 是 独立 的 ， 因 此 联合 概率 分 布 函数 fxy(Cz，y) 可 以 写成 

fxr (zy) = fx@ fry) (7. 34) 
定义 事件 A、B、C 和 DD 如下: 

As \y>F}, 
= ASEM FE ps (7. 35) 





图 7.4 例 7.2 中 的 事件 A、B、C 和 D 
也 许 你 会 间 为 什么 这 些 事 件 是 两 两 独立 的 ， 比 如 A 和 C 是 否 独立 。 要 回答 这 个 问题 ， 
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就 要 看 它们 的 联合 概率 分 布 是 否 能 够 分 解 为 各 自 概率 分 布 的 乘积 。 


例如 ， 
P(A,C)= P > 5 TETE x)= = (7. 36) 
P(A)= P(C) 三 + (7. 37) 
因为 PCA,C) 二 PCA)P(C)， 那 么 事件 A 和 事件 C teara, 然而 ， 
P(A,B)= P 60>4 TP aes =)= 0 (7. 38) 
P(A) = P(B) = 5 (7. 39) 


因为 P(A,B)AP(A)P(B), 那么 事件 A 与 事件 B 就 不 是 相互 独立 的 。 
注意 到 P(A,C,D) 二 0， 因 为 这 三 者 的 区 域 之 间 没 有 重 倒 的 部 分 。 然 而 ，P(A) 王 


P(C)=P(D)=+, 因此 P(A,C;D) 关 P(A)P(C)P(D)， 这 意味 着 事件 A、C 和 DD 之 间 


不 是 相互 独立 的 ， 尽 管 显 而 易 见 它们 两 两 之 间 是 独立 的 。 对 于 多 个 事件 的 独立 性 ， 要 求 任 
意 事件 交集 的 概率 都 等 于 各 自 事件 概率 的 乘积 。 因 此 对 这 三 个 事件 的 情况 ， 两 两 独立 是 必 
要 但 不 充分 条 件 。 < 


7.6 期 望 、 矩 和 方差 


在 很 多 应 用 中 除了 PDF 提供 的 信息 外 ， 通 常 需要 对 随机 变量 进行 更 概括 性 或 更 细致 
的 描述 。 期 望 (expectation) 也 称 为 实 值 随 机 变量 X 的 平均 值 或 者 一 阶 矩 (first moment), 
H ECX], X Mp, 来 表示 ， 其 定义 如 下 : 


a ake eee T BADLA (7. 40) 


如 果 说 fx (xz) 作为 密度 函数 是 在 实 轴 上 对 概率 分 布 的 “ 量 ”(mass) 的 描述 ， 那 么 期 望 描 述 
的 是 这 些 量 的 中 心 位 置 。 随 机 变量 和 的 期 望 值 是 各 自 期 望 值 的 和 : 
ELX +Y] = ELX]+ELY] (7. 41) 
对 PDF 中 心 或 集中 位 置 的 简单 度量 还 有 中 位 数 (median)， 它 指 的 是 Fx (a2) =0.5 所 对 应 的 
z 值 ， 以 这 种 度量 方式 ，zx 也 对 应 fx(z) 的 最 大 值 。 
随机 变量 X 的 方差 (variance) 或 二 阶 中 心 矩 (second moment) H oy 表示， 其 定义 如 下 : 


= ELK 一 px)*] = 偏离 均值 平方 的 期 望 值 二 | Cz 一 px)?fx(z)dz 


= BX? | — px (7. 42) 
等 式 的 最 后 一 步 根 据 (X 一 px) 一 X2: 一 20xX 十 /发 ， 再 分 别 对 该 式 中 的 所 有 项 求 期 望 得 到 。 
其 中 ，ELX?] 指 的 是 X 的 二 阶 矩 。 方 差 的 平方 根 称 为 标准 差 (standard deviation)， 标 准 差 
广泛 用 于 度量 PDF 的 离散 程度 ， 其 本 身 也 是 一 个 基本 的 随机 变量 。 

很 多 工程 随机 变量 模型 所 关注 的 首先 是 随机 变量 的 均值 和 方差 。 在 某 些 情况 下 ， 这 是 
因为 详尽 的 PDF 难以 确定 、 表 达 或 应 用 于 实际 工作 中 。 而 在 其 他 一 些 场合 ， 通 过 均值 和 
方差 就 能 够 完全 确定 相关 的 PDF， 如 下 面 例子 讨论 的 高 斯 分 布 (或 正 态 分 布 ) 和 均匀 分 布 
的 PDF, 

高 斯 随机 变量 和 均匀 随机 变量 

两 个 常见 的 PDF 是 高 斯 (或 正 态 ) 分 布 和 均匀 分 布 : 


EMAN: fD = ey (5) | 
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i 
——"s b 
asata dima eee (7.43) 


0, 其 他 
用 来 定义 高 斯 PDF 的 两 个 参数 m 和 oa 分 别 表示 其 均值 和 标准 差 。 类 似 地 ， 均 匀 分 布 的 密 
度 函 数 可 以 简单 地 通过 它 的 下 限 a 和 上 限 5 参数 化 ， 不 过 一 个 等 价 的 参数 化 方法 是 通过 它 
的 均值 m 二 (a 十 6)/2 和 标准 差 o 二 V(b 一 a)*/12 来 实现 。 < 
仅 基于 均值 和 方差 可 以 就 推导 出 一 些 有 用 的 常规 PDF， 其 中 最 为 熟悉 的 是 切 比 雪夫 不 
等 式 (Chebyshev inequality), ， 即 


X 一 
所 一 人 (7. 44) 
Ox a 


不 等 式 (7. 44) 说 明 ， 任 意 随机 变量 落 在 偏离 均值 (均值 的 任意 一 边 )a 或 更 多 个 标准 差 的 概 
率 不 超过 1/a*。 由 切 比 雪夫 不 等 式 推导 的 结论 相对 比较 保守 ， 对 于 其 他 特定 的 PDF 还 有 
更 多 精确 的 推论 。 Hin, MFM PDF, 令 a 二 3， 那 么 与 均值 偏离 三 个 标准 差 的 概率 只 
有 0.0026， 远 小 于 切 比 雪夫 上 限 值 1/9。 类 似 地 ， 对 于 均匀 分 布 的 PDF， 与 均值 偏离 超过 
两 个 标准 差 的 概率 可 精确 到 0。 ; 

当 随 机 变量 Y 取 值 为 y 时 ， 随 机 变量 X 的 条 件 期 望 为 


ELXIY = y] =| zfxr(zly)dzr = g) (7.45) 


AMEH, 4 Y=y 时 条 件 期 望 的 取 值 和 &(y) 有 关 。 也 可 以 考虑 随机 变量 gCY)， 即 随机 
变量 Y 函数 ， 对 于 每 一 个 了 二 y 计算 出 条 件 期 望 忆 LX1Y= 王 y] 的 值 。 随 机 变量 g(Y) 称 为 X 
“给 定 Y” (与 “给 定 Y 三 y” 相 反 ) 的 条 件 期 望 ， 可 用 ELX|1ZJ 代 替 g(Y)。 请 注意 ， 随 机 变 
量 g(Y) 的 期 望 ELg(Y)]， 即 迭代 期 望 ELELX1Y]j]， 也 有 明确 定义 。 接 下 来 可 以 看 到 ， 
这 个 迭代 期 望 计算 出 来 的 结果 非常 简单 ， 就 是 ELX]。 这 一 结论 在 第 8 章 会 有 特定 的 用 处 。 

首先 考虑 如 何 通过 联合 PDF fx,y(x,y) 计 算 EL[X]。 一 种 方法 是 先 计 算出 X 的 边缘 概 
率 密度 fx(z)， 然 后 用 式 (7. 40) 中 期 望 的 定义 式 : 


ELA] =|" z(| redy)dz (7. 46) 


不 过 还 有 更 简单 的 方法 ， 即 先 计 算 当 Y=y 时 X 的 条 件 期 望 ， 再 根据 Y 的 边缘 概率 密度 ， 
基于 所 有 可 能 的 了 对 这 个 条 件 期 望 求 平 均 。 为 了 推导 更 精确 ， 先 回顾 下 式 

xir(Czyy) = fxir(Czly)yfrCy) (7. 47) 
将 其 代入 式 (7. 46) 中 可 以 得 到 


BIXI = F ro (ere ly)dzjdy = EyLExyLX|Y]] (7. 48) 


前 面 的 期 望 表 达 式 均 采 用 了 下 标 以 便 更 直观 地 看 出 哪个 变量 的 概率 密度 参与 了 计算 。 更 简 
单 的 形式 可 以 写成 

E[X] = ELELX|Y]] (7. 49) 
上 面 的 结果 隐 含 了 一 个 重要 的 信息 ， 那 就 是 计算 随机 变量 函数 的 期 望 。 假 设 X=AY), BH 
么 E[X|Y]==h(Y)， 因 此 


ELX] = ELELX | Y]] = | AO fy Cy)dy (7. 50) 


这 意味 着 只 需要 利用 fy(y) 来 计算 函数 Y 的 期 望 ， 要 计算 X==h(Y) 的 期 望 ， 并 不 需要 确定 
fra: 
同样 ， 如 果 X B—TKRFAT MESH R X=Y, MA 


ELA L= ip ~ h( yz) fy,z(ysz)dydz Cin) 
如 果 Y MZ 之 间 相 互 独 立 ， 且 h(y,z) 二 gC(y)l(z)， 那 么 不 难得 出 
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ELg(Y)4@(Z)] = ELg(Y)]ELL(Z)] (7. 52) 
反之 亦 然 ， 如 果 式 (7. 52) 对 所 有 的 cA CC BI, BAY MZ 就 是 独立 的 。 


7.7 二 元 随机 变量 的 相关 性 和 协 方差 


考虑 两 个 联合 分 布 的 随机 变量 X 和 YY。 它们 的 边缘 PDF 分 别 是 通过 对 联合 概率 密度 
在 y 轴 和 z 轴 上 的 投影 得 到 的 : 


a) jis Pe AAR A ERS af fst pas (7. 53) 


换 句 话说 ，X 的 PDF 是 通过 联合 PDF 对 另 一 个 随机 变量 Y 的 所 有 可 能 取 值 y 积分 得 到 
的 ， 同 理 可 得 Y 的 PDF。 
与 单个 变量 的 情况 类 似 ， 读 者 往往 比较 感 兴趣 的 是 能 够 用 一 些 概 括 性 的 或 近似 的 方法 
来 获取 二 元 PDF 的 中 心 位 置 和 离散 程度 信息 ， 而 不 需要 详尽 的 PDF 描述 。 这 也 再 次 上 暗示 
了 对 均值 和 方差 概念 的 关注 。 二 元 PDF 对 应 的 均值 由 它 所 含 两 个 变量 各 自 的 均值 来 定义 : 
均值 包含 zx 分 量 的 均值 ELXj] 和 y 分 量 的 均值 ELY]， 这 两 个 值 可 以 从 各 自 的 边缘 概率 密 
度 得 到 ， 则 二 元 PDF 中 心 位 置 就 在 
Casy) .CELX J EEY]) (7.54) 
对 二 元 PDF 在 x 轴 方 向 上 的 离散 程度 估计 ， 可 以 用 X 的 标准 差 o、 表示 ， 由 fx 
算得 到 ; 对 二 元 PDF 在 y 轴 方 向 上 的 离散 程度 估计 ,可 以 用 Y 的 标准 差 cy 表示 ， 由 
fy(y) 计 算得 到 。 然 而 这 两 个 值 仅 提 供 了 局 部 视图 。 同 样 二 元 PDF 在 一 般 方向 上 的 离散 程 
度 也 值得 关注 ， 而 不 仅 是 在 两 个 坐标 轴 方 向 上 。 例 如 ， 可 以 考虑 对 如 下 定义 的 随机 变量 Z 
求 标准 差 ， 或 者 求 方差 : 
Z=aX +pY (7. 55) 
其 中 ,a 和 8B 为 任意 的 常数 。 可 以 看 到 ， 通 过 选取 恰当 的 和 8， 式 (7. 55) 可 以 变 为 =X 
或 Z=Y， 再 次 包含 了 已 经 讨论 过 的 坐标 轴 方 向 。 然 而 对 任意 的 c 和 8， 通 过 分 析 2 的 特点 
可 以 在 任意 方向 上 评估 二 元 PDF 的 性 质 。 
在 考虑 计算 2 的 方差 之 前 ， 可 以 发 现 Z 的 均值 能 直接 根据 前 面 计 算出 的 结果 得 到 ， 也 
就 是 ELX] 和 ELY], Bp 


ELZ] = aE[X]+BELY] (7. 56) 
至 于 2 的 方差 ， 很 容易 通过 式 (7. 55) 和 式 (7. 56) 得 到 ， 
o = EL(Z—E[Z])?] = a'o + fot + 2afo y y (7. 57) 


其 中 ，ox、o3 分 别 是 z 轴 和 y 轴 对 应 的 方差 ，oxvy 是 X 和 了 的 协 方差 (covariance) cov 
(X; Yo 或 记 作 Cx,Y 9 定义 如 下 : 

oxy = cov(X,Y) = cxy = EL(X— E[X D Y — ELY])] (7. 58) 
等 价 地 ， 

oy y = ELXY]—ELX]JELY] (7. 59) 

式 (7. 59) 是 通过 将 式 (7. 58) 括 号 中 的 项 展开 ， MAAMA. Y= X 时 ， 
这 个 等 式 又 回归 到 熟悉 的 X 的 方差 表达 式 。 式 (7. 59) 中 出 现 的 ELXY]， 即 随机 变量 乘积 
的 期 望 值 ， 称 为 X 和 了 的 相关 或 二 阶 交叉 矩 ， 它 有 别 于 XX 或 Y ASW WRELX? ME 
Yk 用 rxy 表 示 : 
rxy = ELXY] (7. 60) 
注意 到 式 (7. 57) 中 ， 当 沿 着 两 个 坐标 轴 扩 展 到 任意 轴 来 考察 联合 概率 分 布 的 均值 和 离散 程 
度 时 ， 协 方差 cx * 是 唯一 需要 引入 的 新 变量 ， 而 不 需要 在 每 一 个 新 方向 上 都 引入 新 的 变 
量 。 总 之 ， 通 过 概括 或 近似 的 方法 ， 用 一 阶 矩 、ELX]、 开 [7Z 可 以 表示 fx,y(zx，y) 的 中 心 
位 置 ; 通过 概括 或 近似 的 方法 ， 用 二 阶 矩 、 必 、 吃 、axy 可 以 描述 中 心 位 置 附近 的 离散 
程度 。 
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协 方差 的 归 一 化 形式 ， 也 称 为 相关 系数 ov ys BY 


Oxy 
= 7-61 
Px.y duty ( ) 


归 一 化 的 作用 是 保证 在 X 和 了 被 乘 或 加 任意 非 零 常数 时 ， 相 关系 数 保持 不 变 。 例 如 ， 中 
必 归 一 化 的 随机 变量 





wY er 


V = CEG g 


(7. 62) 
Ox Oy 

它们 的 均值 都 为 0， 方差 为 1， 与 X、Y 的 相关 系数 相同 。 相 关系 数 也 不 妨 称 为 协 方差 系 

数 ， 因 为 它 源 自 协 方差 的 定义 式 ， 而 不 是 两 个 随机 变量 的 相关 函数 。 然 而 该 名 称 虽 更 有 意 

义 ， 却 并 不 常用 。 

需要 强调 的 是 ， 式 (7. 57) 中 的 避 一 定 是 非 负 的 ,还 可 以 进一步 发 现 02/B 是 关于 a 的 
二 次 式 ， 这 一 点 可 以 通过 下 面 的 二 次 式 直 接 分 析 证 明 : 

loxy!<1 (7. 63) 

在 前 面 的 各 种 定义 中 ， 一 般 来 说 ， 正 的 相关 值 ~>xy 之 0 意味 着 X 和 了 的 符号 相同 ; 正 
的 协 方差 cvv 盖 0， 或 等 价 地 ， 正 的 相关 系数 py, >0, BRA X 和 了 与 均值 的 偏差 符号 大 
体 相 同 。 相 反 ， 负 的 相关 值 意味 着 X 和 YY 的 符号 趋向 相反 ; 而 负 的 协 方差 或 相关 系数 意 
RÆ X 和 了 与 均值 的 偏差 符号 趋向 相反 。 

BAX MY 的 相关 系数 反映 了 它们 与 各 自 均值 偏差 关系 的 一 些 特点 ， 可 以 推测 相关 
系数 对 于 从 X 的 测量 值 中 估计 Y 也 会 起 到 重要 的 作用 ， 反 之 亦 然 。 第 8 章 中 有 关 线 性 最 
小 均 方 误差 估计 (LMMSE) 的 讨论 ， 就 是 这 种 情况 。 

随机 变量 X ALY 如 果 是 无 关 的 (或 线性 独立 ,一 个 不 常用 却 容易 引起 误解 的 名 称 )， 
那么 

E[XY] = ELXJELY] (7. 64) 
或 等 价 于 

oyy =0 或 Px,y = 9 (7. 65) 
因此 ， 不 相关 并 不 意味 着 零 相关 ， 除 非 其 中 有 一 个 变量 的 均值 为 0。 但 不 相关 却 意 味 着 零 
协 方差 。 这 样 的 话 ， 不 相关 可 能 称 为 无 协 变性 (noncovariant) 更 好 ， 但 这 个 名 称 没 有 广泛 
使 用 。 

注意 到 ,， 若 X 和 了 是 独立 的 ， 则 有 ELXYJ=ELXIJELY], AX 和 了 了 是 无 关 的 。 
一 般 其 逆 推 并 不 成 立 。 例 如 ， 组 合 (X,Y) 的 取 值 仅 可 能 为 (1,0),， (一 1,0)，(0,1) 和 
(0, 一 1)， 且 每 种 取 值 概率 均 为 1/4。 那 么 容易 判断 X 和 了 是 不 相关 的 ， 但 却 不 是 独 
立 的 。 

很 快 会 碰 到 另外 一 个 有 趣 且 有 用 的 概念 ， 即 正 交 (orthogonal) ， 它 的 定义 是 : BHT 
随机 变量 X 和 YY 满足 ELXYj 二 0， 则 称 这 两 个 变量 正 交 。 

相关 性 和 函数 相关 性 

如 果 了 可 以 表示 成 一 个 随机 变量 X 的 线性 函数 ， 那 么 Y 也 是 一 个 随机 交 量 : 

Y=éex+e (7. 66) 
其 中 ， 上 6 和 是 已 知 常数 。 显 然 ， 随 机 变量 立 的 结果 完全 取决 于 随机 变量 HAR, RA 
话说 ,了 与 XX 之 间 是 必定 相关 的 。 可 以 直接 得 到 : FEO, pyy=ls FEXO, N p=—1. 

下 面 考虑 这 样 一 种 情形 : 

Y =X? +ç (7. 67) 

X 的 PDFfx(z) 是 关于 零点 对 称 的 偶 函 数 ， 即 fx(-D—fx(z). KBE, XY 是 
不 相关 的 ， 尽 管 Y 完全 由 XX 的 取 值 确定 。 对 于 利用 相关 系数 如 何 通 过 义 的 线性 函数 来 估 
计 Y， 第 8 章 有 更 详细 的 讨论 。 不 过 这 对 于 非 线性 的 估计 作用 不 大 。 4 
在 例 7. 3 中 ， 讨 论 了 单一 随机 变量 的 高 斯 分 布 。 接 下 来 的 例子 将 描述 一 对 随机 变量 的 
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二 元 高 斯 密度 函数 。 
二 元 高 斯 密度 函数 
车 随机 变量 X 和 了 服从 三 元 高 斯 分 布 或 二 元 正 态 分 布 ， 那 么 它们 的 联合 PDF 为 
fxr (x,y) = cexp{—g(=—*x,2_#*)| (7. 68) 
其 中 ，c 是 一 个 归 一 化 的 常量 (以 便 整 个 PDF 的 积分 面积 或 “ 量 ” 为 1)，g(v,w) 是 一 个 关 
于 自 变量 v 和 w 的 二 次 函数 ， 用 鲜 和 YY 的 相关 系数 p 表示 为 
a (7. 69) 
2noxoy V1 —p° 


ae ay V — 2ovw + w") (7. 70) 
TA 


这 个 概率 密度 是 二 元 高 斯 密度 的 一 般 形 式 ， 它 有 以 下 性 质 : 
@X 和 了 的 边缘 概率 密度 也 服从 高 斯 分 布 。 
o 在 给 定 XX 二 工 的 条 件 下 ，Y 的 条 件 概率 密度 服从 高 斯 分 布 ， 其 均值 为 


py tp(T) (ep) (7.71) 
X 





qlv,w)= 


方差 为 
o (1 — ø) (7. 72) 
并 与 工 的 取 值 无 关 。 同 理 可 得 在 给 定 条 件 Y 王 时 X 的 条 件 概率 密度 。 
@ 当 X 和 YY 不 相关 时 ， 也 就 是 po= 王 0，X 和 Y 之 间 是 独立 的 。 一 般 该 结论 并 不 适用 于 
其 他 二 元 随机 变量 。 
eXX 和 YY 的 任意 仿 射 组 合 (如 线性 运算 加 常数 等 ) 得 到 的 变量 依然 服从 高 斯 分 布 ( 如 QQ 
=X+3Y+2 H R=7X+Y—3 都 服从 二 元 高 斯 分 布 )。 
二 元 高 斯 分 布 的 PDF 和 和 相关 的 概念 是 由 统计 学 家 弗朗西斯 BRR ERR 达尔 文 
的 表 弟 ) 于 1886 年 在 研究 父母 和 孩子 身高 的 联合 分 布 时 提出 的 。 当 时 已 经 提出 的 理论 有 二 
维 中 心 极限 定理 和 二 元 高 斯 极限 密度 。 因 此 在 很 多 应 用 中 ， 对 于 联合 分 布 的 两 个 随机 变 
量 ， 这 都 是 一 个 合理 的 模型 。 当 然 ， 也 存在 对 多 个 变量 的 归纳 总 结 。 < 
前 面 有 关 两 个 变量 的 讨论 可 以 直接 推广 到 多 个 变量 。 特 别 地 ， 对 于 多 个 变量 联 
合 PDF 


5 nE AE AE S (x1 和 sT) C743) 
Fe ¢ 4825 [el PTA BT BE AB fas A Pad EY EL oP St ELX], +, ELX,], i BTA MS be BH 
向 上 对 应 的 离散 程度 可 以 由 各 自 ( 边 缘 ) 的 方差 得 到 : oy ，…，cx 。 为 了 能 够 计算 出 任意 


方向 上 的 离散 程度 ， 还 需要 知道 4(l 一 1)/2 FOB UE, B ox x， 其 中 1<i<j<t( 注 
意 到 ox ,x 一 cx ,x )， 仅 此 而 已 ， 不 再 需要 其 他 信息 。 


7.8 向 量 空 间 中 的 相关 性 质 


向 量 空间 (vector-space) 图 对 于 理解 随机 变量 X 和 了 之 间 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 关系 是 一 
种 非常 有 用 的 辅助 手段 。 如 果 只 是 关心 一 阶 矩 和 三 阶 矩 的 性 质 ， 这 样 的 图 形 不 仅仅 是 一 种 
助 记 方 法 ， 且 对 于 随机 变量 映射 到 (无 限 维度 的 ) 向 量 空间 中 的 向 量 ， 具 有 非常 明确 的 物理 
意义 。 尽 管 不 对 它们 之 间 的 联系 做 深入 研究 ， 但 是 对 于 后 面 章 节 将 遇 到 的 LMMSE 估计 问 
题 中 的 结果 推测 或 检验 会 很 有 帮助 。 

为 了 形成 这 样 的 图 形 ， 首 先 用 向 量 空间 中 的 向 量 和 YY 分 别 代表 随机 变量 X 和 了 。 
将 这 些 向 量 长 度 的 平方 分 别 定义 为 随机 变量 的 二 阶 矩 ELX JA ELY:]。 在 欧 氏 向 量 空间 
中 ， 向 量 长 度 的 平方 等 于 它 自身 的 内 积 。 与 此 一 致 的 是 ， 这 里 也 将 向 量 和 和 YY 的 内 积 


第 7 章 概率 模型 


(X, Y) 定 义 成 随机 变量 的 相关 (或 二 阶 交叉 矩 second cross-moment) : 
SYY = ELXY] = rey (7. 74) 
根据 该 定义 ， 它 满足 向 量 空间 中 内 积 的 基本 性 质 。 
o 对 称 性 : (X, YY=(Y, X); 
o 线性 性 : (X, Yı ta.Y,)=a,(X, Yi) +a.(X, Y); 
e 非 负 性 : 对 于 任意 X40. (X, YWAAIE. TWX 0。 
当 ELXY]=0 时 ， 这 里 对 向 量 内 积 的 定义 也 与 随机 变量 的 正 交 概念 是 一 致 的 。 
中 心 随 机 变量 X 一 jx 和 YY 一 jy 在 向 量 空间 中 可 以 用 向 量 久 和 YY 表示， 它们 的 长 度 的 平 
方 就 是 随机 变量 X 和 了 的 方差 : 
a = EL[(X—p)], & = ELY — py)’] (7. 75) 
因此 ， 这 些 表示 中 心 随 机 变量 的 向 量 的 长 度 就 分 别 为 X 和 YY 的 标准 差 sx Moy. HEKA 
Y 的 内 积 





KY) = EL(X—py)Y—py)] = oxy (7. 76) 
也 就 是 随机 变量 的 协 方差 。 
在 欧式 空间 中 ， 两 个 向 量 的 标准 内 积 定义 为 它们 各 自 的 

长 度 和 夹 角 余弦 值 的 乘积 ， 即 

(X.Y) = ox y = oxoycos(0) (7.77) 
因此 ， 图 7. 5 中 的 角度 

Ox,y 
0 = arccos (er ) 一 arccosp (7. 78) 





是 两 个 向 量 间 的 夹 角 ， 那 么 从 式 (7.78) 可 以 看 出 p 为 两 个 随 图 7.5 随机 变量 的 向 量 表示 
机 变量 的 相关 系数 。 相 应 地 ， 


p = cos(@) (7.79) 
这 也 就 是 说 ， 相 关系 数 就 是 两 个 向 量 夹 角 的 余弦 值 ， 那 么 不 难得 到 : 
—16 ph (7. 80) 


当 p 接近 1 时， 两 个 向 量 几乎 在 一 个 方向 上 对 齐 ; 当 p 接近 一 1 时 ， 它 们 几乎 是 在 相反 的 
方向 成 一 直线 。 当 久 和 六 (代表 中 心 随机 变量 ) 正 交 时 ， 相 关系 数 为 零 ， 或 等 价 于 随机 变量 
的 协 方差 为 零 : 

Oxy = 0 (7. 81) 


7.9 ”延伸 阅读 


有 许多 介绍 概率 知识 的 书籍 ， 都 足以 满足 本 书 对 相关 知识 的 需求 。 概 率 模型 的 建立 和 
随机 过 程 在 [Ber] 中 有 清晰 详尽 的 呈现 ， 并 且 通 过 一 些 现 有 的 实例 来 建立 并 巩固 这 个 理论 。 
[Grl] 进 行 了 更 深入 和 综合 性 的 讨论 ， 并 在 [Gr2] 中 广泛 收集 了 解决 实例 。 涉 及 概率 和 随 
机 过 程 的 文献 ， 如 [Coo][Fin][Hel][Kayl][Kri][Leo][Mil][Pa4][Shal[Shyj[LTh2] 
[WI1] 和 [Yatj 都 倾向 于 信和 号 与 系统 的 分 析 ， 包 含 本 书后 续 章 节 所 涉及 的 内 容 。LGalj 在 对 
随机 过 程 的 深入 研究 中 将 直觉 和 严谨 相 结 合 ， 形 成 重要 的 应 用 分 析 方 法 ， 同 时 探讨 了 信号 
的 估计 与 检测 问题 ， 这 也 是 后 续 章 节 要 考虑 的 。 在 这 里 引用 它 的 一 个 原因 是 它 ( 该 书 的 
10. 6 节 ) 细 致 描述 了 向 量 空间 图 ， 并 被 应 用 到 了 本 书 7. 8 节 对 随机 变量 相关 性 质 的 讨论 中 。 
正如 前 言 所 述 ， 本 书 没 有 涉足 信息 论 的 相关 领域 ,信息 论 是 香农 在 1948 年 的 论文 LShnj] 中 
所 发 表 的 。 然 而 ， 如 [Macj] 中 所 说 的 ， 信 息 论 对 于 信号 、 系 统 与 推理 的 更 深入 理解 具有 重 
要 意义 。[Covj] 和 [An2] 在 介绍 信息 传输 时 也 有 提 到 。 
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习题 

基础 习题 

7.1 工 和 y 是 0 一 1( 均 匀 分 布 ) 的 两 个 随机 数 ， 且 
相互 独立 ， 事 件 A、B、C 和 如 图 P7.1 所 
示 ， 并 有 如 下 定义 : 


RE 全 


0 E Lx" `) $ 1x 
2 2 
y y 
1 1 
‘mE 
el -Einy 
0 1 Ix 0 $ 1x 
2 Z 
P71 
Ca) 判断 以 下 三 种 情况 中 每 对 事件 是 否 独 
立 : OAM D; Ci) CA D; GD A 


和 B, 
(b) FB, CAD 是否 相 互 独立 ? 提示 : 
若 要 多 个 事件 之 间 的 相互 独立 ， 则 要 求 
这 些 事件 交集 的 概率 无 论 是 多 少 ， 总 是 
等 于 各 事件 概率 的 乘积 。 
7.2 一 个 通信 系统 传输 1、2、3 三 种 符号 。 
K P7. 2 列 出 了 在 发 送 符号 j 的 条 件 下 接收 
到 符号 & 的 所 有 可 能 符号 对 (7,&) 的 概率 。 
例如 ， 概 率 0. 21 对 应 的 是 发 送 了 符号 3 接 
收 到 符号 2 的 概率 。 
计算 发 送 和 接收 的 都 是 符号 k 的 概率 ， 
& 一 1，2，3。 并 计算 这 个 系统 的 传输 误差 概 
率 。 传 输 误差 概率 被 定义 为 接收 到 的 符号 和 
发 送 的 符号 不 一 致 的 概率 。 


六 B732 





7.3 (a) 随机 变量 V FER lla, ORAS AE. 
HEHE WH py. ONE ELV’ lar 
Ba. 
(Cb) 随机 变量 WAV 相互 独立 ， 但 和 服 
从 的 分 布 相 同 。 计 算 随 机 变量 Y==V 十 W 
的 均值 和 方差 。 并 计算 Y 和 VV 的 协 方 
差 ， 以 及 它们 的 相关 系数 。 
7.4 随机 变量 X 和 YY 满足: 
EL[X]=—1, E[Y] = 2, 
E[XY]=—4, ELY2] 一 7 
(a) 计算 下 列 随机 变量 的 协 方差 ow, HF, 
z= $xX=¥+-5, W=X+3Y-1 


(b) AX AMY 服从 二 元 高 斯 分 布 ， 那 么 Z 和 
W 的 联合 概率 密度 是 什么 ? (利用 服从 
二 元 高 斯 分 布 的 随机 变量 的 线性 组 合 仍 
然 是 高 斯 分 布 的 原则 .。) 
7.5 B@X=2+V AM Y=2-V, pV E-A 
零 均 值 、 方 差 为 4 的 高 斯 随机 变量 。 求 X 和 
Y 的 相关 和 矩 。X 和 YY 是 否 正 交 ? 它们 的 协 方 
HEBD? 相关 系数 呢 ? 它们 是 不 相关 
的 吗 ? 
7-6 BA 


ELX’] = 9, 


X=Z+V 
Y= BZ 十 W 
其 中 ， 随 机 变量 Z、V 和 W 的 均值 分 别 为 
bzs ty Muys ÆRA ozs op Moys € 
们 是 互 不 相关 的 ( 即 协 方差 为 0); 8 是 一 个 
比例 因子 。 
(a) 求 X 和 了 的 协 方差 cxy ， 以 及 相关 系数 
PE AOO 
Cb) BRK op =o, =o. HA Ca) Pith H AGHA 
关系 数 可 以 简写 成 什么 形式 ? 4 o 和 有 
取 极 限 值 时 ， 检 查 这 个 简化 的 结果 是 否 
和 你 猜想 的 答案 一 致 。 


高 级 习题 

7.7 工 和 y 是 0 一 1( 均 匀 分 布 ) 的 两 个 随机 数 ， 且 
相互 独立 , 事件 A、B、C 和 DD 如 图 P7.7 所 
示 ， 并 有 如 下 定义 : 


7.8 


了 Y 
1 1 
ln wr 
sh sor dentin 
0 1 bozate 
y 2 y 
1 1 


1 l-3 
2 
el ce 
(Peal 
0 i 1 
2 


图 Piaf 


(a) 根据 这 里 对 事件 的 定义 和 其 他 通过 单位 
方形 的 几何 区 域 对 事件 的 类 似 定义 ， 证 
明 以 下 结论 : 
Ci) 两 个 独立 事件 在 以 一 些 其 他 事件 为 
条 件 时 ， 就 不 一 定 再 保持 独立 。 例 
Mm, ELSE. FAG, WA 
PCE N F) = P(E) P(F) 


So 


x 


Nl 


但 
P(E N F|G) 4 P(E|G)P(F |G) 
GD 两 个 带 有 条 件 的 事件 若 相 互 独立 ， 
那么 它们 在 取消 限定 的 条 件 后 却 不 
一 定 相互 独立 。 例 如 ， 定 义 事件 I. 
KAL, WA 
POU AKIL = P(J|L)PC(K|L) 
但 
POJ N K) # PCJDPCK) 
画 出 你 所 定义 事件 的 区 域 图 。 
(b) 对 一 般 事件 Q、V 和 WW， 判断 下 面 的 说 
法 是 对 还 是 错 : 
PVNWIQ®= PV |W QPCw|Q) 
解释 你 的 理由 ， 并 举 出 与 上 面 类 似 的 事 
件 例子 (比如 用 单位 方形 区 域 适当 地 作 
图 ) 来 说 明 你 的 答案 。 
图 P7. 8 描述 的 是 一 个 信道 的 传输 概率 图 ， 
可 能 的 输入 符号 为 {a,5}， 可 能 的 输出 符号 
为 {A,B}。 用 这 个 信道 传输 二 进 制 数 m， 其 
先 验 概率 分 布 为 P(m 王 0) 王 0.6，P(m 一 1) 
一 0.4。 当 加 一 0， 发 送 符号 a; 当头 一 1 时 ， 
发 送 符号 5。 现 在 要 设计 一 个 译 码 器 。 译 码 
器 需要 采取 一 种 判决 准则 ， 当 从 =0 或 1 时， 
对 应 的 符号 为 {(A，B}。 
0.7 
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(a) 根据 编码 规则 ， 设 计 一 个 译 码 器 ， 使 得 
它 具 有 最 小 的 译 码 误差 概率 ， 即 该 译 码 
器 的 判决 准则 可 以 使 误差 率 P. = 
PAm) 最小。 

(b) 根据 你 在 (a) 中 设计 的 译 码 器 ， 计 算 它 的 
误差 概率 。 

某 通信 系统 如 图 P7.9 所 示 。 信 源 发 送 的 符 

号 来 自 集合 {一 1，1}， 其 分 布 律 如 下 : 

P(X ==1) = pg PXI = l-g 

信道 是 一 个 加 性 噪声 的 信道 ， 噪 声 N 信 源 符 

BX 统计 意义 上 独立 。 接 收 的 信号 RA 


R=X+N 
其 中 ， 
| 十 1， 取 值 概率 p 
cal ae tal 





图 -P7.9 


(a) 列 出 R 可 能 的 取 值 。 对 每 个 可 能 的 值 r 
RMR, 计算 P(R=7)。 
(b) 根据 观测 值 R=r. X 的 估计 值 灸 选择 的 


是 X 最 大 可 能 性 的 取 值 。 对 于 去 <<g<1 


和 方 三 p 达 1， 对 每 一 个 可 能 出 现 的 R 确 


ERR. 
(c) 对 于 (b) 中 的 估计 方法 ， 其 准确 率 定 义 为 
P(correct) =P(K =—1,X =—1) 
+P(X¥ =1,X=) 
计算 (b) 中 判决 准则 的 P(correct) 。(b) 中 对 
X 的 估计 方法 的 准确 率 是 否 为 最 大 ? 是 否 
还 有 其 他 估计 方法 能 够 提高 估计 的 准确 
率 呢 ? 


7.10 在 一 个 三 进 制 光 通信 系统 中 ， 接 收 机 在 时 


间 (0,T) 内 对 光 信 号 入 射 到 光电 管 后 喷射 的 
光电 子 进 行 计数 。 当 没有 光 信 号 入 射 到 光 
电 管 时 (事件 Hu)， 计 数 到 个 光电 子 的 
概率 
P(k|Ho) = Aw, k= 0,1,2, 
然而 ， 当 发 送 了 一 个 光 信号 时 (事件 H), A 
P(k|Hi) =A, k=0,1,2," 
其 中 ，0<m 二 内 <1。 这 两 个 事件 的 先 验 概 
率 分 别 由 PCH.) Al PCH) ) 给 出 。 
(a) 求 出 常数 Ao 和 A, WME. 


对 (b) 和 (Cc)， 假 设 PCH, )=PUH =. 
Cb) 假设 接收 机 已 准确 计数 到 m 个 光电 子 ， 
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确定 发 送 光 信和 号 的 条 件 ( 后 验 ) 概 率 。 
Co) 设 & 为 接收 机 接收 到 的 光电 子 数 ， 当 
k 宇 mo 时 接收 机 认定 确实 已 发 送 光 信号 ; 
当 0<k<no 时 就 认为 没有 发 送 光 信和 号， 
其 中 mw 是 某 个 正 数 。 根 据 这 样 的 判决 
准则 ， 计 算 接 收 机 带 来 的 误差 概率 P.， 
用 nn。、w 和 w 表 示 。 m 取 何 值 时 ， 误差 
R P. 会 达到 最 小 值 ? 是 否 存在 其 他 判 
决 准则 ， 使 得 P. 的 值 更 小 ? 
某 通信 系统 等 概率 地 发 送信 源 符号 X 一 1 和 
X 一 一 1。 发 送 的 符号 经 信道 A 或 信道 B 传 
输 。 图 P7. 11 分 别 给 出 了 每 个 信道 的 特性 ; 
箭头 旁 的 数字 表示 接收 到 箭头 右边 符号 的 
概率 ， 发 送 符号 位 于 箭头 的 左边 。 信 道 A 
偶尔 会 将 符号 完全 丢失 ， 而 信道 B 有 时 会 
在 接收 端 将 符号 X=1 误 判 为 一 1。 


= 
& 
a= 


0 接收 机 了 


zł =1 


接收 机 了 


上 | 一 


-1 -1 
图 P7.11 


(a) 若 信 源 使 用 信道 A 发 送 数 据 ， 那 么 接 
收 到 一 1 的 概率 是 多 少 ? 收 到 0 和 1 的 
概率 呢 ? 当 信 源 使 用 信道 B 时 重复 以 
上 计算 。 

Cb) 假设 在 接 下 来 的 几 个 问题 中 信 源 使 用 信 
A 的 概率 为 w， 使 用 信道 B 的 概率 为 
1 一 xc。 如 果 接 收 到 的 符号 是 二 1， 那么 
在 收 到 一 1 的 条 件 下 信 源 使 用 信道 A 的 
概率 是 多 少 ? 

Co) 假设 用 下 面 的 准则 判定 当 收 到 一 1 时 是 
哪个 信道 被 使 用 ， 当 YY 了 = 一 1 时 ， 判定 
信 源 使 用 了 信道 A 的 条 件 是 

P( 使 用 信道 A|Y = 一 1) 

三 P( 使 用 信道 B|Y = 一 1) 
当 Y 二 一 1 时 ， 若 判定 信道 A 被 使 用 ， 
那么 a 的 取 值 范围 是 什么 ? 若 无 论 Y 的 
值 是 多 少 ， 都 判定 信道 A 被 使 用 ， 那 
么 a 的 取 值 范围 又 是 什么 ? 

Cd) 若 同一 信道 被 连续 使 用 N 次 ， 每 次 使 
用 这 个 信道 都 不 影响 其 他 次 使 用 。 假 
设 收 到 了 a 个 一 1, 5 个 0 和 c 个 1( 因 


此 a 十 b 十 c 二 NN)， 现 在 想 确 定 是 哪个 信 
道 被 使 用 。 根 据 接收 到 的 序列 ， 用 a、 
b、c 和 a 来 表示 判决 准则 ， 判 断 哪个 信 
道 被 使 用 的 可 能 性 更 大 。 

Ce) 设 (d) 中 的 a==0.8， 在 什么 条 件 下 可 以 
判定 信道 B 被 使 用 ? 

判断 下 列 说 法 是 否 正确 ， 并 做 简要 说 明 。 

(a) WR X 和 了 是 不 相关 的 随机 变量 ， 那 
么 X 和 环 一 定 不 相关 。 

(b) 如 果 X 和 了 是 独立 的 随机 变量 ， 那 么 
ELg(X)h(Y)J=ELg(X)JE[ACY)], 
其 中 ，g(X) 和 hlY) 分 别 是 关于 XX 和 Y 
的 任意 函数 。 

(c) 两 个 随机 变量 X 和 YY 的 联合 概率 密度 
函数 fx,y(z,y) 可 以 分 解 为 X 的 条 件 概 
率 密度 和 了 的 边缘 概率 密度 的 乘积 形 
A: fxxlzsy)=fxir la| y) fry), 那 
么 X 和 了 一 定 是 独立 的 。 

若 随机 变量 X 和 YY 的 方差 分 别 为 cx Alo’, 

协 方差 为 oxy ， 那 么 oy 二 co? ， 或 等 价 于 

— ox0y S oxy X oxoy (7. 82) 

Ca) 利用 上 面 的 不 等 式 推出 ririri, H 
中 ry = ELXY]=oyy tyypy (两 个 随机 
AB EAA)» rk = ELX?](X HoH 
HE), ri =ELY IY 的 二 阶 矩 )。 这 也 等 
价 于 推导 : 

—rxry Srxy S rxy (7. 83) 

Cb) 利用 7. 8 节 中 随机 变量 的 空间 向 量 图 更 
直接 地 证 明 式 (7. 83) 中 的 不 等 式 。 

(c) 在 和 X 和 了 有 相同 的 均值 和 方差 o? 的 
情况 下 ， 实 际 上 式 (7. 83) 中 的 rxy 可 以 
得 到 一 个 更 好 的 ( 即 更 高 的 ) 下 界 值 。 利 
用 式 (7. 82) 证 明 : 

Se tee ty SP 
eh, r= tih, 
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一 个 通信 系统 传输 1、2、3 三 种 符号 。 
K P7. 14 列 出 了 在 发 送 符号 j 的 条 件 下 接 
收 到 符号 & 的 所 有 可 能 符号 对 (j,k) 的 概 

率 。 例 如 ， 概 率 0. 21 对 应 的 是 发 送 了 符号 

2 接收 到 符号 3 的 概率 。 接 收 机 的 判决 准 

则 将 一 个 发 送 符号 和 每 种 可 能 接收 到 的 符 

号 相关 联 。 这 种 关联 指 的 是 对 于 每 种 可 能 

接收 到 的 符号 ， 接 收 机 猜测 、 估 计 和 判决 

相应 的 发 送 符号 。 在 以 下 问题 中 将 会 考虑 

不 同 的 判决 准则 。 

(a) 若 采 取 最 简单 的 判决 准则 一 一 当 收 到 
符号 &， 就 认为 发 送 的 是 符号 k, WA 
该 判决 准则 的 误差 概率 ( 指 判决 错误 的 
概率 ) 是 多 少 ? 





Cb) 指定 说 明 能 够 使 误差 概率 最 小 化 的 接 
收 机 判决 准则 ， 并 求 出 相应 的 误差 
概率 。 

C) 考虑 这 样 一 种 情形 ， 当 发 送 的 是 符号 7 
而 接收 机 判决 为 符号 4 时 ， 引 入 代价 函 
数 c(j,l)。 按 照 (a) 中 的 判决 方式 ， 请 
给 出 期 望 的 代价 函数 ， 也 叫 作 风险 表 
达 式 。 同 样 也 可 以 根据 其 他 任何 判决 
准则 得 到 相应 的 风险 表达 式 ， 那 么 就 
会 自然 产生 这 样 的 问题 : 什么 样 的 判 
决 准则 可 以 使 风险 最 小 ? 接 下 来 会 在 
(d) 中 针对 代价 函数 的 特定 取 值 来 讨论 
该 问题 。 

(d) 与 (c) 中 的 设 定 类 似 ， 若 了 = 上 4， 则 
cG,O=0; jA McG O=, 
请 找 出 使 风险 值 最 小 的 判决 准则 。 基 
于 风险 值 最 小 化 的 代价 函数 选择 (全 部 
或 全 不 ) 和 使 (b) 中 的 误差 概率 最 小 化 
有 着 怎样 的 联系 ? 它们 对 应 的 判决 准 
则 又 是 怎样 相互 关联 的 ? 

CA f* (v,w) 为 二 元 高 斯 密度 函数 : 

fi (v,w) =(2n) 人 一 玉生 
v — 2p0w + w’ 
X exp| — a ] 


其 中 ，0<o<1。 令 fw, w) hA F 
表达 式 , 但 用 相关 系数 一 p 代替 十 o。 广 和 
广 如 图 P7.15 所 示 ， 分 别 显示 了 概率 密度 
的 等 值 线 。 


al? alt 


图 P7.15 
现 设 随 机 变量 V 和 W 由 其 联合 PDF 
定义 : 
a sr Gm) + f- Cond) 
(7. 84) 
这 意味 着 V 和 W 是 等 概率 地 从 太 和 广 选 
取 的 。 
(a) 证 明 V 服从 高 斯 分 布 ，W 服从 高 斯 分 
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布 , 但 YY 和 了 环 不 服从 二 元 高 斯 分 布 。 
请 用 图 形 的 方式 而 不 是 复杂 的 计算 式 来 
说 明 。 因 此 ， 两 个 服从 高 斯 分 布 的 随机 
变量 不 一 定 服从 二 元 高 斯 分 布 。 也 就 是 
说 ,一 个 二 元 密度 函数 的 边缘 概率 分 布 
是 高 斯 分 布 , 但 并 不 意味 着 这 个 密度 函 
数 是 二 元 高 斯 密度 函数 。 然 而 ， 两 个 独 
立 的 高 斯 随机 变量 ， 它 们 服从 二 元 高 斯 
分 布 。 

(Cb) 证 明和 姨 不 是 独立 的 。 

(c) 不 用 积分 或 其 他 详细 的 计算 推导 ， 根 据 
V 和 W 的 联合 PDF 的 结构 ， 证 明 
E[LVW]j 二 0。 也 就 是 说 ， 尽 管 这 两 个 随 
机 变量 不 是 独立 的 ， 但 它们 却 是 不 相关 
的 。 因 此 ， 互 不 相关 的 高 斯 随机 变量 不 
需要 相互 独立 。 然 而 ， 互 不 相关 的 二 元 
高 斯 随机 变量 却 是 独立 的 。 

假设 随机 变量 2 与 随机 变量 Q 和 V 有 如 下 

关系 : 


Z=cQ+V 
Hp, 是 已 知 常数 ， 且 
EQ=1, EV =0, 方差 (Q) 一 办 
方差 (V) =; 协 方差 (Q,V) = dav 


(a) 根据 以 上 参数 ， 计 算 E(Z)、 方 差 (2Z)、 
协 方差 (Z，Q) 和 协 方差 (Z，V) 。 

(b) 现在 考虑 一 种 通过 Z 的 测量 值 来 估计 QQ 
的 方法 。 先 考虑 一 个 关于 Z 的 线性 函 
数 ( 线 性 加 常数 或 “线性 变换 ”): 

Q=at+lZ 
对 于 该 表达 式 RAMEE- Â] 
最 小 的 常数 a 和 &( 用 (a) 中 计算 得 到 的 
结果 和 /或 用 该 题目 中 已 给 的 参数 来 表 
达 )， 并 求 出 E[(Q 一 他)*] 的 最 小 值 . Â 
称 为 Q 关 于 Z 的 LMMSE 估计 。 

某 通信 系统 在 某 个 时 刻 的 输入 为 均值 yo、 

HHA of 的 高 斯 随机 变量 Q。 若 对 应 的 信 

道 输出 为 X=Q+W, WERE W 是 零 均 

fA. HHA o 的 高 斯 随机 变量 ， 并 与 Q 

独立 。 

(a) 根据 给 定 的 参数 ， 计 算 X 的 均值 wx 和 
方差 cx 。 由 该 均值 和 方差 是 否 足 以 写 
iH XW) PDF? 解释 你 的 答案 。 如 果 答 
案 为 是 ， 写 出 该 PDF。 

(b) 计算 协 方差 cx。 并 计算 相关 系数 
pi 一 cxoy(axaj。 以 下 情况 中 ，pmw 
的 值 将 如 何 变化 ? 

(a) po 从 0 到 ce 变化 ? 


(b) ay 0 到 co 变化 ? 
(c) 确定 X 和 Q 的 联合 PDF。 先 计算 容易 推 
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FAY fxla(x|q) 和 fa(q)， 再 将 这 两 者 恰 
当地 结合 起 来 得 到 联合 PDF。 并 证 实 最 
终 的 PDF 是 一 个 二 元 高 斯 密度 函数 。 

D 计算 条 件 概率 密度 falx(q|z)， 并 证 明 
它 是 高 斯 密度 函数 。 这 里 包含 了 对 这 样 
一 个 推论 的 证 明 : 二 元 高 斯 变量 的 条 件 


概率 密度 也 是 高 斯 的 。 
297 Ce) 利用 (c) 中 的 结论 ， 计 算 在 给 定 条 件 
l X=z 下 信道 输入 Q 的 MMSE 估计 
305 Quwss(z); 找 出 能 够 使 下 面条 件 MSE 


最 小 的 Qwwss (x): 
E{ (Q— Ounse(z))* | X = 2} 

在 下 一 章 中 将 会 看 到 该 估计 由 ELQ|X= 
zj 给 出 。 如 果 做 对 了 这 道 题目 ， 将 会 发 现 
这 个 估计 是 对 x 函数 的 线性 变换 ， 也 就 是 
线性 加 常数 。 根 据 上 面 的 表达 式 计算 出 相 
应 的 条 件 均 方 误差 。 

(f) 假设 Q@ 和 WW 是 不 相关 的 但 也 不 再 独立 。 
那么 以 上 (a) 一 (d) 中 的 答案 ， 哪 一 个 会 
改变 ? 


第 岛 章 
估 计算 KE 


在 本 书 以 及 许多 涉及 通信 、 控 制 和 信号 处 理 的 研究 领域 中 有 一 个 反复 出 现 的 主题 ， 就 
是 根据 系统 中 某 些 参量 (quantity) 的 量 测 信息 来 估计 或 者 预测 该 系统 的 男 外 一 些 参 量 。 通 
常 把 这 一 过 程 称 为 推理 (inference)。 典 型 地 ， 通 过 量 测 值 推测 所 期 望 的 信息 会 涉及 组 合 模 
型 ， 而 这 些 模 型 常常 包含 与 感 兴趣 的 参量 相关 的 量 测 信 息 的 先 验 知识 或 者 原理 。 

推测 一 个 连续 随机 变量 的 值 以 及 最 终 推 测 一 个 随机 过 程 的 值 是 这 一 章 和 接 下 来 几 章 的 
重点 。 其 中 一 个 关键 的 步骤 是 引入 一 个 误差 准则 ， 从 概率 意义 上 讲 ， 即 是 参量 期 望 值 和 参 
量 估 计 值 之 间 的 误差 。 本 章 和 随后 相关 章节 主要 关注 如 何 选取 估计 方法 使 得 误差 的 期 望 或 
者 均 方 值 达到 最 小 ， 也 就 是 最 小 均 方 误差 (Minimum Mean Square Error， MMSE) 准则 。 
在 8.1 节 和 8.2 节 ， 对 MMSE 估计 没有 附加 任何 的 约束 条 件 。 而 在 8. 3 节 ， 将 限定 估计 
器 (Cestimator) 是 量 测 值 的 一 个 线性 变换 ， 这 种 形式 的 估计 称 为 线性 最 小 均 方 误差 (Linear 
Minimum Mean Square Error，LMMSE) 估 计 。 

在 第 9 章 ， 关 注 的 重点 将 从 对 连续 随机 变量 的 推理 问题 转移 到 对 离散 随机 参量 的 推理 
问题 ， 这 些 参量 可 能 是 指定 的 数值 形式 ， 也 可 能 是 非 数 值 的 。 特 别 是 在 后 一 种 情况 中 ， 可 
能 出 现 的 各 种 结果 通常 称 为 假设 ， 于 是 这 种 环境 下 的 推理 过 程 就 称 为 假设 检验 ， 也 就 是 ， 
在 给 定量 测 值 和 观测 值 前 提 下 应 用 假设 的 判决 过 程 。 在 这 种 假设 检验 场景 中 ， 用 MMSE 
准则 推测 出 不 正确 假设 的 最 小 概率 通常 没有 多 大 意义 。 


8.1 单个 连续 随机 变量 的 估计 

在 开始 讨论 之 前 ， 先 假设 Y 是 一 个 随机 变量 ， 其 值 可 以 仅 从 它 的 概率 密度 函数 估计 得 
到 。 在 已 知 另 一 个 随机 变量 X 的 量 测 值 或 观测 值 的 情况 下 ,讨论 将 扩展 到 利用 XX 与 的 
联合 概率 密度 函数 对 了 的 值 进行 估计 。 


仅 基 于 了 的 概率 密度 函数 得 到 Y 的 估计 ， 记 为 9， 使 得 实际 的 试验 结果 和 估计 值 3 之 
间 的 均 方 误差 最 小 。 特 别 地 ，3 的 选择 应 当 使 下 式 的 值 最 小 : 


ELY -= | (3— fry dy (8.1) 
对 式 (8.1) 的 9 求 导 ， 令 其 结果 等 于 0， 可 得 到 
-2| w- fody = 0 (8. 2) 
或 
F srody | frd (8. 3) 
根据 
EY (8. 4) 
xt ELY- 5)? | PIR SR, BA 
2| fody = 2 (8.5) 





名 ”原文 就 是 “估计 ”， 但 鉴于 第 12 章 为 “信号 估计 ”， 因 此 这 里 翻译 为 “估计 算法 ”， 因 为 本 章 内 容 主要 是 介绍 佑 
计 的 基本 方法 和 实现 算法 。 一 一 译 者 注 
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上 式 结果 为 正 ， 说 明 式 (8. 4) 确 有 定义 3 的 最 小 值 。 因 此 在 这 种 情形 下 MMSE 估计 出 的 Y 
值 就 只 是 它 的 均值 ELY]。 

实际 的 MMSE 估计 误差 可 以 在 式 (8. 1) 中 令 9 王 ELY] 计 算得 出 。 此 时 ，MMSE 也 就 是 

Y 的 方差 ， 记 为 路 ， 即 

min E[(Y — 9)? ]= E[(Y—ELY])’ J= 04 (8. 6) 
以 类 似 的 方式 可 以 得 到 Y 的 中 值 ， 即 在 Y 的 概率 分 布 中 有 一 半 低 于 它 而 另 一 半 高 于 它 ， 
它 是 最 小 化 均值 绝对 偏差 E[ | Y—S | ] 的 9 值 。 而 且 ，Y 的 模式 ， 即 概率 密度 函数 fy (y) 
最 大 时 对 应 的 y 值 ， 可 以 用 来 最 小 化 一 个 全 有 或 全 无 成 本 函数 的 期 望 值 ， 即 当 误 差 在 极其 
微小 的 容许 范围 带 外 时 成 本 函数 为 1， 而 误差 在 其 带 内 时 成 本 函数 为 零 。 这 里 不 再 深入 讨 
论 这 些 可 选 的 误差 度量 方式 ， 不 过 务必 注意 的 是 ， 虽 然 均 方 误差 很 方便 ， 但 也 只 是 众多 误 
差 度量 方式 的 一 种 。 

从 引导 出 式 (8.4) 和 式 (8.6) 的 过 程 可 以 直接 预见 ， 随 机 变量 X 的 量 测 或 观测 值 z 的 
附加 信息 在 某 种 程度 上 与 随机 变量 Y 相关 。 与 先前 讨论 的 唯一 区 别 就 是 ， 在 给 定 的 附加 量 
测 信息 中 ， 要 用 到 条 件 或 者 后 验 概率 密度 fy xCy|z)， 而 不 是 非 条 件 概率 密度 fy(y)， 因 
此 现在 的 目标 是 最 小 化 下 式 : 


ELLY —9¢@)}* |X = 2] = [7 (9-3) fix (gle dy (8,7) 


通常 引入 符号 4Cz) 就 是 为 了 说 明 对 随机 变量 Y 的 估计 依赖 于 特定 值 z。 这 与 无 X 量 测 信 
息 的 情况 有 完全 相同 的 计算 方法 : 
da) = ELY|X = z] (8. 8) 
ERJA E X= 的 条 件 下 Y 的 条 件 期 望 。 相 应 的 MMSE 是 条 件 概率 密度 fyix(y|x) 的 
HŽ RA, MMSE 是 条 件 方差 。 因 此 ， 与 无 X 量 测 信息 的 情况 相 比 ， 唯 一 的 
不 同 就 是 ， 这 里 的 期 望 值 依赖 于 获得 的 量 测 信息 。 
进一步 来 说 ， 如 果 存 在 多 个 量 测 信 息 ， 如 XiI 一 Zi，X2s 一 Zoo，…， Xp => 那么 可 以 
使 用 后 验 概率 密度 Fy) xXx, (Cy|zi， Tor s LENS 除了 这 个 改变 ， 求解 方案 没有 变化 。 
因此 ， 不 需 进 一 步 的 计算 就 可 以 得 出 ， 在 给 定 Xi 一 ZX 一 2 的 条 件 下 ， 
Y 的 MMSE 估计 就 是 了 的 条 件 期 望 ， 即 
ICi sst) 一 ELY |X, = ti’ XL = x1] (8. 9) 
方便 起 见 ， 量 测 的 随机 变量 可 以 组 合成 一 个 列 向 量 X， 相 应 的 量 测 值 组 合成 列 向 量 x。 基 
于 量 测 值 的 MMSE 估计 现在 可 以 用 符号 和 (x) 来 表征 : 


I) = | sfna dy = E[Y|X = x] (8. 10) 
给 定 瑟 值 的 最 小 均 方 误差 仍然 是 条 件 方差 ， 也 就 是 条 件 概率 密度 fi xCy|x) 的 方差 cy ix。 
离散 随机 变量 的 MMSE 估计 r 


Psx (sr) 


有 一 个 离散 时 间 离 散 幅 值 序列 s[nj 存 储 在 噪声 介质 中 。rLnj] 是 
检索 到 的 序列 。s[nj 和 r[nj 在 任意 时 刻 no 的 值 为 随机 变量 ,分 别 用 
S 和 尺 表示 。 已 知 联合 概率 质量 函数 如 图 8.1 所 示 ， 其 中 小 方块 代 
表 结 果 ( 一 1， 一 1)、(0，0) 和 (1，1)， 每 个 发 生 的 概率 为 0.2; 小 
圆圈 代表 结果 (0，1) 、(0， 一 1) 、(1，0)， 每 个 发 生 的 概率 为 0. 1。 

基于 接收 到 的 值 尺 二 1， 可 以 得 到 S 的 MMSE 估计 $。 从 式 (8.9) 
可 以 推导 出 $= 二 EC(S|R 二 1)， 这 可 以 由 条 件 PMEF psir G| DAX: wei SsS 和 RR 的 联合 





相应 地 ， 条 件 PMEF 又 可 以 表示 为 PMF. 与 结果 相 
_ psir(s,1) 关 的 概率 中 ， 每 

J) =e 8. TI 
Psin(s|1) pr (1) 个 方块 表示 0.2， 


根据 图 8.1 可 知 每 个 圆圈 表示 0. 1 
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pr(1) = 0.3 (8.12) 
和 
Ors: Ses 
Ps.r(s| D -for E 0 (8. 13) 
On Za s=+1 
因此 ， 在 式 (8.11) 中 应 用 式 (8. 12) 和 式 (8. 13) 可 以 得 到 
Ls s=Q0 
psin(s|1) = oe er (8. 14) 
利用 式 (8. 14)，S 的 条 件 预 测 值 ( 即 MMSE 估计 )$ 是 
ae om 2 Ak he. 
its 0 十 3 1 3 (8. 15) 


需要 注意 的 是 ， 尽 管 这 里 的 估计 最 小 化 了 均 方 误差 ， 但 是 却 没 有 受 限于 S 只 能 取 离 散 值 十 
1、0、 一 1 的 事实 。 这 个 例子 会 在 第 9 章 从 假设 检验 的 角度 进一步 考虑 ， 也 就 是 ， 确 定 三 
个 已 知 的 可 能 取 值 中 的 哪 一 个 ， 来 最 小 化 一 个 更 适合 的 误差 准则 。 < 

例 8.1 考虑 了 一 个 已 经 被 潜在 改变 、 存 储 或 者 不 正确 量 测 的 离散 随机 变量 的 MMSE 
估计 。 在 例 8. 2 中 ， 将 考虑 从 含 品 量 测 中 估计 一 个 连续 的 随机 变量 。 

加 性 噪声 干扰 信号 中 的 MMSE 估计 

考虑 一 个 机 场 雷达 天 线 角 位 置 的 含 噪 量 测 X。 在 没有 噪声 存在 时 ， 真 实 位 置 用 随机 变 
量 Y 表 示 ， 附 加 噪声 用 另 一 个 随机 变量 W 表示 。 可 以 得 到 

X=Y+W (8. 16) 

假定 量 测 的 噪声 WW 独立 于 真实 的 角 位 置 ， 也 就 是 说 ，Y 和 WW 是 相互 独立 的 随机 变量 。Y 
在 区 间 [ 一 1，1] 上 服从 均匀 分 布 ， 太 在 区 间 [ 一 2，2] 上 服从 均匀 分 布 。X 的 具体 量 测 值 
为 了 X= 二 1。 现 在 基于 这 样 的 量 测 来 进行 天 线 位 置 了 的 MMSE 估计 人 。 根 据 式 (8.9) 有 





二 六 (YR 二) (8.17) 
可 以 通过 首先 得 到 Prix(Cy|1) 计 算出 式 (8. 17) 。 
faxo lD = fado (8. 18) 
x 


接 下 来 分 别 计算 式 (8.18) 右 边 的 分 子 和 分 母 。PDFfxiy(z|y) 在 形状 上 与 W 的 PDF 相同 ， 
只 是 均值 变 为 y， 如 图 8.2 所 示 。 相 应 地 ， 可 以 得 到 图 8.3 所 示 的 fxly(1|y) 和 图 8.4 所 
示 的 fxraly) fro). 


1 fay ly) 1 fay ly) 1 fev Afr) 
4 4 8 
Day ty ti z 7 a pe 
图 8.2 AE YRF X R 图 8.3 jxir(Gl|y) 的 图 图 8.4 fxirx(1|y)fr(y) 的 图 


件 PDF,，fxiy(z|y) 


为 了 获得 fy/x(y|1)， 用 图 8.4 示 出 的 函数 除 以 fA) 而 fx(1) 可 以 在 参数 为 1 时 
通过 计算 了 和 全 的 PDF 的 卷 积 得 到 。 更 简单 地 说 ， 既 然 fyi1x(y|1) 的 总 面积 必然 为 1， 
而 且 与 图 8.4 中 的 图 形状 相同 ， 只 是 存在 系数 因子 fx(1)， 因 此 将 图 8.4 乘 以 4 很 容易 得 
到 面积 1。 这 样 的 结果 恰 为 PDF frix l DAAE, B 

$=0 (8. 19) 


相应 地 ，MMSE 是 这 个 PDF Wy, WE. < 
下 一 个 例子 将 考虑 的 随机 变量 的 MMSE 估计 ， 是 基于 另 一 个 随机 变量 的 量 测 值 ， 且 
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这 两 个 随机 变量 是 通过 二 元 高 斯 概率 密度 相关 联 的 。 

二 元 高 斯 随机 变量 的 MMSE 估计 

考虑 二 元 高 斯 联合 PDF 关联 的 两 个 随机 变量 祥和 Y， 如 例 7.5 中 的 式 (7.68) 所 定义 
的 。 为 方便 起 见 ， 可 以 采用 中 心 化 和 归 一 化 的 二 元 随机 变量 : 








ye ¥ 
V= EA eae (8. 20) 
Ox Oy 
相应 的 PDF 是 
1 C — 200w +w) 
9 — fee? ja 
fvw Co w) > aR Za p) (8 ) 
变量 p 为 XX 和 YY 的 相关 系数 ， 其 定义 为 
EX (8. 22) 


Ox0y 
KE oy ZX 与 Y 的 协 方 差 。 
现在 考虑 给 定 六 二 xz 的 条 件 下 Y 的 MMSE 估计 9$(x)， 这 里 和 和 立 是 二 元 高 斯 随机 变 
量 。 根 据 式 (8.9) 有 
Sie = ELY (X =z] (8. 23) 
HF V AW, TUAR 
9(z)= E| oyw +py)|V = eka ovE| WIV = re he (8. 24) 


很 容易 直接 证 明 fw|vCwlv) 也 是 高 斯 的 ， 其 均值 为 pv， 方差 为 1 一 2， 即 满足 
a 0 i Bx 
AWW | lms ) (8. 25) 
结合 式 (8. 24) fr K (8. 25) A 
Hz)= ELY|X = z] = py keela Tp (8. 26) 
xX 


可 以 看 到 ， 二 元 高 斯 变量 的 MMSE 估计 具有 很 好 的 线性 (或 者 ， 更 确切 地 说 ， 仿 射 性 ， 也 
就 是 线性 加 上 一 个 常数 ) 形 式 。 
MMSE 是 条 件 PDF AixCy|z) 的 方差 ， 即 

E[(Y — d(x)? |X = 2] = 0,0 —9") (8. 27) 
值得 注意 的 是 ，o2 是 没有 任何 附加 条 件 信息 时 了 的 均 方 误差 。 式 (8.27) 表 明了 获得 和 的 
量 测 值 后 的 剩余 均 方 误差 (residual mean square error). 可 以 明显 而 又 直观 地 看 到 ， XX 与 Y 
的 相关 系数 值 越 大 ， 剩 余 均 方 误差 越 小 。 同 时 也 要 注意 到 在 二 元 高 斯 情形 下 ， 在 给 定 X 一 工 
ZET, Y 的 MMSE 估计 并 不 依赖 于 特定 的 工 值 。 < 


8.2 从 估计 到 估计 器 


式 (8.8) 中 立 的 MMSE 估计 是 在 已 知 随机 变量 X 的 特定 值 z 的 基础 上 进行 的 ， 然 而 
X 是 一 个 随机 变量 ， 特 定 的 值 x 却 不 是 ， 因 此 9(z) 也 不 是 一 个 随机 变量 。 

区 分 开 随 机 变量 的 估计 和 对 任意 值 z 形成 估计 的 过 程 是 很 重要 的 。 这 和 区 分 开 函 数 在 
某 一 点 的 值 和 函数 本 身 是 完全 类 似 的 。 形 成 估计 的 过 程 或 函数 称 为 估计 器 (estimator) 。 

如 例 8. 1 中 ， 在 给 定 R=1 时 确定 了 S 的 MMSE 估计 。 通 常 ， 对 于 R 的 每 一 个 可 能 
的 值 ， 即 对 于 一 1、0 和 1， 都 可 以 进行 S 的 MMSE 估计 。 将 这 些 结果 列表 ， 就 可 以 针对 
接收 到 的 特定 R 值 查询 对 应 的 MMSE 估计 。 这 样 的 表 ， 或 者 更 一 般 地 说 ，R 的 一 个 函数 
将 对 应 所 谓 的 MMSE 估计 器 。 这 里 的 表 或 者 估计 器 的 输入 应 该 是 特定 的 检索 值 ， 而 输出 
应 该 是 与 检索 值 对 应 的 估计 。 

符号 $(z) 已 经 在 前 面 的 分 析 中 引入 来 表示 X= r 条件 下 Y 的 估计 。 函 数 9(*) 则 表示 
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对 应 的 估计 器 ， 记 为 9(X)， 或 者 仅 用 Y 来 更 简洁 地 表示 ， 前 提 是 需要 明白 估计 器 对 什么 随 
机 变量 起 作用 。 请 注意 估计 器 Y= 二 LX) 是 一 个 随机 变量 。 之 前 看 到 过 的 MMSE fiit Cr) 
是 由 条 件 均值 E[Y |X =r] AE, xtA T MMSE 估计 器 的 另 一 种 自然 的 表示 方法 ， 即 
Y = y(X) = ELY |X] (8. 28) 
注意 E[Y|X] 表 示 一 个 随机 变量 ， 而 不 是 一 个 单独 的 数值 。 
前 面 的 讨论 所 适用 的 情形 基本 上 没什么 变化 ， 都 是 观测 到 了 多 个 随机 变量 并 将 其 组 合 
到 向 量 及 中 。 这 种 情形 下 的 MMSE 估计 器 被 记 为 
¥ = 9(X) = E[Y |X] (8. 29) 
也 许 毫 不 意外 ， 给 定义 条 件 下 Y 的 MMSE 估计 器 最 小 化 了 所 有 YY 和 关 的 平均 的 均 方 
误差 。 这 是 因为 MMSE 估计 器 最 小 化 了 XX 的 每 一 个 特定 x 值 的 均 方 误差 ， 更 正式 地 有 
Ey,x (LY — 9) 2) = Ex Enx (LY — SOO FP |X) 
= | Erd- SOF |X = x) fx(x)dx (8. 30) 
期 望 算 子 的 下 标清 楚 地 表明 涉及 计算 相关 联 的 期 望 对 应 的 概率 密度 。 当 不 是 一 个 标 
量 时 ， 概 率 密度 和 积分 运算 都 是 多 变量 的 。 因 为 估计 3(x) 最 小 化 了 XX 的 每 一 个 值 x 的 内 
WHA Eyo MA fx Cx) 是非 负 的 ， 所 以 它 也 最 小 化 了 外 部 期 望 Ex。 
二 元 高 斯 随机 变量 的 MMSE 估计 器 
例 8. 3 在 给 定 一 对 二 元 高 斯 随机 变量 中 的 一 个 随机 变量 量 测 值 的 情况 下 ， 构 建 了 另 一 
个 随机 变量 的 MMSE 估计 。 在 本 例 中 采用 相同 的 符号 ， 只 需 将 式 (8.26) 中 的 工 用 X & 
代 ， 显 然 就 可 以 获得 MMSE 估计 器 : 


Y= HX) = py + pK = py) (8. 31) 
在 给 定 X 一 工 条 件 下 的 条 件 MMSE 在 先前 的 例子 中 已 经 求 出 为 os(1 一 02)， 且 不 依赖 于 工 
的 值 ， 因 此 ， 基 于 所 有 X 的 平均 的 MMSE 估计 器 仍然 为 Ae). < 


在 例 8. 2 中 ， 考 虑 了 从 一 个 天 线 位 置 的 含 噪 量 测 X 中 对 天 线 角 位 置 了 的 MMSE 估 
计 ， 也 就 是 
xX=Y+W (8. 32) 
其 中 , W 是 随机 噪声 。 在 那个 例子 中 ，MMSE 估计 5 是 根据 X 的 一 个 特定 量 测 值 确定 的 。 
在 接 下 来 的 例子 中 ， 不 再 假定 和 的 特定 量 测 值 ， 而 是 确定 MMSE 估计 器 。 
加 性 噪声 中 信号 的 MMSE 估计 器 
同 例 8.2， 假 设立 和 仙 是 相互 独立 的 随机 变量 ，Y 在 区 间 [ 一 1，1] 上 服从 均匀 分 布 ， 
W 在 区 间 [ 一 2，2] 上 服从 均 久 分布 。 估 计 器 为 
Y= 9X) (8. 33) 
郊 本 身 是 一 个 随机 变量 ， 当 和 取 特 定 值 x 时 ,六 取 相 应 的 特定 值 9C(z)。 为 了 推导 出 估计 
器 ， 假 定 X 一 z， 之 后 就 如 同 例 8.2 一 样 确定 MMSE 估计 9 了 (zx)。 当 工 在 所 有 可 能 取 值 的 范 
转变 动 时 ，$(z) 的 值 将 发 生 相 应 改变 。 在 下 面 的 讨论 中 ， 除 了 确定 MMSE fk it BY = 
4(X)， 也 将 确定 随机 变量 X 可 以 取 的 所 有 可 能 工 值 的 平均 的 总 体 均 方 误 差 。 
既然 9Cz) 是 给 定 X 一 工 条 件 下 了 的 条 件 期 望 ， 从 而 必须 确定 frix lr). AK, 首先 
BEY PW 的 联合 概率 密度 ， 并 从 中 得 到 需要 的 条 件 概率 密度 。 
Be Y PW 的 相互 独立 性 ， 有 
fa -olwg hy] 
fyw(ysw) = fy») fw(w) = 8 (8. 34) 
0, 其 他 
可 以 看 到 fyix(y，Xx) 在 图 8.5 所 示 的 矩形 内 均匀 分 布 ， 而 在 矩形 外 取 值 为 0。 
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在 给 定 条件 了 二 y 下 ， XAytW 一 样 ， 均 匀 分 布 在 区 间 [y 一 2，y 十 2] 上 ， 从 而 有 


314 fxr (zx,y) = fry (zl fry) = (4 )x (s)=4 (8. 35) 
上 式 的 取 值 区 间 对 应 于 一 1 声 y 二 1，y 一 2 声 x 声 y 十 2， 而 区 间 外 为 0， 因 此 ， 联 合 PDF 在 
如 图 8.6 所 示 的 平行 四 边 形 中 均 久 分布， 在 平行 四 边 形 外 为 0. 





图 8.6 XAY 的 联合 PDF 与 例 8.5 中 基于 X 
推导 出 了 的 MMSE 估计 器 


在 给 定 了 二 x 时， 条 件 PDFfy|x(y|x) 均 匀 分 布 在 平行 四 边 形 对 应 的 垂直 区 域 ， 即 
l- 二 全 RE a eh 


图 8.5 fl 8.5 FY MW AKA PDF 





3 9 
KiIGpS + | (8. 36) 


过- ae Me AN, 


图 8.7 人 


y y y 
1 
0 
(1) 
=l 1 E 
2 
1 fix 


- liai 
fox ol-2) frx 910) 
图 8.7 例 8.5 中 不 同 X 取 值 对 应 l E bia PDF aka 


MMSE 估计 9(z) 是 给 定 X 一 工时 的 条 件 均值 ， 它 是 平行 四 边 形 对 应 垂直 区 域 的 中 点 。 
315] 条 件 均值 如 图 8. 6 中 平行 四 边 形 上 的 粗 实 线 所 示 ， 其 解析 形式 为 





5 E o 


到 十 豆 z， —3<2<—1 
Sla) = ELY |X = 2] =<0, 一 二 及 -< (8. 37) 
—i+ $e, betes 
注意 当 x 二 1 it, 9) =0, KAS) 8.2 相 一 致 。 
与 这 个 估计 相应 的 条 件 MMSE 是 式 (8. 36) 中 均匀 分 布 的 方差 ， 确 切 地 说 ， 
Say „ii 
cer ere 
ELY =J Ea] = + ae ee | (8. 38) 


I 2 
(3 -Ieas 
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当 X=1 时 ， 再 一 次 与 例 8.2 相 一 致 。 

式 (8. 38) 说 明了 对 于 量 测 和 的 任何 指定 的 工 值 的 均 方 误差 。 既 然 量 测 值 是 一 个 随机 
变量 ， 那 么 获得 量 测 变量 X 所 有 可 能 取 值 的 平均 的 均 方 误差 也 是 很 有 必要 的 。 为 了 确定 
它 ， 首 先 需要 确定 X 的 边缘 PDF。 这 可 以 通过 fy 和 fw 相 卷 积 求 得 ， 因 为 和 是 两 个 独立 
随机 变量 Y 和 W 的 和 。 也 可 以 利用 贝 叶 斯 准则 求 得 ， 其 结果 是 








=, 去 1 
Pio = rcu Eya red (8. 39) 
frix lx) cen 
a Lay tie 
0, 其 他 


均 方 误差 可 以 通过 对 所 有 工 值 的 一 个 加 权 平 均 表达 式 求 得 
Ex {Eyx[ CY — Sla) |X = z= f ELY- yay" |x = 2 \fx€x) dx 


=f (Se) (art | (F) (Ge 
+ (SS) (Aa =F (8, 40) 
有 意思 的 是 ， 将 这 个 结果 与 立 通过 它 的 均值 0 估计 出 的 均 方 误差 对 比 。 那 么 这 个 均 方 误差 
HEEAE oO, W 





gMh (8. 41) 
ARIA X 的 先 验 知识 以 及 Y SX 的 概率 关系 ， 确 实 可 以 减 小 均 方 误差 。 司 


正 交 性 
MMSE 估计 器 的 一 个 重要 性 质 就 是 残 差 (residual error)Y 一 和 (X) 正 交 于 量 测 随机 变量 
的 任何 函数 h(X)， 即 
EyxL{Y — SCX) }ACX)] = 0 (8. 42) 
其 中 , 和 是 量 测 随 机 变量 的 向 量 ， 可 以 利用 了 和 的 联合 概率 密度 计算 得 到 期 望 。 这 可 
以 首先 通过 扩展 式 (8. 42) 左 边 得 到 


Ey x[ {Y — 9CX) }hCX) ] = Ey,x [YA (X) ] 一 Ey, xL (X)h(X)] (8. 43) 
接着 ， 将 以 下 等 式 应 用 到 项 Ey x IXA I+, 
Ey,x(3(X)h(X)] = ExLEy|x[LY |XJh(X)] (8. 44) 
= E,[Eyjx [Yh CX) | XJ] (8. 45) 
= Ey,xLYh (X) ] (8. 46) 


HER (8. 46) 代 人 到 式 (8. 43) 即 可 得 到 式 (8. 42), 
3h (8. 46) 表 明 MMSE 估计 器 有 相同 于 Y 与 任何 X 函数 之 间 关 系 的 相关 性 。 特 别 地 ， 
选择 h(XX)= 二 1， 有 
Ex(3(X)] = Ey[Y] (8. 47) 
当 估计 器 9(X) 的 期 望 值 等 于 随机 变量 Y 的 期 望 值 时 ， 估 计 器 被 认为 是 无 偏 的 (unbiased) 。 
式 (8.47) 表 明 MMSE 估计 器 确实 是 无 偏 的 。 这 个 性 质 可 以 用 来 说 明 MMSE 估计 器 的 估计 
误差 和 用 来 构建 估计 器 的 随机 变量 的 任何 函数 都 无 关 。 


8.3 线性 最 小 均 方 误差 估计 


8.3.1 从 一 个 随机 变量 的 单 次 量 测 中 线性 估计 另 一 个 随机 变量 
通常 ， 前 面 几 节 讨 论 的 MMSE 估计 器 所 要 求 的 条 件 期 望 ECY |XX) 是 很 难 确定 的 ， 这 
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是 因为 条 件 概 率 密度 AixCylxz) 不 容易 被 确定 。 一 种 有 用 且 广 泛 使 用 的 折 中 方法 是 限定 佑 
计 器 是 量 测 随机 变量 的 一 个 固定 的 线性 (或 者 更 具体 地 说 ， 仿 射 ， 即 线性 加 一 个 常数 ) K 
数 ， 同 时 选择 的 线性 关系 使 得 Y M X 可 联合 取 值 的 平均 的 均 方 误差 最 小 。 这 样 的 估计 器 
称 为 线性 最 小 均 方 误差 (Linear Minimum Mean Square Error， LMMSE) 估 计 器 。 首 先 考 
虑 最 简单 的 情况 。 

假定 随机 变量 了 的 估计 器 构建 于 另 一 个 随机 变量 XX， 限定 估计 器 的 形式 为 


Y, = HX) = aX +b (8. 48) 
这 里 需要 确定 a 和 5 来 最 小 化 均 方 误差 ， 也 就 是 
Esx Y —Y,)?] = Eyza Y= aX +b) ¥] (8. 49) 


值得 注意 的 是 ， 期 望 值 由 Y 和 X 的 联合 概率 密度 决定 ， 也 就 是 说 ,使 得 Y 和 X 所 有 可 能 
组 合 的 平均 的 线性 估计 器 最 优 。 式 (8. 49) 中 的 下 标 符号 标明 了 参与 期 望 计算 的 联合 概率 密 
度 对 应 的 变量 。 最 终 这 些 下 标 将 会 取消 。 

一 旦 通过 这 种 方式 选 定 了 参数 a 和 %。 的 最 佳 值 ， 在 给 定 特定 值 x 的 条 件 下 ，Y 的 估计 
就 是 和 (xz) 二 az 十 5b， 其 可 以 通过 已 经 确定 的 a 和 5 的 值 计 算得 到 。 从 而 ， 在 LMMSE 的 情 
形 下 ， 一 个 最 佳 线性 估计 器 形成 ， 然 而 对 于 任何 特定 的 z， 这 个 估计 器 产生 的 估计 并 不 具 
备 任何 个 体 最 优 的 性 能 。 这 和 之 前 章节 中 考虑 的 MMSE 情形 形成 了 对 比 ， 在 那里 每 个 x 
获得 一 个 最 佳 的 MMSE 估计 ， 即 ELY|X 一 z]， 最 小 化 了 性 一 条 件 下 的 均 方 误差 。 两 者 
的 区 别 可 以 总 结 如 下 : 在 没有 约束 条 件 的 MMSE 情形 下 ， 最 佳 估计 器 是 结合 所 有 单个 最 
优 估 计 而 获得 的 ; 然而 在 LMMSE 的 情形 下 (一 般 非 最 优 )， 单个 估计 仅 是 通过 计算 最 佳 线 
性 估计 器 得 到 的 。 

对 式 (8. 49) 分 别 关 于 参数 a 和 求 导 ， 然 后 令 每 个 导数 等 于 0， 使 得 表达 式 的 值 最 小 
(可 以 考虑 用 二 阶 导数 证 明基 于 这 种 方式 找到 的 值 是 最 小 的 ， 证 明 过 程 略 )。 首 先 对 式 
(8. 49) 关 于 65 求 导 ， 将 导数 代入 计算 期 望 的 积分 运算 中 ， 然后 将 结果 置 零 ， 其 结果 为 


Ey x[Y — (aX +b)] =0 (8. 50) 
等 价 于 ， 
ELY] = ELaX +6] = ELY,] (8. 51) 
可 以 推导 出 
b = py — apx (8. 52) 


其 中 ,jy 二 EL[Yj]= Ey,xLYj， px =ELX]==Ey,xLX]。 由 式 (8. 52) 得 到 的 最 佳 值 5 实际 上 是 
用 来 保证 线性 估计 器 是 无 偏 的 ， 也 就 是 说 ， 估计 器 的 期 望 值 等 于 被 估 随 机 变量 的 期 望 值 ， 
如 式 (8. 51) 所 示 。 
用 式 (8.52) 替 代 式 (8.48) 中 的 5， 可 以 得 到 
Y, = py talX— py) (8. 53) 
换 句 话说 ， 相 对 于 被 估 随 机 变量 Y 的 期 望 值 yy， 最 佳 线性 估计 器 添加 了 一 个 量 测 随机 变 
aX 与 其 期 望 值 wy 的 差 值 X 一 yx 的 适当 倍数 。 为 了 找到 这 个 倍数 的 最 佳 值 ， 首 先 重 写 
式 (8. 49) 中 的 误差 准则 : 
EL{(Y — m) — & ep Y = ELC — aX") (8. 54) 
其 中 ， 
Y=Y-py 和 X=X-py, (8. 55) 
这 里 采用 式 (8. 53) 推 导出 式 (8. 54) 中 的 二 阶 等 式 。 将 式 (8. 54) 中 包含 的 误差 准则 表达 式 对 
a 求 导 ， 并 将 结果 置 0， 可 以 得 到 : 
E[(Y—aX) X]=0 (8. 56) 
重新 整理 式 (8. 56) ， 又 已 知 ELYX]=o,,, MY MX HHI, HAEL ] 二 oc， 可 以 推 
导出 
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a = a Se (8. 57) 


EP, py 表示 Y 和 X 的 相关 系数 ， 当 清楚 地 知道 涉及 的 变量 时 ， 可 简写 为 p。 
一 种 比较 容易 理解 的 方式 是 用 第 7 章 随机 

变量 的 向 量 空间 形式 解释 式 (8. 57)。 式 (8. 54) 

中 关于 误差 准则 的 表达 式 可 在 图 8. 8 中 形象 地 








表示 出 。 选 择 沿 着 坐标 义 的 向 量 a 义 ， 可 使 误差 cos-! (pyy) 
向 量子 一 a 多 的 长 度 平方 最 小 。 相 关 向 量 如 图 8. 8 ak 
所 示 。 根 据 熟 悉 的 几何 常识 可 知 ，a 久 的 最 佳 选 图 8. 8 在 向 量 空间 中 解释 式 (8. 57) 中 的 
择 必 然 是 了 在 人 上 的 正 交 投影 ， 且 此 投影 是 表达 式 a 
co 
aX = = X (8. 58) 


同 第 7 章 一 样 ， 这 里 (U，V) 表 示 向 量 U 和 V 的 内 积 ， 且 在 “向 量 ” 是 随机 变量 的 情 
形 下 表示 为 ELUV]。 其 中 a 如 式 (8. 57) 所 示 。 回 忆 第 7 章 中 相关 系数 o 表示 的 是 向 量 了 和 
久 夹 角 的 余弦， 并 且 这 些 向 量 的 长 度 分 别 为 oy Moyo 

前 面 的 投影 运算 表明 误差 一 a 义 ( 也 可 以 写作 了 一 六,) 必 正 交 于 久 二 XX 一 yx。 这 恰好 是 
式 (8. 56) 所 表达 的 。 另 外 ， 运 用 六, 的 无 偏 性 证 明了 YY 一 六 , 必 正 交 于 wx (或 任何 其 他 常数 )， 
这 样 (了 一 六 ,) 也 因此 正 交 于 X AZ. 

ELY —Y,)X] =.0 (8. 59) 

换 句 话说 ， 最 佳 LMMSE 估计 器 是 无 偏 的 ， 从 而 估计 误差 正 交 于 估计 器 基于 的 随机 变 
量 。 值 得 注意 的 是 ， 在 前 一 节 MMSE 估计 器 的 讨论 中 关于 误差 正 交 于 量 测 随 机 变量 任何 
函数 h(X) 的 表述 相当 强 ， 而 不 仅仅 是 正 交 于 随机 变量 本 身 。 

之 前 的 讨论 显示 出 估计 器 的 无 偏 性 ， 以 及 误差 与 量 测 随机 变量 的 正 交 性 。 这 些 性 质 完 
- 全 表征 了 LMMSE 估计 器 。 因 此 ， 利 用 这 些 性 质 可 以 推导 出 LMMSE 估计 器 。 

进一步 进行 几何 推理 ， 将 勾 股 定理 应 用 于 图 8.8 中 的 三 角形 可 以 得 出 结论 ， 即 利用 
LMMSE 估计 器 得 到 的 最 小 MMSE 是 

MMSE = E[ (f — aX)? ] = ELF JA- P) = hA o) (8. 60) 
当然 这 个 结果 不 依赖 于 几何 解释 ， 仅 从 解析 推导 也 可 以 得 到 。 这 个 结果 表明 了 当 X 的 观 
测 值 用 于 LMMSE 估计 器 时 ， 基 于 X 估计 的 均 方 误差 cy 可 减 小 到 1/(1 一 六 )。 更 进一步 ， 
如 果 X 和 了 关系 更 密切 ， 即 p 为 十 1 或 一 1( 分 别 对 应 于 强 正 相 关 或 负 相 关 )， 那 么 利用 
LMMSE 估计 器 从 X 中 提取 所 携带 的 Y 的 信息 ， 就 可 以 更 多 地 减 小 了 的 不 确定 性 。 
结合 式 (8. 60) 给 定 的 最 小 均 方 误差 表达 式 ， 现 在 可 以 将 LMMSE 估计 器 总 结 如 下 : 


Y, = NX) = py t EX — py) = py + p(X ~ py) (8. 61) 
X "X 


或 者 等 价 地 ， 也 许 更 建议 使 用 的 形式 为 
站 (8. 62) 
式 (8. 62) 说 明 ， 估计 器 基于 均值 的 归 一 化 偏差 (normalized deviation) 是 观测 变量 基于 均值 
的 归 一 化 偏差 的 p 倍 。Y 和 X 的 相关 性 越 强 ， 两 个 归 一 化 偏差 就 越 匹配 。 
注意 到 以 上 LMMSE 估计 器 的 表达 式 及 其 均 方 误差 与 例 8.4 中 二 元 高 斯 情形 下 
MMSE 估计 器 获得 的 结果 相同 。 原 因 是 例 8.4 中 的 MMSE 估计 器 的 结果 是 线性 的 (确切 
一 点 儿 ， 是 仿 射 的 ) ， 如 同 在 例子 中 提 到 的 那样 。 
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加 性 噪声 中 信号 的 LMMSE 估计 器 

例 8.5 确定 了 MMSE 估计 器 ， 现 在 本 例 关注 LMMSE 估计 器 的 设计 。 回 忆 前 面 的 例 
子 ， 随 机 变量 入 表示 天 线 角 位 置 Y WOREME, AX=-YTW, EW REWER. 
假定 噪声 独立 于 天 线 的 角 位 置 ， REY pW 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 且 Y 在 区 间 [ 一 1， 
1] 上 服从 均匀 分 布 ，W 在 区 间 [ 一 2，2] 上 服从 均匀 分 布 。 

基于 X #24 Y ® LMMSE 估计 器 需要 这 些 随 机 变量 各 自 的 均值 、 方差 以 及 协 方差 。 
可 以 直接 获得 


Wy= Or py TO px = 0» = =, = = 
d= dt =E, ox =e => pa =F (8. 63) 
相应 的 LMMSE 估计 器 为 
¥,= 2X (8. 64) 
相关 的 MMSE 为 
gp) = (8. 65) 
这 里 的 MMSE 结果 可 以 与 例 8.5 中 的 结果 相 比较 ， 在 例 8. 5 中 获得 的 ( 较 小 的 ) 均 方 误差 
为 十 ,而 如 果 pry 一 0 是 Y HE, 那么 获得 的 ( 较 大 的 ) 均 方 误差 为 本 。 < 


接 下 来 的 例子 将 考虑 一 个 参数 化 的 时 间 函 数 ， 其 中 参数 是 随机 变量 。 LMMSE 估计 器 
根据 某 个 时 刻 已 观测 到 的 值 去 估计 另 一 个 时 刻 的 值 。 
正弦 随机 过 程 单 次 量 测 的 LMMSE 估计 器 
考虑 一 个 正弦 信号 
XQ 一 Acos(Cowoot 十 9) (8. 66) 
这 里 假设 wo Be, AWO 是 统计 上 独立 的 随机 变量 ， HOW PDF 在 区 间 [0，2x] 上 服从 
均匀 分 布 。 因 此 ，X(t) 是 一 个 随机 信号 ， 或 者 等 价 于 所 有 基础 概率 试验 中 A 和 各 种 可 
能 性 结果 产生 的 信号 的 集合 或 “全 体 (ensemble)”。 这 样 的 信号 在 第 10 章 有 更 详细 的 讨 
论 ， 将 被 称 为 随机 过 程 。 在 某 个 特定 时 刻 CHO, X(t) 的 取 值 是 一 个 随机 变量 ， 其 值 将 依 
赖 于 基础 概率 试验 中 A 和 8 的 取 值 结果 。 
假定 Xa) HH LMMSE 估计 器 以 X(to) 的 一 个 量 测 值 为 基础 ， 这 里 to PH A tE E 
采样 时 刻 。 换 多 话说 ， 估 计 器 的 形式 为 
R(t.) = aX (to) +8 (8. 67) 
He, a fb WEEE XC AXQIZANAHRERKAR. 
根据 5 的 选择 ， 要 保证 估计 器 是 无 偏 的 ， 可 以 得 到 : 


E[X(,)] = aE[X@)] +6 = ELX(Ct)] (8. 68) 
既然 A 和 @ 是 独立 的 ， 且 日 在 [0O，2xj] 上 服从 均匀 分 布 ， 则 有 : 
E[X(t,)] = ELA] i cos lwt + 6@)d@ = 0 (8. 69) 


类 似 地 ， 有 ELX(,)]=0, Bk 5 二 0。 
接 下 来 ， 利 用 LMMSE 估计 器 的 误差 正 交 于 量 测 值 的 事实 ， Ae: 
EL (XC) — X()) X(@)] = 0 (8. 70) 
并 因此 有 
aE[ X? (t))] = ELX) X(t) J (8. 71) 
或 
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x EFX CDX G] 


a = FXX (8. 72) 
式 (8. 72) 的 分 子 和 分 母 分 别 为 
ELX(t,)X())] = ECA] is Ecos lont: a 
2 
= ELA costae C zi ty) } (8. 73) 


和 
ENS KI] =e Ela 


由 于 a=coslw(ti—to)}, PMU LMMSE 估计 器 为 
X(t) = X(t) cos{wo (ti — to) } (8. 74) 
注意 A 的 分 布 并 没有 在 这 个 等 式 中 起 作用 。 
为 了 求 出 LMMSE 估计 器 相应 的 均 方 误差 ， 可 以 计算 随机 信号 在 如 和 如 时 刻 所 取 值 之 
间 的 相关 系数 。 显 而 易 见 ,4p 一 a 二 cos{wo (ti 一 t)}， 因 此 均 方 误差 为 


EA 一 cos {oc 人 Ete EE SA ue (8.75) 
<4 
8.3.2 多 重量 测 
在 这 一 节 ，LMMSE 估计 器 对 随机 变量 Y 的 估计 将 扩展 到 以 多 个 随机 变量 的 量 测 值 为 
基础 的 情形 ， 也 就 是 X ，…，X, 集合 成 向 量 X 的 形式 。 这 样 的 仿 射 估计 器 也 许可 以 写成 
W FÉR: 
Y, =$ (X) = ay + 2 aX (8. 76) 


这 里 ，LMMSE 估计 器 的 系数 a, 完全 可 以 通过 由 随机 变量 Y 和 Xi 的 一 阶 憩 和 二 阶 矩 * 即 

均值 、 方 差 和 协 方差 ) 定 义 的 线性 方程 组 求 出 。 事 实 上 ， 式 (8. 76) 关 于 参数 a; 的 线性 模型 

是 线性 系统 方程 组 求解 的 结果 ; 而 关于 随机 变量 仿 射 型 的 模型 也 是 方程 解 仅 依赖 于 一 阶 

矩 、 二 阶 矩 的 原因 。 线 性 方程 很 容易 求解 ， 一 阶 和 矩 、 二 阶 矩 通常 也 容易 确定 ， 这 也 加 强 了 

LMMSE 估计 的 普及 。 : 
接 下 来 的 推导 与 8. 3. 1 节 相同 ， 只 不 过 前 面 考 虑 的 是 单 次 观测 的 随机 变量 X。 趁 这 一 

节 扩展 到 多 次 量 测 的 机 会 ， 除 了 回顾 推导 的 逻辑 过 程 外 ， 还 可 以 提供 一 些 更 深入 的 洞察 。 
总 的 目标 仍然 是 最 小 化 均 方 误差 ， 即 


a[(Y— (a+ Yax,))'] (8. 77) 


这 里 的 期 望 是 通过 Y 和 XX 的 联合 概率 密度 计算 得 到 的 。 使 用 联合 概率 密度 而 不 是 条 件 概 率 密 
度 是 因为 并 没有 针对 一 组 特定 的 量 测 值 x 选择 最 佳 参 数 ， 否 则 通过 令 a =ELY|X=x], FPR 
置 其 他 w HO, 那么 非 线 性 估计 也 可 以 在 这 种 情形 下 工作 。 然 而 ,对 于 羡 和 Y 所 有 可 能 
组 合 的 平均 ， 参 数 将 会 选择 为 最 佳 的 。 除 了 一 些 特殊 情形 (有 些 情形 很 重要 ， 比 如 多 元 高 
斯 随机 变量 的 情况 )， 线 性 估计 器 通常 并 不 如 无 约束 条 件 的 估计 器 好 ， 但 是 ， 正 如 现在 讨 
论 的 ， 线 性 估计 器 很 容易 求解 。 

将 式 (8. 77) 对 每 一 个 a;(i 二 0，1，…， 工 ) 求 导 ， 并 令 每 个 导数 等 于 0， 以 获得 最 小 值 
(同样 ， 可 以 考虑 用 二 阶 导数 证 明基 于 这 种 方式 找到 的 值 是 最 小 的 ,证明 过 程 略 )。 对 ao 
求 导 并 令 结果 等 于 0， 可 得 


全 
ELY] = Ela. + Plax, | = ECF] (8. 78) 
j=l 
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或 


ao = py 一 Dit x; (8. 79) 
其 中 ,jy 一 E[Y] 且 poy, =ECX; 1. ao 的 最 佳 值 保证 线性 估计 器 是 无 偏 的 ， 就 如 式 (8. 78) 所 
表达 的 一 样 ， 也 就 是 说 ， 估 计 器 的 期 望 值 是 待 估 随 机 变量 的 期 望 值 。 
用 式 (8. 79) 替 换 式 (8.76) 中 的 au， 可 得 到 
Y, = + pS — py) (8. 80) 
换 句 话说 ， 通 过 量 测 随机 变量 与 它们 各 自 期 望 值 之 间 的 差 值 Xi 一 wx 的 线性 组 合 ， 实 现 了 
估计 器 对 待 估 随 机 变量 期 望 值 yy 的 调整 。 
考虑 到 式 (8. 80)， 式 (8.77) 表 示 的 均 方 误差 准则 可 以 写 为 


BLY — py) — 2, — m1 BF- Ph, "| (8. 81) 
这 里 
了 三 六 @ 2, = Xe, (8. 82) 
对 式 (8. 81) 的 每 一 个 剩余 系数 a, (i 王 1，2，…， 工 ) 求 导 并 令 导数 等 于 0， 可 得 方程 : 
Bl (¥— Dia; Z) =o = 也 2 二 二 (8. 83) 
或 者 等 价 地 ， 考 虑 式 (8. 80) 有 
ELLY. —Y¥,) ,lo ey ls (8. 84) 


注意 到 式 (8.78) 中 的 了 一 六 正 交 于 所 有 常量 ,特别 是 wx ， 因 此 可 以 推导 出 另 一 个 版 
本 5 即 
ELV =+¥5X,]=0, = TL (8. 85) 
式 (8. 83)、 式 (8. 84) 和 式 (8. 85) 用 略 有 不 同 的 形式 表达 了 同一 个 意思 ， 即 估计 误差 正 交 于 
估计 器 用 到 的 随机 变量 。 这 些 不 同形 式 之 间 的 关系 与 估计 器 的 无 偏 性 紧密 相关 。 最 后 一 种 
形式 ， 即 式 (8. 85) ， 是 限定 LMMSE 估计 器 正 交 条 件 的 常用 表达 。 再 次 注意 到 ， 在 前 一 节 
中 MMSE 估计 器 关于 正 交 的 表述 是 相当 强 的 ， 即 误差 正 交 于 量 测 随 机 变量 的 任何 函数 
h(X)， 而 不 仅 仪 是 随机 变量 本 身 。 重 写 式 (8. 85 ) 为 
EB dy 1 (8. 86) 
推导 出 一 个 和 正 交 条 件 等 价 的 表述 ， 即 LMMSE 估计 器 立 和 与 量 测 变量 X, 有 相同 的 相 
关 性 。 
正 交 性 和 无 偏 性 条 件 一 起 完全 确定 了 LMMSE 估计 器 。 同 时 ， 之 前 的 推导 也 证 明了 Y 
的 一 阶 矩 及 其 与 X; 的 二 阶 交叉 矩 恰好 匹配 于 立 的 一 阶 矩 及 其 与 X, 的 二 阶 交叉 矩 。 由 此 
看 来 ，Y MY, 仅 基 于 这 些 矩 是 不 能 区 分 开 的 。 
式 (8. 83) 提 供 了 一 种 求 系数 w (j= 二 1，…, 工 ) 的 简便 方法 。 这 个 方程 组 可 被 表示 为 


Zaxx ai = oxy (8. 87) 

这 里 cxx HEX: AX; 的 协 方差 (因此 oxx 就 是 方差 cx )， 且 oxy 是 X; MY 的 协 方 差 。 将 方 
程 组 写成 矩阵 的 形式 ， 可 得 

eE hd E E E 


oO SPE ONG, o 
2X, X,X, Xs XL az á X,Y 


(8. 88) 


o o sw F aL 
XLXI XLX; XLXL 
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这 个 方程 组 称 为 正规 方程 组 (normal equations) , 也 可 以 用 矩阵 形式 表示 为 

(Cxx )a = Cxy (8. 89) 
通过 比较 式 (8. 88) 和 式 (8. 89) ， 容 易 得 到 Cx, a 和 cx 的 定义 。 这 里 工 个 方程 包含 工 个 未 
知 数 ， 生 成 的 解 为 {w)，7 王 1，…， 工 ， 将 这 些 解 的 值 代 和 人 式 (8. 80) 即 可 完全 确定 估计 器 。 
用 和 矩阵 形式 表示 的 解 为 


a= (Cee ex (8. 90) 
可 以 直观 地 获得 该 LMMSE 估计 器 的 MMSE, Bi 
o? — Cyx (Cxx ) 'Cxy = øf, — Cyxa (8. 91) 


其 中 ,cw 是 cew 的 转 置 。 在 单 次 量 测 的 情形 下 ， 这 个 结果 将 简化 为 路 (1 一 六 )， 即 式 (8. 60). 
基于 两 个 含 噪 量 测 的 估计 
假定 随机 变量 六 通过 两 个 含 噪 量 测 Xe Xs 被 观测 ， 则 有 
X,=Y+R, 和 X,=Y+R, (8. 92) 
这 里 Y AIPA REE ER A R, 是 互 不 相关 的 。 同 时 假定 RAR. AVS 0, HAN oro 
给 定 X 和 X 的 量 测 信息 ， 可 以 确定 了 的 LMMSE Shit 8. MRT REIL ROY, = ao + 
aX; tar X,. Ý, 的 无 偏 性 需要 满足 如 下 约束 条 件 


ao = py — ipx, a2 px, = py(l— a, — az) (8. 93) 
注意 到 
ELX?]= ELY" JH EIR] 
ELX, X: ]= ELY’ ] 
ELX:Y]= ELY] (8. 94) 
这 时 正规 方程 组 变 为 
oy top or f oy 
一 (8. 95) 
oy a, +o "| | 








解 式 (8. 95) 可 得 

















人 1 ate —o oy ih i es 
a C +o) — oy —g akae 28% Fan : 
因此 

pens) ee, tA tote (8. 97) 


202 tap 

由 此 可 得 ， 立 是 无 量 测 信息 Y 的 先 验 估计 (prior estimate) py 和 两 个 量 测 值 X, X6 
加 权 线 性 组 合 。 先 验 估计 jy 的 权重 随 着 量 测 噪声 的 增加 而 增 大 。 当 先 验 不 确定 性 oy 增加 
时 ， 量 测 值 的 权重 将 增 大 。 

应 用 式 (8. 91) ， 相 应 的 MMSE 为 

OyoOR 
20, tak 

TURELEM, EHE of /o, 的 最 大 范围 内 估计 器 和 相应 的 MMSE 取 值 都 是 合理 的 。 < 

8.4 延伸 阅读 


在 第 7 章 结尾 部 分 给 出 的 拓展 阅读 中 ， 所 建议 阅读 的 大 部 分 文献 都 包含 了 均 方 误差 信 
计 的 知识 素材 。 还 可 参阅 [Kay2] 和 [Moo]。 在 学 习 MMSE 估计 时 ， 是 假设 已 经 掌握 了 所 
用 到 的 概率 密度 函数 ; 类 似 地， 在 LMMSE 估计 的 学 习 中 ， 也 已 经 熟悉 了 所 用 到 的 一 阶 短 
和 二 阶 矩 。 统 计 学 正 是 关注 这 些 从 数据 中 需要 估计 的 或 了 解 的 参量 。[DeG]LDek][Reej 和 





(8. 98) 
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[Wal] 提 供 了 很 好 的 统计 学 基础 概念 ， 而 [Coxj[Wasj 和 [Wilj 则 涉及 更 广泛 的 知识 。 不 过 
这 些 都 不 是 站 在 信号 与 系统 的 角度 。[Stl] 和 [St2] 从 历史 的 发 展 给 出 了 基于 概率 的 统计 学 
方法 ， 用 于 描述 和 量化 不 确定 性 、 准 确 性 和 变化 性 ， 广 泛 应 用 于 从 天 文学 和 测量 学 ， 到 心 
理学 、 生 物 学 和 社会 科学 等 领域 。 
习题 

基础 习题 


8.1 


8.2 


考虑 一 对 二 元 高 斯 随机 变量 X AY, H 
k 几 一 0。 以 和 形式 表示 的 了 的 MMSE 估计 
#8 WY use (X) = 2. 

(a) ELY] 为 多 少 ? 

(b) 说 明 XX MY 相关 与 否 ， 或 者 是 否 有 足够 
多 的 信息 来 做 这 个 判断 。 解 释 原因 。 

(c) BHA X ALY 是否 独 立 , 或 者 是 否 不 相 
关 ， 再 或 者 是 否 有 足够 多 的 信息 来 做 这 
个 判断 。 解 释 原因 。 

d) 以 站 形式 表示 的 X 的 MMSE 估计 器 
Ruse (Y) 是 什么 ? 

考虑 在 一 个 数字 通信 系统 中 ， 独 立 同 分 布 的 0、 

1 比特 流 s[nj 等 概率 地 通过 一 个 有 差错 无 记忆 


信道 。 发 送 1 接收 0 的 概率 是 记 ， 发送 0 接收 


1 的 概率 为 十。 这 种 类 型 的 信道 称 为 无 记忆 二 


进 制 信 道 (memoryless binary channel)， 如 图 
P8. 2-1 所 示 。 


7/8 1 


1 
s[n] 1/4 ià r[n] 
0 >< 0 


3/4 
图 P8. 2-1 


(a) 确定 在 任意 时 刻 n 时 的 联合 PMF PCr, 
;) 和 边缘 PMF P(r). 

(b) 为 了 从 r[nj 中 获得 s[nj 的 估计 $Lnj]， 接 收 
信号 要 经 过 一 个 无 记忆 的 、 可 能 的 非 线性 
系统 下 。 设 计 图 P8. 8-2 中 的 无 记忆 系统 下 ， 
使 得 如 下 定义 的 均 方 误差 = 最 小 : 

e = E{(s[n]—$[n])?} 
确定 系统 下 。 
利用 你 在 (b) 中 确定 的 系统 ， 寻 求 $Lnj 的 
值 ， 使 下 式 最 小 : 

E{ Gs[n]— SEn]? | r[n] = r} 

同时 ， 给 出 估计 值 SLzo] 和 真实 值 *Lzo J 
在 任意 时 刻 zx 相等 的 概率 。 


一 | ”上 一 种 


图 P8. 2-2 


Kc 


VY 


8.3 


8.4 


8.5 


假设 X 和 了 是 零 均 值 单位 方差 的 随机 变量 。 
如 果 基 于 X 得 到 的 了 的 LMMSE 估计 器 为 


DC Rs 2x 


那么 ， 均 方 误差 有 多 大 ? 假设 随机 变量 Q E 
义 为 Q==Y 十 3， 那 么 基于 XX 的 Q 的 LMMSE 
估计 器 人 OETA? 均 方 误差 有 多 大 ?最 
后 再 考虑 ， 基 于 站 的 X 的 LMMSE 估计 器 
人 (了 Y) 是 什么 ? 且 它 的 均 方 误差 有 多 大 ? 
假定 两 个 随机 变量 X 和 YY 有 联合 PDF 
fx.y(a,y), 如 图 P8.4 所 示 ， 在 阴影 区 域 
内 为 常量 ， 在 区 域外 为 0。 
y 





Say, y) 


图 P8.4 


(a) 面 出 概率 密度 fx (z) 和 fox (y| >) 68 


图 形 ， 并 完全 标记 。 

(b) X 和 了 是 否 统计 独立 ? 解释 原因 。 

(c) 确定 基于 观测 变量 X 的 了 的 MMSE fii 
计 器 gse (XX)， 画 出 图 形 并 完全 标记 
(作为 工 的 函数 ) 。 

Cd) 为 了 评估 从 (c) 中 得 到 的 估计 器 的 总 体 性 
能 ， 求 均 方 误差 e 以 及 估计 器 对 应 的 偏 
# b: 

e= E[ (Suse (X) — Y)’ J 
b= E(Sumse (X) —Y ] 
HMA X MY 的 联合 期 望 。 

Ce) R Y 的 线性 MMSE 估计 器 wmse (X), 
以 及 对 应 的 MMSE。 

假定 两 个 随机 变量 X 和 Y 有 联合 PDF 

fxy (zx,y)， 如 图 P8.5 所 示 ， 在 阴影 区 域内 

为 常量 ,在 区 域外 为 0。 

(a) 求 基于 量 测 信息 X 的 了 的 LMMSE ff 
计 器 。 

(b) 在 一 2 到 2 范围 内 的 zx， 画 出 完全 标记 
的 Y 的 MMSE 估计 器 。 这 里 得 到 的 估 


8.6 


8.7 


计 器 和 (a) 中 的 LMMSE 估计 器 相 比 有 
什么 区 别 ? 





Al P8. 5 


假定 两 个 随机 变量 X 和 YY 有 联合 PDF 
fxy (zx,y)， 如 图 P8.6 所 示 ， 在 阴影 区 域 为 
一 个 常量 K， 在 区 域外 为 0。 
(a) G) RK. 

GD 画 出 充分 标记 的 边缘 PDF fy Cy). 


Ci) 画 出 充分 标记 的 条 件 PDF fy x (| +) 


(b) RAE X= 条件 下 Y 的 MMSE 估计 ， 
也 就 是 说 ， 确 定 条 件 均值 E(Y |X=z)， 
这 里 z 可 以 是 0~2 的 任意 值 。 

(c) RAR X=2 HEF Y 的 LMMSE ff 
计 ， 这 里 之 可 以 是 0 一 2 的 任意 值 。 注 
意图 P8.6 中 联合 概率 密度 函数 的 


ELYx]=4. 


y 






fe y) 


1 
图 P8.6 


考虑 一 个 通信 系统 ， 随 机 变量 Y 通过 信道 传 

输 后 获得 随机 增益 WW， 因 此 接收 到 的 随机 变 

Hy X=WY. 假设 Y 和 W 是 独立 的 ， 且 两 

者 均 在 [1,2] 上 服从 均匀 分 布 。 

Ca) 假设 你 在 接收 端 想 利用 LMMSE 估计 器 
¥,=d:X+d,, BURKS X AFH 
HR AIK Y H. R di 和 d; 的 值 以 及 计 
算 相 应 的 MMSE。 
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Cb) 假设 你 在 发 送 端 想 通过 量 测 发 送 值 了 去 
估计 接收 值 和 。 求 (无 约束 的 )MMSE fh 
iH #8 X(Y) 
考虑 如 下 形式 的 一 个 正弦 信和 号 
X(t) = Acoslwt + 0) 
其 中 ，w 假定 已 知 ，A 和 @ 是 统计 独立 的 随 
机 变量 ， 且 @ 的 PDF 在 区 间 [0，2x] 上 服从 
均匀 分 布 。 假 设 X(t.) AY LMMSE 估计 器 构 
建 于 量 测 值 X(t) 和 X(ti) 的 基础 上 ， 也 就 
是 说 ,设计 估计 器 


R, (te) = ao X(t) +a X(t) +b 
来 最 小 化 均 方 误差 
EL (X(t) — R, a] 
(a) R b 的 最 佳 值 。 


Cb) 建立 可 以 获得 cc 和 四 最 佳 值 的 方程 组 ， 
写 出 详细 步骤 ,并 计算 出 相应 的 ce 和 
ai o 在 以 下 两 种 情形 中 分 别 检验 你 的 答 
案 取 得 的 合理 值 : (i)ts = 二 ; GDk=t. 
为 了 使 计算 更 规范 简洁 ， 回 顾 以 下 2X2 
矩阵 求 逆 的 形式 也 许 有 所 帮助 : 


A iit E EA 


ag) eee 


你 也 可 以 通过 将 两 个 矩阵 相 乘 来 直接 验 
证 上 述 矩 阵 形式 的 正确 性 。 

(c) 证 明 这 个 线性 估计 器 对 应 的 MMSE 
为 0。 

对 于 以 下 每 个 命题 ， 判 断 是 对 还 是 错 。 对 于 

正确 的 命题 ， 给 出 一 个 简短 但 有 说 服 力 的 解 

释 ; 对 于 错误 的 命题 ， 给 出 一 个 反例 或 有 说 

服 力 的 解释 。 

(a) WARY, 是 基于 其 他 随机 变量 X 表示 的 Y 
的 LMMSE 估计 器 ， 则 相应 的 MMSE 
ELY- D IT aR W 

ELY — Ŷ,)’] = ELY? ] — ELy,Y] 

(b) Rit X AY 是 均值 为 0、 方 差 o 相同 的 

随机 变量 ， 同 时 假设 对 随机 变量 X 可 以 


取 到 的 所 有 x A ELY|X=2]= +2, 





WAX ALY WHR RMD. 


8.10 对 于 以 下 每 个 命题 ， 判 断 是 对 还 是 错 。 对 


于 正确 的 命题 ， 给 出 一 个 简短 但 有 说 服 力 

的 解释 ; 对 于 错误 的 命题 ， 给 出 一 个 反例 

或 有 说 服 力 的 解释 。 

(a) 假设 基于 X 表示 的 随机 变量 Y 的 
LMMSE 估计 器 多 是 了 的 均值 ， 也 就 是 
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BEY, = py W X 和 了 必然 相互 独立 。 

(b) 假设 随机 变量 X 在 区 间 [ 一 1,1] 上 服从 
均匀 分 布 ， 且 了 一 X2: (AW Y Ce X 
mHE) BWA, HF XER Y 的 
LMMSE (hit #8Y, 为 0. 

(c) 假设 XL 和 X;: 是 不 相关 的 随机 变量 ， 那 
么 ， 基 于 XM XKR Y 的 LMMSE 
ITB AY, = n, +n KBY, BME 
于 Xi 表示 的 了 的 LMMSE 估计 器 ， 同 
RY, EME F X KRH Y 的 LMMSE 
估计 器 。 

随机 变量 X 和 YY 在 图 P8.11 所 示 的 阴影 区 

域内 服从 均匀 分 布 。 





图 P8.11 


(a) 给 定 X, MEH HH Y 的 MMSE 估计 
REY nee 0 

(b) AEEY, Ware wi X 的 MMSE 估计 
Se ape Js 

X 和 了 是 两 个 PDF 未 知 的 随机 变量 。X 的 

均值 为 0， 给 定 和 时 了 的 MMSE 估计 器 区 

为 ?二 5。 从 给 出 的 信息 中 判断 了 和 YY 是否 

完全 统计 独立 ,或 完全 统计 不 独立 ; 再 或 

者 不 能 从 给 定 的 信息 中 判断 独立 与 否 。 解 

PRA. 


高 级 习题 
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令 X 为 天 线 角度 位 置 Y 的 一 个 含 噪 量 测 变量 : 


X=Y+W, XE W 表示 加 性 噪声 。 假 定 Y 和 
1] 上 服从 均匀 分 布 , W 在 |w| <2 时 为 三 角 


形 的 PDF 分 布 fw Cw) = | 1 一 (wl ) ]/z( 除 


WS, fw(w)=0), Be X=1 条 件 下 了 
的 MMSE f#itYumse (1) 是 什么 ? 以 及 相应 
的 MMSE 是 多 少 ? 
AV AW 是 零 均 值 单位 方差 的 随机 变量 且 
互 不 相关 ， 假 设 
X=V+4 

和 

Y=—V+2W-3 
(a) 求 X 和 YY 的 均值 、 方 差 、 协 方差 和 相 


关系 数 。 

(b) 考虑 (a) 中 给 定 的 随机 变量 ,并 附加 V 
和 WW 是 相互 独立 的 约束 条 件 。 现 已 知 
量 测 信 息 X=5, REKA ERM X 条 
ER V, W 和 并 的 MMSE 估计 ， 及 相 
应 的 MMSE, 


假设 随机 变量 Q 被 定义 为 
gu (lr 概率 为 加 
lo, 概率 为 1 一 p 


因此 ，Q 的 均值 为 yo = 二 pp， 方差 为 oa 二 
p(1 一 p)。 现 在 考虑 Q 的 两 个 不 同 噪声 干 
扰 的 观测 随机 变量 X 和 了 ， 定 义 如 下 : 
X=Q+V 
Y=Q+W 
噪声 变量 V 和 W 是 零 均 值 单位 方差 的 二 元 
高 斯 随机 变量 ， 且 相关 系数 为 +-， 也 就 是 ， 
fvw (v w) = 
1 C — 2rvw Hw) 
22 Ji—-r 20-7") 
ZQ5VAW thi. ER: 所 有 的 期 望 
都 要 考虑 期 望 运算 涉及 的 所 有 随机 变量 。) 
(a) 计算 下 列 参量 : 
G) ELVW] 和 ELQV]. 
Gi) ECX], ELX’ J] 和 ELXY]. 

(b) 假设 利用 如 下 形式 的 估计 器 Y(X) 从 X 
中 估计 了 : 


exp (— 


Y(X) = px 
其 中 ，B 是 一 个 标量 常数 。 求 能 够 使 均 
方 误差 E[{Y 一 Y(X))*] 最 小 的 8 的 表 
达 式 。 

(c) 不 同 于 (b) 中 的 估计 器 ， 假 设 估计 器 立 CX) 
的 形式 无 约束 限制 ， 但 仍然 要 使 均 方 误差 
最 小 ， 也 就 是 说 ,  ELIY-YOO}’ | & 
小 。 确 定 下 列 特殊 情形 下 的 产 (X)， AG 
要 详细 计算 过 程 。 

Gi) p=0 
Gi) p=1 

抛 一 枚 硬币 得 到 正面 (H) 的 概率 为 尺 ， 得 到 

反面 CT) 的 概率 为 1 一 R。 然 而 假设 概率 完 

全 未 知 ， 因 此 R 可 以 建 模 为 一 个 在 区 间 [0， 

1] 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 也 就 是 说 ， 

在 这 个 区 间 上 fre(r)= 二 1。 现 在 的 目标 是 通 

过 一 系列 独立 的 抛 币 试验 获得 正面 H 的 次 

数 ， 再 用 合理 的 方法 估计 尺 。 
假设 进行 了 11 次 抛 币 试验 ， 期 间 R 不 

变 ， 且 令 S 表 示 11 次 实验 出 现 正 反面 的 结 

RFJ EXE, s= HHTHTTTHHTH 

( 即 这 次 试验 出 现 了 6 次 正面 也 和 5 次 反面 

T)， 而 计算 将 基于 试验 产生 的 该 组 特定 序 

列 进行 。 


(a) AE R=r, RWWA ERREF s 
的 条 件 概 率 P(S=s|R=r), hme 
说 ， 在 抛 币 概率 为 的 条 件 下 求 正 面 H 
出 现 的 概率 。 

(b) 求 在 没有 特定 R 值 的 约束 下 ， 获 得 上 
述 特定 序列 s 的 概率 P(S==s)。 这 也 许 
可 以 帮助 你 理解 下 列表 达 式 ， 其 中 m 
和 上 为 非 负 整 数 : 

milk! 


fie LOS FADI 

(c) 在 给 定 上 述 特 定 序列 s 的 条 件 下 ， 确 定 
R 的 条 件 PDF， 也 就 是 说 ， 求 函数 
fris(r|sdie 

(d) 在 给 定 上 述 序列 s HRF, HERK 
无 约 东 估计 让 ,使 得 条 件 均 方 误差 
E[ (RK 一 R)* | S=s ] 最 小 。 

假设 随机 变量 X 与 随机 变量 G、Y 和 W 的 

关系 如 下 : 





X=GY+W 

这 里 G 的 均值 为 ys， 方差 为 a， 上 且 它 独立 

FYW., YAW 都 是 零 均值 ， 且 互 不 相 

Ks 它们 的 方差 分 别 为 cy Moy. 

Ca) 根据 题目 中 给 定 的 条 件 ， 计 算 下 列 
参量 : 

E(G?],ELX].ELX?]. 
OP EL YX 

b) 给 定 X, W Y 的 LMMSE 估计 器 。 
也 就 是 ， 确 定 么 (X) 二 aX 十 b 中 的 常数 
a 和 0， 使 得 下 式 最 小 : 

E[{% CCX) YF] 

写 出 在 有 ==0 的 特殊 情形 下 和 %(X) 的 表 

达 式 ,以 及 在 这 种 情形 下 , 求 相 应 的 

MMSE， 即 E[ {和 %(X) 一 Y)?] 的 表达 式 。 

当 假定 (除了 o =o, =O, XBW 

估计 器 和 MMSE 的 表达 式 是 否 能 以 一 

种 合理 的 方式 变 得 更 简化 ? 解释 原因 。 
假设 X=aV+bW+c 和 Y=dV 十 eW 十 了 ff， 

这 里 V 和 了 是 零 均 值 、 单 位 方差 且 互 不 相 

关 的 随机 变量 , Ba, b,c, d, e, MSF 

一 些 已 知 的 常数 。 在 本 题 中 ，X 是 量 测 的 

随机 变量 ,，V、W 和 了 是 基于 量 测 值 X 并 

利用 LMMSE 估计 器 估计 的 随机 变量 。 

(a) 求 基于 X 表示 的 V 的 LMMSE 估计 器 
Vi» WRES, 二 aX 十 8， 确定 系数 a 
和 有 使 得 均 方 误差 ELV- Ý la 
并 求 出 相应 的 MMSE。 

(b) 同样 ， 求 基于 X 表示 的 W 的 LMMSE fii 
HAN ， 并 求 出 相应 的 MMSE, 

(c) 你 可 能 会 想 也 许 有 X=aV,+bW, +c, 
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MMV, MW, BAA X =aVt+ 
bW 十 c 的 事实 。 利 用 你 在 (a) 和 (b) 中 得 
出 的 结果 验证 这 种 说 法 是 否 真 的 成 立 。 
d 用 在 (a) 和 (b) 中 相同 的 计算 方法 ， 求 基 
于 义 表 示 的 Y 的 LMMSE fh H+ HY, » 
同时 求 出 相应 的 均 方 误差 。 从 Y= 
dV 十 eW 十 f 中 ,你 也 许 会 想到 六 , = 
d Vi 十 e 克 i 十 f。 检 验 这 种 说 法 是 否 成 
立 。 提 示 : 为 了 验证 一 个 特定 的 线性 
函数 是 否 为 某 个 给 定 的 随机 变量 的 
LMMSE 估计 器 ， 只 需要 验证 它 是 无 偏 
的 以 及 估计 器 和 给 定 随机 变量 之 间 的 
误差 正 交 于 所 有 可 用 数据 。 
存储 空间 的 信号 s[nj 在 恢复 时 会 受到 电子 
元 器 件 故障 的 影响 。 恢 复 信 号 rLnj 可 以 
写成 
rn] = s[n] + eln] 
这 里 ，e[nj 表 示 电 子 元 器 件 故 障 影响 的 误 
差 。s[nj] 和 e[nj] 均 是 独立 同 分 布 的 随机 过 
程 。r[nj 和 s[nj 的 联合 PDF 如 图 P8. 19-1 
所 示 。 





图 P8. 19-1 
fi TEH E lai 
R,S ed DE 
0， 其 他 


在 本 题 余 下 的 部 分 ， 你 也 许 会 发 现下 面 的 
式 子 或 多 或 少 有 用 : 


ROS Ža- V2s), Ssa? 
E($|R='r} = 7/4,. ES) = =, 


pa 22 ag 
ERD my, ERS 


(a) 证 明 当 O<r<2 时 ， 有 feir, 
取 其 他 值 时 fe(7) 均 为 0。 

(b)  E{R|S=s}. 
从 7r[w]j] 中 可 以 得 到 s[nj 的 估计 $[nj， 
如 图 P8. 19-2 所 示 。 


P8. 19-2 
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该 估计 的 均 方 误 差 s 定 义 为 
e = E{(s[n]— EnD’) 
(c) 求 使 均 方 误差 最 小 的 无 记忆 系统 A。 
Cd) 假设 系统 A 的 输出 受 限于 如 下 形式 
SEn] = ao + airin] 
这 里 ao 和 a 是 常数 。 求 ao 和 ay 的 值 ， 
使 均 方 误差 = 最 小 。 
(e) 假设 系统 A 的 输出 为 
$n] = cr[n—1] 
这 里 c 是 常数 。 求 c 的 值 ， 使 均 方 误差 
e 最 小 。 

判断 下 列 每 个 命题 是 否 正 确 。 对 于 正确 的 

命题 ， 给 出 一 个 简短 但 有 说 服 力 的 解释 ; 

对 于 错误 的 命题 ， 给 出 一 个 反例 或 有 说 服 

力 的 解释 。 

(a) MRY,=aXt+b 是 基于 X 表示 的 了 的 
LMMSE 估计 器 ， 那 么 对 于 任意 的 常数 
c#ld, Y-Y, EMF cX+d, th 
是 说 ， ， 

EL(Y—-Y,)(cX +d)] =0 
对 任意 常数 c 和 4 成立。 

(b) MARY, =aX+b 是 基于 X 表示 的 Y 的 

LMMSE 估计 器 ， 那 么 有 
ELY —¥,)*1 = Ely?) — ELF; ] 

(c) EX, XLMY RAFE. Hi 

e@ 仅 基 于 X ARM Y 的 LMMSE 估计 


RAY =a Xi o 
o 仅 基 于 X, 表 示 的 Y 的 LMMSE 估计 
BRAF, =a X2 


@ Y,=nXit hX: 是 基于 X! 和 Xs 表 
RHI Y 的 LMMSE 估计 器 。 
若 Xi1 和 Xs 互 不 相关 ， 那么 有 
¥, =f, 十 六 
( 换 名 话说， 为 二 wa 和 Y2 =z) 
(d) 回想 一 下 ,基于 X 表示 的 Y 的 
LMMSE 估计 器 为 了 二 EL[Y |X]. WA 
a 1 
Y 一 Y 正 交 于 二]。 
(e) 假设 X 和 了 的 相关 系数 为 p 二 oxy/ 
(oxoy)， 那 么 
A= po > ELY — ELY|X]’] 
两 个 随机 变量 XA YAKA PDF fxy (x, y) 
假设 所 有 阶 的 联合 矩 均 是 可 得 到 ， 随 机 变 
量 Y 可 以 通过 下 列 平方 估计 器 从 随机 变量 
X 中 估计 得 到 : 
HRY aX? 
(a) 求 参数 a， 使 得 平方 估计 器 各 (X) 能 最 
小 化 均 方 误差 : 
e = Ex,y{[Y — aX’ }’} 
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Cb) 最 佳 平方 估计 器 的 误差 为 
三 和 
误差 。 是否 正 交 于 量 测 值 X? 
(c) 最 佳 平方 估计 器 各 《X) 是 否 是 无 偏 的 ? 
如 果 是 ， 给 出 证 明 。 如 果 不 是 , 求 出 偏 
差 ， 即 Ex,y(e). 
考虑 一 个 信道 增益 g[nj 是 时 变 的 通信 系统 ， 
如 图 P8. 22-1 所 示 。 


gin] 


s[n] r[n]=g[n]s[n] 


图 P8. 22-1 


@ 发 送信 号 [站 是 一 个 随机 比特 流 ， 将 其 
定义 为 一 个 独立 同 分 布 的 伯 努 利 随 机 过 
程 ， 在 每 个 时 刻 发 送 十 1 的 概率 为 p， 发 
送 一 1 的 概率 为 1 一 p。 

o 信道 增益 g[nj 是 一 个 均匀 分 布 在 0~1 的 
独立 同 分 布 的 过 程 ， 即 在 每 个 时 刻 有 


fe(gin) = ete <1. PRA n 
s[nj 和 g[nj 是 统计 独立 的 。 


(a) 确定 并 画 出 完全 标记 的 PDFfr(rLnj])。 
b) 求 ECr[n])) 和 EC(r[Lnj)。 
仅 对 于 (c) 和 (d) 两 部 分 ， 如 图 P8. 22-2 
frm. 将 r[nj 通 过 一 个 无 记忆 可 能 的 
非 线性 系统 处 理 后 获得 [站 的 估计 
Sn]. 


wae ŝ[n]=F (r[n]} 
rin] F 


图 ”了 P8. 22-2 


该 估计 的 均 方 误差 。 定 义 为 
e = E{(s[n]— ŝin)’ } 


O 仅 在 这 一 部 分 , 令 P 一 去 。 如 果 


F{r[nj} 限 定 为 如 下 的 形式 : 
F{r[Ln]} = $[n] = a +airln] 
其 中 ， ao 和 a 是 一 些 常数 。 求 co 和 al 
的 值 ， 使 得 均 方 误差 。 最 小 ， 并 确定 
对 应 的 6。 
(d) 除了 系统 是 无 记忆 的 ， 如 果 对 系统 下 的 
其 他 形式 不 加 限定 ， 求 下 ， 使 得 均 方 误差 
e 最 小 ， 并 确定 对 应 的 e 值 。 
假设 六 和 YY 是 两 个 随机 变量 ， 且 基于 XX 形 
式 表示 的 了 的 LMMSE 估计 器 Y, =aX +b 
为 ,二 3X。 判 断 下 列 每 个 命题 是 否 正 确 。 
对 于 正确 的 命题 ， 给 出 一 个 简短 但 有 说 服 
力 的 解释 ; 对 于 错误 的 命题 ， 给 出 一 个 反 


例 或 有 说 服 力 的 解释 。 

(a) XAY- EHIKF. 

(b) 基于 Y 表示 的 X 的 LMMSE 估计 器 为 
nite shi 
X,=ZYe 

Cc) ELY|X=2]=6. 

(d) ÆF X HAR HW Z=2Y+7 的 LMMSE 估 
+88 WZ, =6X+7. 


8.24 假设 XX 和 YY 是 两 个 随机 变量 。 基 于 量 测 X 
得 到 的 指定 形式 的 了 的 估计 多 一 aX2: ， 这 里 
a 是 使 Ex,y{(Y 一 了 ) 最 小 的 常数 。 对 a 的 
这 种 选择 ,证 明 下 式 ( 必 然 ) 为 真 还 是 (可 
能 ) 为 假 : 

Ex,y{(Y—Y) + X} =0 

解释 原因 。 

扩展 习题 


8.25 ”假设 随机 变量 X 和 Y 的 分 布 服从 联合 概率 


fay x,y) =1+a(1-2x) (1-2y) , a=1 





密度 ， 称 为 摩根 斯 坦 的 二 元 概率 密度 
(Morgenstern’ s bivariate density)， 即 在 
(2, y FR OS, yl 的 单位 区 域内 给 
出 下 列表 达 式 ， 而 在 其 余地 方 均 为 0: 

fxr (ayy) 一 1 十 acG 一 2z)01 一 2y) 

(8. 99) 

a=1, 0, —1 时 ， 该 二 元 概率 密度 的 如 

图 P8. 25 所 示 o 





Bae ey” ae 


Rr eke 





图 P8.25 


(a) 求 X 边 缘 概率 密度 ， 即 fx (zx)。Y 的 边 
缘 概率 密度 由 对 称 性 可 得 。 选择 什么 样 
的 a 可 使 得 和 和 YY 独立? 
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(b) R pys pyr dy Ploy. 
(c) 写 出 本 题 中 E[XY] 的 积分 定义 式 。 计 
算 该 积分 ， 将 会 得 到 : 


E(XY) = 了 工 十 各 


36 
求 oxy 和 pxy。 

(d) EAR X RITR Y 的 LMMSE 估计 
器 以 及 相应 的 均 方 误差 。 

Ce) R MMSE 估计 器 。 说 明 在 这 种 情形 下 
MMSE 估计 器 是 否 比 LMMSE 估计 器 
性 能 更 好 。 

本 题 呈 现 的 是 一 个 可 以 被 看 作 在 大 学 餐厅 

里 随机 选择 侍者 的 服务 率 R 的 估计 问题 ， 

侍者 (他 或 她 ) 对 n 个 顾客 服务 的 时 间 的 量 

测 值 分 别 是 X15 Xo, or, X, (也 许 是 或 不 

是 连续 的 顾客 ， 这 对 本 题 没有 影响 )。 这 里 

X 是 从 第 个 顾客 向 侍者 点 餐 下 单 开始 到 

侍者 完成 该 单 服务 的 时 间 。 
假设 (在 对 大 量 侍 者 事先 观察 的 基础 之 

上 ) 一 般 认 为 尺 可 以 建 模 成 一 个 指数 分 布 的 

随机 变量 ， 其 PDF 如 下 : 

frír) = be u(r) 

当 给 定 条 件 R=r( 也 就 是 侍者 的 服务 速度 为 

7) 时 ,假设 随机 变量 X;，X ，…X 是 独 

立 同 分 布 的 ， 且 每 一 个 独立 地 服从 下 列 具 

有 参数 ”的 指数 PDF: 

fxia(z|7) = reula), i= 1,2,,n 

你 将 发 现 以 下 的 积分 式 (以 及 合适 的 参数 a 

y 和 &) 会 对 解答 这 个 问题 有 所 帮助 : 

(a) R ELR]. 

(b) 给 定 R=r, R X 的 条 件 期 望 ELX | 
R=r]. 

(c) R R, X 的 联合 POF, UKR, X, 
Xz, +, X, 的 联合 PDF。 

(d) R X: FY PDF, 以 及 Xis X:s 5 X, 
的 联合 PDF。 所 有 的 X; 是 相互 独立 的 
吗 ( 当 不 存在 条 件 R=r 时 )? 


Ce) 给 十 Xi = ts X: = T, eny Xa = In 
时 ， 求 R 的 条 件 概 率 密度 。 
(f) 给 ; 定 X% = ts’ X= T2, h, X, = 2p 


时 , R RR 的 MMSE 估计 。 验 证 对 于 
n 二 0， 你 的 答案 简化 成 了 (a) 中 的 答案 。 
鉴于 答案 (b)， 同 时 证 明 对 于 较 大 的 
值 ， 你 的 答案 简化 成 的 表达 式 看 起 来 是 
合理 的 。 
随机 变量 Q 是 一 通信 信道 在 某 些 时 刻 点 
上 的 输入 ， 服 从 均匀 分 布 且 均 值 为 va， 
方差 为 吕 。 假 设 相应 的 信道 输出 为 X= 


199 


200 信号、 系统 及 推理 
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Q 十 WW， 这 里 加 性 干扰 是 零 均值 且 方 差 为 
os,、 服 从 均匀 分 布 的 随机 变量 W， 且 独 
WFQ. 

(a) 希望 为 随机 变量 Q 构建 一 个 满足 & CO = 

aX 十 形式 的 线性 估计 器 。 选 择 什 么 样 的 

a Alb, WLR EQ A) 

最 小 ?对 于 所 选 的 a 和 65， 对 应 的 均 方 

误差 是 什么 ? 证 明 估 计 器 是 无 偏 的 ， 也 

就 是 E(Q 一 Q(X)) 二 0， 且 证 明 估计 误 

差 正 交 于 X( 这 是 正 交 性 准则 表征 线性 

估计 器 的 一 种 解释 ) 。 

Cb) 利用 所 提供 的 适当 软件 计算 包 基 于 实验 

的 方法 验证 在 (a) 中 获得 的 均 方 误差 值 。 

假设 wa 三 5， “==, == 

(i) 首先 利用 上 面 给 出 的 条 件 确定 参数 

a Ñb. 

GD MEER Q A W AY 100 THAME. 

(iii) 然后 计算 对 应 的 X 值 。 

Civ) 利用 上 面 确定 的 估计 器 参数 a 和 6。 
的 值 ， 计 算 每 一 个 量 测 值 X 条 件 
下 Q 的 LMMSE 估计 。 

(v) 现在 计算 经 验 均 方 误差 (empirical 
mean square mean)。( 利 用 大 数 定 
理 使 样本 均值 或 者 经 验 均 值 近 似 得 
到 整体 均值 或 者 概率 均值 。) 

(vi) 将 上 述 步 又 重复 多 次 (通过 产生 不 
同 的 Q 和 净值 )， 验 证 经 验 MSE 
接近 于 在 (a) 中 由 a 和 6。 获得 的 均 
方 误差 。 

(a) 考虑 一 对 二 元 高 斯 随机 变量 X 和 Y。 基 

于 XX 表示 的 Y 的 MMSE 估计 器 为 

和 (CX) 一 5。X 和 了 是 否 相 关 ? 解释 

原因 。 

(b) 考虑 一 对 随机 变量 X 和 Y， ENA 

有 单位 方差 和 零 均 值 。 给 定 Y 时 ，X 


的 LMMSE fit 88, Y EBA 
一 个 给 定 X， 使 了 的 LMMSE 估计 器 
AG = 3X7 清楚 地 解释 有 或 没有 这 类 


值 的 原因 。 

如 果 X 是 一 个 随机 变量 且 有 了 一 X ， 

那么 X 和 了 ， 是否 可 以 成 为 不 相关 的 

随机 变量 ? 

(d 令 Y 了 在 区 间 [ 一 1，1j 上 均匀 分 布 , > 
U 等 于 1 或 一 1 的 概率 均 为 0.5 且 独 立 
FY 并 令 X=UYs 基于 观测 值 X， 
是 否 可 以 得 到 了 的 LMMSE 估计 器 为 
$e (X) =X? 

(e) MEX 和 了 是 不 相关 的 随机 变量 ， 那 





(c 


VY 


AET XRH Y 的 LMMSE (hit tt 
是 否 总 是 为 立 =Mm?Y 的 期 望 值 为 
多 少 ? 

Cf) 如 果 X 和 了 是 不 相关 的 随机 变量 ， 那 
么 给 定 X=ax, Y LMMSE 估计 器 是 
BARA 2 = py? Y 的 期 望 值 为 
多 少 ? 

考虑 两 个 随机 变量 X 和 Y， 它们 的 联合 

PDF 在 如 图 P8. 29 所 示 的 阴影 区 域内 为 常 

E, 在 其 余 区 域 为 0。 





8. 30 


图 P8.29 


根据 概率 密度 函数 可 以 计算 得 到 下 列 统 
计量 : 
EL[X]=0 E[Y]=0 


E[X*]= a E[Y:] = 4 E[XY] = 0 


ELX: ]=0 ELY] =0 ELX’ Y] = 


EL[XY?]=0 ELX] = 2 E[Y'] = 

(a) X MY AWK? X 和 了 相互 独立 吗 ? 
解释 原因 。 

(b) R LMMSE 估计 器 久 (X) 的 表达 式 ， 并 计 
算 对 应 的 均 方 误差 EL (%(X) 一 Y)? ]。 

(c) 检验 平方 估计 器 全 (X) 二 a 十 bpX*。 求 a 和 
5b 的 值 ， 使 得 均 方 误差 EL(%(X) 一 Y)?] 
最 小 。 对 于 刚刚 求 得 的 a 和 5 值 ， 求 对 应 
的 均 方 误差 。 

Cd) 分 别 画 出 (b) 和 (ce) 中 的 线性 平方 估计 
器 ， 即 都 为 和 的 值 的 函数 ， 并 标记 
清楚 。 同 时 在 同一 幅 图 中 也 请 画 出 充 
分 标记 的 MMSE 估计 器 9C(X) 。 解 释 是 
如 何 得 到 MMSE 估计 器 的 ， 并 计算 该 
估计 器 的 均 方 误差 。 相 比 于 上 面 (b) 和 
(c) 中 的 线性 平方 估计 器 ，MMSE 估计 
器 的 均 方 误差 如 何 ? 

两 个 随机 变量 和 YY 的 联合 PDF 在 如 

P8. 30 所 示 的 阴影 区 域内 均匀 分 布 ， 

在 其 余 区 域 为 0。 已 知 该 分 布 的 某 些 矩 

如 下 : 


ay 
2 

i 
5 
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E(X?)= 20/3, E[X*]= 5440/7, 
E(Y’)=7, E(XY)=6, E(X*Y) = 60 
(a) RECO, EQOA ECX )。 不 需要 详细 的 


计算 过 程 ， 但 是 要 简单 证 明 所 得 答案 。 


(b) 45,(X) =aXt+b BY 的 一 个 线性 估计 


器 ， 这 里 c 和 2 是 常数 。 求 a 和 4。 的 值 
使 得 EE[(Y 一 各 (X))? ] 最 小 ， 并 求 出 这 
个 最 小 均 方 误差 。 


(c) 48X =cX +d BY 的 一 个 立方 估计 器 


(cubic estimator)， 这 里 c Ald 是 常数 。 求 
cH dE, E1 ELY -3 O |, 
并 写 出 一 个 基于 X AY B4RRAHK 
个 最 小 均 方 误差 的 表达 式 。 在 这 个 特定 例 
子 中 ， 该 立方 估计 器 和 (b) 中 的 线性 估计 
器 相 比 是 更 好 还 是 更 差 ? 





图 P8. 30 


令 y[L.] 表 示 一 个 全 时 段 随机 输入 信号 为 
w[*] 的 系统 输出 ， 并 且 假 设 在 任意 时 刻 n 
的 输出 为 


yin] = win] + wln- 1] 


输入 w[&j 在 任何 时 刻 & 有 均值 二 0 和 方 
Ho, ARBRE. FR, BLA ee 
入 与 其 他 时 刻 的 输入 均 不 相关 。 除 此 之 外 ， 
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并 不 知道 wL，] 的 其 他 信息 ， 也 没有 该 输入 
信号 的 任何 量 测 值 。 
(a) R y[ 站 的 均值 y, 和 方差 o; (方差 不 会 
fin i), BHA S 的 形式 表达 。 同 
时 求 出 >[z 十 1] 和 yin JWT, 以 及 
y[n 十 1j] 和 y[Ln 一 1] 的 协 方差 ， 再 一 次 
Ao, 的 形式 表示 所 求 答案 。 
(b) 利用 y[nj 的 量 测 值 求 yint+1) 8 
LMMSE 估计 器 ， 可 写 为 
Si[n+1] = ay[n] +6 
其 中 ，a 和 2 为 最 佳 选 择 参数 。 确 定 a 
和 2 的 值 ， 以 及 相应 的 均 方 误差 
EL(y[n+1]—diln+1))?]. 
利用 y[n 一 1j 的 量 测 值 求 yon +1] 
LMMSE 估计 器 ， 可 写 为 
So[n+1] = cy[n—1]+d 
EH, c 和 4 为 最 佳 选择 参数 。 确 定 c 
Ald 的 值 ， 以 及 相应 的 均 方 误差 。 
d) y[n 十 1] 一 务 [n 十 1 是 否 正 交 于 yln— 
1]? 也 就 是 说 ， 确 定 一 步 预 测 (one-step 
predictor) 的 残 差 是 否 正 交 于 退 后 两 步 
的 值 。 
仔细 画 出 本 题 描述 的 三 个 随机 变量 yLn 十 
1]、yLnj、y[n 一 1j 之 间 的 相互 关系 ， 基 
于 向 量 的 方式 (参考 7.8 节 )。 验 证 所 画图 
形 与 (a) 一 (d) 中 的 答案 是 否 一 致 。 并 用 
它 解释 为 什么 使 用 yLnj 和 yLn 一 1j 的 量 
测 值得 到 的 LMMSE 估计 器 优 于 仅 使 
用 y[nj 或 y[Ln 一 1] 量 测 值 得 到 的 估 
计 器 。 
利用 量 测 值 yLn] 和 yLn 一 1j 求 yLn 十 1] 
的 LMMSE 估计 器 ， 可 写 为 
ge[z 十 1] = ey[n]+ fy[n—1]+¢ 
其 中 e、f 和 g 为 最 佳 选择 参数 。 求 参 
数 e、f 和 g， 及 相应 的 均 方 误差 。 验 
证 所 得 均 方 误差 小 于 在 (b)(c) 中 得 到 的 
均 方 误 差 。 


(c 


VY 


Ce 


w 


¢ 


VY 
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第 包 章 
假设 检验 


假设 检验 (hypothesis testing) 广 泛 应 用 于 信号 处 理 和 通信 和 领域， 以 及 医学 、 统计 和 其 
他 一 些 需要 基于 有 限 的 和 含 噪 的 数据 在 多 重 解释 或 者 假设 中 做 出 一 个 选择 的 场景 中 。 例 
如 ， 从 测试 的 数据 中 可 能 需要 确定 一 个 人 是 否 得 了 一 种 特殊 的 疾病 ; 返回 的 特定 雷达 表明 
飞行 器 是 否 存在 ; 在 脉冲 幅度 调制 (PAMD) 系 统 中 的 给 定时 刻 传送 的 是 四 个 值 中 的 哪 一 个 。 
诸如 此 类 的 问题 。 假 设 检验 提供 了 一 个 以 某 种 原则 或 最 佳 的 方法 从 已 有 数据 的 M 种 可 能 
解释 中 进行 选择 的 框架 基础 。 


9.1 噪声 中 的 二 进 制 脉冲 幅度 调制 


作为 本 章 后 续 部 分 更 广泛 讨论 的 前 奏 ， 这 里 首先 举 个 例子 来 说 明 假 设 检验 是 如 何 应 用 
于 噪声 中 的 脉冲 幅度 检测 的 。 第 3 章 介绍 了 PAM 的 基本 原理 ， 考虑 了 脉冲 速率 、 脉 冲 形 
状 ， 以 及 信道 和 接收 滤波 器 对 PAM 系统 的 作用 。 同时 还 推导 和 讨论 了 无 码 间 干 扰 
no-ISD 的 条 件 。 在 无 码 间 干扰 的 前 提 下 ， 现 在 想 研 究 的 是 信道 中 噪声 的 影响 。 为 此 ， 考 
虑 图 9. 1 中 的 PAM 系统 总 体 模 型 ， 其 中 信道 噪声 v(z) 表 示 一 个 加 性 噪声 。 
WR FS v (1) 


= o o Eg =e 
hp © fÒ 
Laln]p(t-nT) r(t) ; b(t) 


信道 滤波 每 隔 T 秒 采样 
图 9.1 PAM 系统 总 体 模型 


暂且 假定 接收 机 没有 后 置 滤波 (postfiltering)， 则 有 f(t) =d@). 在 第 13 章 ， 将 会 看 
到 接收 机 采用 滤波 后 系统 的 性 能 如 何 得 到 提升 。 脉 冲 p(t) 通 过 冲 激 响 应 为 h(t) 的 信道 后 在 
信道 输出 端 产生 信号 s(t)=p(t) * h(t). 噪声 v(2D) 
图 9. 2 是 图 9. 1 总 体系 统 的 简化 。 

既然 假定 无 码 间 干扰 ， 那 么 这 里 的 讨论 就 Olean Oro aa 
可 以 仅 关 注 单 个 脉冲 序号 (pulse index)n, X 每 隔 T 秒 采样 
了 方便 起 见 ， 选 择 n 二 0。 由 图 9.2 可 得 : 图 9.2 PAM 系统 的 简化 表示 

b[0] = r(0) = aL0]s(0) + v(0) (9.1) 
将 >(0) alol, v(0) 分 别 简 化 表示 为 r、a、v， 并 不 失 普遍 性 地 设 ;C0) 二 1， 则 式 (9. 1) 
变 为 
r=atv (9. 2) 

这 里 更 广泛 的 目标 是 通过 给 定 的 量 测 值 > 来 尽 可 能 准确 地 确定 4 的 值 。 

上 述 问 题 本 身 存 在 一 些 变 数 ， 取 决 于 传输 序列 a[nj 的 属性 和 噪声 的 特点 。 幅 度 aln] 
可 能 跨越 一 个 连续 范围 ， 或 者 也 可 能 是 离散 的 ， 例 如 ， 由 一 个 二 进 制 码 字 表示 的 数据 。 因 
此 幅度 可 能 相应 地 建 模 成 基于 概率 密度 函数 或 概率 质量 函数 的 随机 变量 A, 那么 a 就 是 随 
机 变量 A 在 这 种 概率 模型 下 的 一 个 特定 结果 或 实例 。 噪声 对 系统 的 影响 一 般 也 表示 为 随机 
变量 V， 通 常 是 连续 的 ， 且 用 v 表示 具体 的 取 值 。 这 样 ， 可 以 将 接收 机 端的 参量 r 建 模 为 
观测 变量 RR， 有 

R=A+V (9. 3) 
然后 根据 给 定 R=r 的 条 件 估计 出 随机 变量 A 的 值 。 需要 在 接收 机 端 进一步 处 理 的 步 
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DR pt ce BRAG A 的 估计 。 

在 二 元 信 令 (binary signaling) 的 情况 下 ， 脉 冲 幅度 只 能 是 两 个 取 值 中 的 一 个 ， 这 将 简 
化 A 的 估计 ， 即 只 需要 依据 R 的 两 个 可 能 的 传输 幅度 观测 值 >。 在 PAM 系统 中 ， 两 种 常 
用 的 二 元 信 令 形式 是 开关 信号 (on-off signaling) 和 反 相 信号 (antipodal signaling), FA a, 和 
ao 来 表示 两 个 可 能 出 现 的 幅度 值 ( 例 如 代表 二 进 制 的 “1” 或 “0”)， 在 开关 信号 中 可 令 
qo 二 0，al 关 0， 而 在 反 相 信号 中 可 令 ao 三 一 下 天 0。 

因此 ， 在 三 元 信 令 传输 中 ， 所 需 的 后 处 理 步骤 是 在 两 个 可 选 的 假设 中 做 出 选择 ， 这 里 
可 用 的 信息 也 许 包含 由 单个 连续 随机 变量 R 的 量 测 值 7 带 来 的 一 些 先 验 信息 。 假 设 HOW 

H. +A 的 传输 幅度 取 值 a。 aA R =a, +V 
Hi:A 的 传输 幅度 取 值 a , 则 有 R=a +V 

接 下 来 的 任务 就 是 在 给 定量 测 值 R =r 的 条 件 下 ， 判 决 H, 还 是 互 ; 有 效 。9. 2 节 将 建 
立 这 种 假设 检验 或 者 说 分 类 方法 的 一 个 框架 。 一 旦 理解 了 二 元 假设 (two-hypothesis) 的 情 
形 ， 就 很 容易 从 二 元 假设 拓展 到 多 元 假设 和 多 重量 测 。 


9.2 最 小 错误 概率 下 的 假设 检验 


这 里 首先 从 两 个 假设 中 的 最 佳 选 择 开 始 讨论 ， 之 后 再 拓展 到 多 个 假设 的 情形 。 通 常 二 
元 假设 检验 的 任务 就 是 在 随机 变量 R 的 量 测 值 x 的 基础 上 判决 两 个 假设 : H= Ho 或 者 
电 二 右 ! 哪 个 有 效 。 接 下 来 分 别 用 “ 态 ?和 “Hi ?表示 这 两 个 判决 结果 ， 其 中 单 引号 意 在 建议 
生成 相应 的 判决 结果 。 另 一 种 常用 的 表示 方法 分 别 是 让 = 互 和 们 二 Hi， 这 里 分 表示 的 是 
假设 互 的 推论 值 。 量 测 值 可 能 是 一 个 连续 的 或 者 离散 的 随机 变量 。 

假定 H 建 模 为 一 个 随机 参量 ， 并 且 已 知 先 验 概率 (a priori), B 

P(H, 为 真 ) = P(H = H,) = P(A) = po (9. 4) 
和 
PCH, 为 真 ) = P(H = H,) = P(H,) = p, (9. 5) 

上 述 每 种 情况 下 的 后 两 个 等 式 的 简化 表 法 方式 将 在 后 续 讨 论 中 采用 。 当 量 测 参 量 是 一 
个 连续 随机 变量 时 ， 需 要 用 条 件 概率 密度 fej nCr| 昌 ,) 和 frin(r|Hi) 来 获得 在 两 种 不 同 
假设 下 量 测 变量 是 如 何 分 布 的 。 实 际 上 这 些 条 件 概率 密度 组 成 了 将 量 测 数据 与 两 种 假设 相 
关联 的 模型 或 规范 。 例 如 ， 在 PAM 系统 中 ，R 由 式 (9. 3) 定 义 ， 且 假定 V 在 每 种 假设 下 
均 与 A 独立 ， 这 时 的 条 件 概率 密度 有 

frin(r|Ho) = fy(r—ay) W frin(r| Hi) = fv(r—ay) (9. 6) 
如 果 尺 是 一 个 离散 随机 变量 ， 那 么 就 用 条 件 概 率 质 量 函 数 来 代替 条 件 概率 密度 。 

如 同 PAM 数字 通信 系统 ， 在 许多 情况 下 都 很 自然 地 希望 错误 假设 的 概率 最 低 ， 也 就 
是 说 ， 在 给 定量 测 值 R=r 的 条 件 下 ， 以 最 小 错误 概率 (minimum probability of error) 的 准 
则 从 假设 中 做 出 判决 。 对 假设 检验 的 初步 讨论 ， 关 注 的 就 是 最 小 错误 概率 准则 。 

9.2.1 最 小 错误 条 件 概率 的 判决 

首先 考虑 在 没有 任何 量 测 值 R 的 情况 下 ， 如 何在 H 和 H 中 选 出 具有 最 小 错误 概 
RANI. “SHEESH, WR 互 , 不 成 立 ， 则 发 生 了 选择 错误 ， 该 选择 的 错误 概率 是 
1 一 了 (五 ,) 王 1 一 加 。 类 似 地 ， 当 选择 “五 ; "时 ， 该 选择 的 错误 概率 是 1 — PCH) =1—p,. 
因此 ， 基 于 最 小 错误 概率 的 准则 ， 应 该 判决 哪个 假设 具有 最 大 概率 一 一 这 是 一 个 直观 合 
理 的 结论 。 前 面 的 推理 可 以 扩展 到 从 多 个 假设 中 选择 一 个 的 情形 ， 且 与 上 面 有 相同 的 
结论 。 

同样 的 推理 过 程 也 适用 于 已 知 R=r 时 基于 最 小 错误 概率 准则 在 态 。 和 Hy 中 做 判决 。 
然而 ， 在 这 种 情形 之 下 ， 所 有 的 概率 均 需 要 以 量 测 值 R=7 为 条 件 。 相 应 的 结论 是 ， 为 了 最 
小 化 条 件 错误 概率 P(error| R= 二 r)， 需 要 在 量 测 值 R=r 的 条 件 下 选 出 具有 最 大 条 件 概 率 的 假 
设 。 因 此 ， 若 PCH, |R=N)>PC(H,|R=r), Wie'H,’; Æ PCH, |R=r)<PC(H,|R=r), Wil 
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选 ‘H,”。 这 种 判决 方式 可 以 被 简写 成 如 下 形式 : 


SH, 3 
P(H,|R=1r) 2 PCH, |R=n) (9.7) 
相应 的 条 件 错误 概率 为 
P(error|R = r) = min{l — P(H, |R = r),1— PCH, Rr} (9. 8) 


如 果 两 个 条 件 概率 是 相等 的 ， 则 无 论 选择 “ Hy EH’ PE BIA ERR th 
是 相同 的 ， 因 此 这 时 的 选择 是 任意 的 。 如 果 存 在 多 个 有 量 测 值 的 随机 变量 ， 而 不 仅仅 是 单 
个 随机 变量 尺 ， 只 需要 在 前 面 的 表达 中 将 所 有 量 测 值 作为 条 件 来 考虑 。 

在 式 (9.7) 中 出 现 的 条 件 概率 PCH, |R=r) fl PCH, |R=7) 称 为 假设 的 后 验 概率 (a 
posteriori) 或 假设 概率 ， 以 区 别 于 先 验 概率 或 概率 PCH.) A PCH). AARO. DERK 
判决 相应 地 指 的 是 最 大 后 验 概率 (maximum a posteriori probability) 的 判决 ， 通 常 简写 为 
MAP 判决 。MAP 判决 就 是 在 给 定量 测 值 的 条 件 下 最 小 化 条 件 错误 概率 。 

为 了 计算 式 (9.7) 中 的 后 验 概率 ， 可 以 依据 已 知 的 参量 用 贝 叶 斯 法 则 重 写 该 表达 式 ， 
那么 通过 以 下 对 比 就 可 以 做 出 最 佳 判 决 : 

maliin 2 pofan6rlHe) 
fr) ‘A,’ PRO) 


在 合理 的 假设 下 ， 即 fe(>0, tem, RW PDF 在 实际 量 测 值 > 处 为 正 。 既 然 
上 述 不 等 式 两 边 的 分 母 相同 且 均 为 正 ， 所 以 上 式 可 以 进一步 简化 为 


(9. 9) 


Pifan( lA) = Po fain (r| Ho) (9. 10) 
9.2.2 ”最 小 化 总 体 错误 概率 的 MAP 判决 准则 
判决 准则 需要 对 每 个 可 能 获得 的 量 测 值 > 做 出 一 个 判决 。 与 这 样 的 准则 相对 应 的 错误 
概率 P. 可 以 通过 平均 所 有 可 能 量 测 值 ~ 的 条 件 错误 概率 得 到 ， 即 


PS = y P(error|R = r) fr(r)dr (9. 11) 


这 里 ， 通 过 最 小 化 每 一 个 + 的 P(error|R=r)， 并 基于 fr (7r) 宇 0 的 事实 来 确保 P. 达到 最 
小 。 因 此 ， 式 (9.7) 或 式 (9. 10) 给 出 了 P. 最 小 化 的 判决 准则 ， 适 用 于 每 一 个 r+。 式 (9. 11) 
也 表明 了 在 fe(7)==0 的 情形 下 ，P。 不 会 受 假设 的 选择 影响 。 

式 (9. 10) 表 示 的 MAP 判决 准则 形式 非常 直观 且 易 于 实现 。 先 验 概率 p= PCH) AK 
作为 各 概率 密度 函数 fein(r|H;) 的 比例 因子 ， 这 些 概 率 密 度 函 数 描述 了 在 每 一 种 假设 下 
量 测 参 量 R 是 如 何 分 布 的 。 因 此 ， 在 量 测 值 7 的 条 件 下 ， 最 佳 判 决 准则 就 是 选择 带 比例 因 
子 的 PDF(scaled PDF) 最 大 所 对 应 的 假设 。 

这 里 的 MAP 判决 准则 将 量 测 空 间 的 一 个 分 区 ， 即 x 轴 ， 引 入 了 判决 域 (decision 
region) 。 判 决 区 域 D, 由 判决 准则 选择 “Hi "对 应 的 那些 量 测 值 > 组 成 ; 而 判决 区 域 Du 由 判 ， 
决 准则 选择 “Hu ”对 应 的 那些 量 测 值 > 组 成 。 

前 面 的 讨论 也 适用 于 在 多 个 假设 中 基于 最 小 错误 概率 准则 的 判决 ， 而 不 仅仅 局 限于 两 
个 假设 ;同时 给 定 的 量 测 值 信 息 也 涉及 多 个 相关 联 的 随机 变量 ， 而 不 仅仅 只 有 一 个 。 推 导 
过 程 是 完全 相同 的 。 

MAP 准则 应 用 于 均匀 噪声 中 的 开关 信号 


考虑 一 个 随机 变量 S 只 有 0 和 1 两 种 取 值 ， 且 相应 的 先 验 概率 分 别 为 h= h= 
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子 。 这 可 能 对 应 于 一 个 无 品 环 境 下 开关 PAM 信 令 系统 在 接收 机 端的 采样 值 a。 和 a, 。 当 存 
在 加 性 噪声 时 ， 接 收 到 的 含 品 观测 变量 为 尺 二 S 十 N。 假 定 N 独立 于 S， 且 其 幅度 均匀 分 
布 在 一 2 一 2， 如 图 9. 3 所 示 。 在 H, # H 这 两 种 假设 下 ， 接收 值 尺 分 别 为 
H,:R=0+N (9. 12) 
H,:R=1+N (9. 13) 
在 给 定 观察 值 R 的 情况 下 ， 为 了 以 最 小 的 错误 概率 在 HH, 这 两 个 假设 中 做 出 判 
决 ， 可 以 采用 式 (9.7) 中 的 MAP 准则 ， 并 根据 式 (9. 10) 的 形式 实现 。 式 (9. 10) 的 左右 两 
边 已 在 图 9.4 中 标 出 。 因 此 ， 应 用 MAP 准则 可 以 得 到 下 列 判 决 式 : 


4—2<r<—lkh, WH ‘HH’ (9. 14) 
y — Lr SRS A tA?) s (9. 15) 
1 fula) Pofon P1H) i 
EE 
-2 0 2 区 So A res r 
图 9.3 噪声 六 的 PDF 图 9.4 带 比例 因子 的 条 件 概率 的 示意 图 <4 


例 9. 2 将 讨论 不 止 两 种 假设 情况 下 MAP 准则 的 应 用 ， 同 时 给 出 的 是 离散 随机 变量 的 
量 测 值 而 不 是 连续 随机 变量 的 。 

EEO 三 种 假设 情况 下 MAP 准则 的 应 用 

在 例 8.1 中 ， 探讨 了 从 含 噪 量 测 值 尺 中 对 离散 随机 变 
ES 的 最 小 均 方 误差 (MMSE) 人 估计， 其 中 随机 变量 S 和 尺 
的 联合 PMF 在 图 8.1 中 已 给 出 ， 现 重新 在 图 9.5 中 示 出 。 
这 里 (S，R) 以 02 的 概率 分 别 取 值 (1，1)、(0，0)， 
(-1, -D, LOLAReAARAC, 0). (—-1, 0), 
OH1y SOs, 

尽管 随机 变量 S 只 能 在 0、 十 1 或 者 一 1 这 三 个 值 中 取 
值 ， 但 例 8. 1 中 的 MMSE 准则 并 没有 受 这 个 条 件 约束 。 在 图 9.5 SMB 的 联合 PMF 
R=1 时 利用 MMSE 估计 得 到 条 件 均值 $= 二 E[S|R=1]= 图 中 的 每 个 方块 对 应 联合 概率 0. 2， 


2 每 个 国力 对 应 联合 概率 0. 1 
本 。 这 个 估计 最 小 化 了 均 方 误差 ， 而 不 是 条 件 错误 概率 。 给 





定 有 R=1 的 条 件 下 ， 当 选择 $ 一 二 时 条 件 错误 概率 为 1。 另 一 方面 ， 给 定 及 一]1 的 条 件 下 ， 当 
选择 8 一 0 时 将 导致 条 件 错误 概率 为 所， 因为 S 一 0 的 概率 为 二 。 仍 然 在 给 定 玉 一 1 的 条 件 


下 ,选择 ? 一 1 时 将 得 到 最 小 的 条 件 错误 概率 ， 因 为 S 一 1 的 概率 为 3。 


现在 扩展 这 个 分 析 ， 利 用 假设 检验 的 表示 方法 ， 并 调用 MAP 准则 最 小 化 总 体 错误 概 
率 。 在 这 种 情况 下 的 三 种 假设 为 


H : S=— 1 (9. 16) 
H, : S= 0 (9.17) 
H, : S=+1 (9. 18) 


给 定 R=r 的 条 件 下 ， 利 用 MAP 准则 可 以 确定 这 三 种 假设 下 的 条 件 概 率 ， 并 选 出 对 应 于 最 大 
条 件 概率 (或 后 验 概率 ) 的 假设 。 例 如 ， 若 PCH_,|R=r)XF PCH, |R=r)# PCH, |R=r) 
Ht, WR=r 时 的 最 佳 判决 是 “ 玉 _1,”， 相 当 于 位 二 昌 1。 这 种 方法 是 式 (9.7) 对 当前 这 个 三 
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元 假设 例子 的 一 个 扩展 。 
利用 贝 叶 斯 准则 也 可 以 实现 前 面 式 (9. 8) 描 述 的 MAP 准则 ， 将 P | 及 一 ”表示 为 
PiS =OPR=r|SH—oD°; 
PCH: IR =r) = PR rl , i=0,+1,-—1 (9. 19) 
为 了 比较 给 定 + 条 件 下 的 后 验 概率 ， 这 里 的 概率 PR 一) 可 以 看 作 每 个 表达 式 的 公共 比例 
因子 ， 因 此 仅 比 较 i 二 0， 十 1， 一 1 时 的 PC(S= 让 PCR=r|S 一 i)， 就 趾 以 选 出 三 项 中 概率 
最 大 项 所 对 应 的 假设 Hi。 这 是 式 (9; 10) 应 用 于 三 元 假设 例子 的 扩展 。 
对 于 这 个 具体 例子 六 既然 图 9.5 已 经 给 出 了 联合 概率 ， 那 么 很 容易 得 到 





P(S=)P(R=r|S =) = PR =r, SSi) i=0,+1,71 (9. 20) 
这 样 ， 错 误 概率 就 可 以 通过 下 列 判决 准则 达到 最 小 : 
若 r= 十 1 AW S=1 (9. 21) 
,=0,, HJ S=0 (9. 22) 
r=—1 判 为 S= 一 1 (9. 23) 
< 


3.2.3 “编码 数字 通信 中 的 假设 检验 

本 音 先 前 关于 PAM 的 讨论 主要 考虑 了 单个 接收 脉冲 的 二 元 假设 检验 ， 其 两 个 幅 值 分 
别 表示 为 0 和 1。 在 现代 数字 通信 系统 中 ， 传 送 的 消息 采用 了 大 量 的 字母 符号 ， 且 每 个 符 
号 都 编码 成 了 0 和 1 的 二 进 制 序列 。 因此， 除了 判决 每 一 个 接收 到 的 脉冲 代表 传输 的 是 0 
还 是 1 外 ， 还 需要 进一步 解码 这 样 的 比特 串 ， 用 以 对 传输 的 符号 做 最 佳 判断 。 也 许 ， 更 进 
一 步 的 处 理 就 是 对 组 成 整个 传输 消息 的 符号 序列 做 出 判断 。 原 则 上 ， 最 好 是 获得 所 有 的 原 
始 量 测 信息 ， 然 后 对 整个 传输 符号 序列 进行 最 佳 判 决 ， 但 是 这 将 是 一 项 非常 复杂 的 任务 ， 
涉及 更 多 的 假设 和 量 测 值 。 因 此 ， 实 际 上 这 个 任务 通常 被 拆 分 为 几 个 阶段 ， 首 先是 单个 及 
冲 级 别 的 局 部 最 佳 判 决 来 解码 0、1 序列 ， 然 后 进一步 在 符号 级 别 进行 译 码 判 决 ， 更 进 一 
步 的 就 是 在 符号 序列 级 别 做 出 判决 。 

接 下 来 的 例子 将 讨论 第 二 个 译 码 阶段 的 判决 过 程 。 这 个 例子 涉及 接收 机 端 四 个 可 能 符 
号 的 判决 ， 每 个 符号 均 由 0、1 编码 的 码 字 表 示 ， 由 发 射 机 通过 信道 传输 。 这 个 例子 所 导 
出 的 最 小 错误 概率 判决 准则 的 方式 与 之 前 的 推导 稍 有 差异 ， 但 结果 仍然 用 的 是 MAP 准 
则 ， 也 体现 了 式 (9. 7) 和 式 (9. 10) 在 本 例 中 的 恰当 扩展 。 

最 小 错误 概率 的 符号 检测 

考虑 图 9.6 中 的 系统 。 假 定 发 射 机 随机 地 在 四 个 可 能 发 送 的 符号 A、B、C 和 DD 中选 
择 发 送 。 符 号 被 选中 的 概率 分 别 记 为 PCA)、P(B)、PC(C) 和 PCD)。 无 论 发 射 机 选择 什么 
符号 ， 现 都 需要 适当 编码 ， 以 便 在 二 进 制 信道 中 传输 。 编 码 中 加 入 一 些 宛 余 可 以 为 接收 机 
的 检 错 和 纠 错 提供 依据 ， 以 抵抗 信道 噪声 引起 的 传输 比特 错误 。 接 下 来 编码 后 的 信号 将 补 
传送 到 接收 机 端 。 接收 机 对 接收 到 的 脉冲 进行 译 码 ， 并 会 在 此 过 程 中 尝试 着 对 信道 噪声 带 
来 的 错误 进行 纠正 ， 然 后 判决 传送 的 是 哪个 符号 。 


A 
5 编码 器 信道 “上 一 | 判决 准则 ”2 
噪声 


图 9.6 二 进 制 信道 上 的 通信 
将 此 信道 建 模 为 二 进 制 信 道 (binary channel)， 接 收 来 自发 射 机 的 0、1 序列 ， 并 传送 
0、1 序列 到 接收 机 。 假定 由 于 信道 噪声 的 存在 ， 存在 发 送 为 1 接收 到 0 和 发 送 为 0 接收 到 
1 的 概率 p>o. 由 于 这 两 种 类 型 错误 发 生 的 概率 相同 ， 因此 该 二 进 制 信 道 称 为 对 称 的 
(symmetric) 。 非 对 称 的 情形 也 是 容易 处 理 的 ， 只 是 增加 了 一 些 符号 表示 的 负担 。 在 该 信 
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道 的 定义 中 ， 隐 含 地 假定 了 它 是 非 记 忆 的 ， 也 就 是 说 ， 任 何 特定 传输 间 隐 的 信道 特性 独立 
于 在 其 他 传输 间隙 所 传输 的 信息 。 同 时 信道 也 假定 为 时 不 变 的 。 

给 定 这 样 一 个 信道 ， 发 射 机 需要 将 选中 的 发 送 符号 编码 为 二 进 制 的 形式 。 假 定 发 射 机 
用 3 位 二 进 制 数 或 比特 对 每 个 符号 进行 编码 ， 如 下 所 示 : 

1 BTR OROI, “Dv? 110 (9. 24) 

因为 信道 引入 了 非 零 的 比特 错误 概率 ， 那 么 对 于 任何 一 个 发 送 字符 ， 接 收 序列 都 可 能 
为 下 列 任意 的 3 比特 二 进 制 数 : 

R, = 000, Ri =001, R,=010, R; = 011， 
Ri=100, R;=101; R=110, R, =111 

KA 3 个 比特 位 ， 而 不 是 满足 四 个 符号 通信 的 2 个 比特 位 ， 其 所 引起 的 宛 余 主 要 是 为 
对 抗 信道 噪声 提供 保护 。 值 得 注意 的 是 ， 对 于 这 组 特定 的 3 比特 位 编码 ， 接 收 机 可 以 将 单 
个 的 比特 位 错误 识别 为 误 码 ， 因 为 这 将 产生 一 个 无 用 的 码 字 。 两 个 比特 位 出 错 的 可 能 性 比 
单个 比特 位 出 错 小 (典型 情形 p 二 0.5)， 将 会 把 任何 一 个 有 效 的 码 字 转变 为 另 一 个 有 效 的 
码 字 ， 这 将 导致 接收 机 漏 判 这 个 错误 。 

单个 符号 经 信道 传输 得 到 的 样本 空间 可 参考 表 9.1， 表 中 列 出 了 每 种 可 能 的 发 送 符号 和 
接收 序列 组 合 的 概率 。 例 如 ，A 列 第 (j 十 1) 行 的 P(A，R;) 代 表 发 送 A 接收 R; 的 概率 ，B、 
C, 品 列 也 类 似 。 实 际 上 计算 这 个 概率 最 简单 的 方法 是 意识 到 PA, R))=PCR |1A)P(A)， 
即 根据 信道 的 特性 可 以 计算 出 PC(R;|A),， 同时 由 发 射 机 端的 信息 源 可 以 获得 先 验 概率 
P(A)。R。 情形 下 的 相应 计算 已 在 表 中 列 出 。 

对 每 一 个 可 能 的 接收 序列 R;， 接 收 机 端的 判决 准则 均 要 在 四 个 可 能 的 符号 或 假设 A、 
B, C, D 中 选 出 一 个 。 因 而 任何 这 样 的 判决 准则 可 以 在 表 9.1 中 表示 出 来 ， 从 每 一 行 中 
选择 一 项 ， 也 仅 此 一 项 。 例 如 ， 茶 个 特定 的 判决 准则 可 能 认为 每 当 接收 到 R， 时 发 送信 号 
对 应 为 DD， 这 在 表 中 R, 行 卫 列 对 应 项 上 加 框 说 明了 这 一 点 。 因 此 ， 与 这 种 形式 的 表格 相 
关联 的 每 一 个 可 能 的 判决 准则 在 每 一 行 都 恰好 对 应 一 个 框 住 的 项 。 对 于 一 个 给 定 的 判决 准 
则 ， 判 决 正 确 的 概率 就 是 所 有 框 中 的 项 的 概率 总 和 ， 因 为 这 个 总 和 是 判决 准则 对 所 传输 的 
相同 符号 做 出 判决 的 总 体 概率 。 因 此 ， 错 误 概 率 P。 就 是 1 减 去 判断 正确 的 概率 。 

由 此 看 来 ， 要 确定 最 小 错误 概率 或 最 大 正确 概率 的 判决 准则 ， 需 在 表 中 每 一 行 选择 框 
中 的 最 大 值 项 。 如 果 有 不 止 一 个 输入 具有 最 大 值 ， 可 以 在 其 中 任意 选择 ; Pi 不 会 因为 选 
择 的 不 同 而 受 影响 。 对 于 表 9.1 PAR 7, 根据 最 佳 判 决 准则 ， 选 择 的 符号 应 使 下 列表 
达 式 的 值 最 大 ; 


(9. 25) 


P( 符 号 ,R;) 二 PCR; | 符号 )P( 符 号 ) (9. 26a) 
= P( #4 |R;)PC(R;) (9. 26b) 


表 9.1 发 送 符号 和 接收 二 进 制 序列 的 联合 概率 





A : 000 B : 011 Cc: 101 D: 110 





















P(A, Ro) PCB, Ro) P(C, Ro) P(D, Ro) 

Ro =000 =P(Ro | A) P(A) =P(Ro | B) PCB) = P(Ry | OPO = P(Ro |D) PCD) 
=(1—p)' P(A) =p (1—p) P(B) =p (1—p) P(C) =p? (1—p) P(D) 

R; =001 

R:=010 


R3 =011 
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表 9.2 示 出 了 一 些 所 需 计算 的 例子 ， 其 中 参数 的 值 在 表格 标题 中 已 给 出 ， 计 算是 根据 


式 (9. 26a) 右 边 得 到 的 。 
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式 (9. 26a) 的 右边 直观 地 说 明了 最 佳 判决 准则 做 了 些 什么 。 既 然 要 通过 沿 着 表 中 的 行 
找到 最 大 的 项 ， 而 对 于 给 定 的 R;， 在 式 (9. 26b) 中 出 现 的 PCR;) 沿 着 行 的 值 都 相同 ， 因 此 
需要 比较 的 就 仅 是 后 验 概率 P( 符 号 |R;)， 也 就 是 给 定 条 件 下 不 同 符号 的 概率 。 这 又 是 
MAP 判决 准则 ， 只 是 和 之 前 的 导出 方式 有 一 点 不 同 。 < 


9.3 二 元 假设 检验 


这 部 分 内 容 将 关注 二 元 假设 检验 ， 阐 述 各 种 相关 联 的 概念 ， 提 供 更 为 详细 的 理解 。 最 
根本 的 任务 是 利用 随机 变量 R 的 量 测 值 7 在 两 个 假设 五 。 和 Hi 中 做 出 判决 ， 它 们 的 先 验 
概率 分 别 为 po 和 1— Po 


9.3.1 虚 警 、 漏 警 和 检测 


用 于 进行 二 元 假设 检验 判决 准则 的 样本 空间 由 以 下 四 个 相互 排斥 且 穷 尽 的 可 能 性 样 
本 组 成 : HH; 为 真 ， 判 为 “HH;”， iy jols 26 对 于 这 四 个 可 能 的 结果 ， 其 中 ( 互 。， “Th 
和 (Hi ，“H,7 代表 错 判 。 因 此 ， 基 于 量 测 随机 变量 所 有 可 能 取 值 的 平均 ， 错 误 概率 
P. 是 
P. = Pies BTY PEH Hs’) = PPH? |H) +p:PCH? |H) (9.27) 
条 件 概率 PCH? | Hy) BW He (false alarm) 条 件 概 率 ， 记 为 Prao 条 件 概率 
PCH’ | Hy) FRB miss alarm) 条 件 概率 ， 记 为 Pu。 通常 在 使 用 中 省 略 条 件 这 个 词 ， 
不 过 重要 的 是 应 该 记 住 虚 警 概率 和 漏 警 概率 均 是 按 条 件 概率 来 定义 的 ， 而 且 也 作用 于 不 同 
的 事件 上 。 
上 述 术 语 是 从 雷达 系统 衍生 而 来 的 ，H' 代表 目标 存在 ，H。 代表 目标 不 存在 。 当 目标 
判定 为 存在 而 实际 不 存在 时 ， 发 生 虚 警 ， 当 目标 判定 为 不 存在 而 实际 存在 时 ， 发 生 漏 警 。 
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同时 还 可 以 得 到 检测 (detection) 条 件 概率 ， 即 
o = PCH,’ |. Ay) (9. 28) 
在 雷达 系统 中 ， 这 是 指 目标 判定 为 存在 而 目标 确实 存在 的 概率 。 与 Prat Pu 一样， 通常 
在 使 用 中 省 略 条 件 这 个 词 ， 不 过 重要 的 是 应 该 记 住 检测 概率 仍然 是 一 个 条 件 概率 。 
用 Pea 和 Pu 来 表示 错误 概率 ， 则 式 (9. 27) 变 为 


P. = po Pra t+ piPm (9. 29) 
同时 有 
PCH,’ | H+ PC H,”| Hi) = 1 (9. 30) 
或 
m= 1—Pp5 (9.31) 


无 论 判决 准则 是 什么 ， 为 了 明确 建立 
其 与 PFA 和 Pu 的 关系 ， 可 以 回顾 一 下 量 
测 空间 中 判决 域 的 概念 。 在 单个 连续 随机 
7g HR 量 测 基 础 之 上 的 判决 情形 中 ， 判 决 
准则 对 应 于 选择 实 轴 上 落 和 人 判决 区 域 D SS 
的 点 ， 当 尽 的 量 测 值 > 落 在 D, 中 ,判定 
‘H RZ, 4 r ŽE D 之 外 这 个 区 “图 9%.7 判决 域 。 这 里 标注 的 D 的 选择 是 任意 的 ， 
域 记 为 D, 一 一 判定 “Ho?’ 成 立 。 如 图 9.7 不 是 基于 最 小 错误 概率 的 最 佳 选择 。 

所 示 ， 其 中 Di 的 选择 是 任意 的 。 典 型 的 ， 每 个 判决 域 都 是 由 实数 轴 上 的 区 间 组 成 的 集合 。 
可 以 直接 把 这 个 概念 推广 到 有 多 个 随机 变量 量 测 值 的 情形 。 
根据 前 面 的 定义 ， 可 以 得 出 


fiH) flrlH) 





Pex = | friu(r|H.)dr (9. 32) 
D, 
和 
Pu =| fantr| Hdr (9. 33) 
Dy 
虚 警 、 漏 警 、 检 测 及 错误 的 概率 
回 到 例 9. 1 中 ， 利 用 那里 推导 出 的 MAP 准则 计算 Pra. Pus Po Pe。 根 据 定 义 有 
Pr = PHZ HAR H AB) ~ (9. 34) 
n = P( 判 定 HoA H, AB) (9.35) 
p= PAR H,, Az H, 为 真 ) (9. 36) 
可 以 得 到 
Pa = 3, Pu = 0; ‘PD a1 
所 以 
E EE NS pe A 
P. = poPrat+ piPm = 7X7 = 76 < 


尽管 前 面 介绍 的 术语 (例如 ， 虚 警 、 漏 警 和 检测 的 概率 ) 来 自 于 雷达 检测 系统 ， 但 在 
其 他 二 元 假设 检验 的 系统 中 常常 也 有 对 应 于 这 些 概 念 的 特定 术语 。 例 如 ， 在 医学 文献 
中 ， 临 床 结果 的 诊断 也 通常 以 假设 检验 的 框架 来 理解 和 描述 ， 类 似 于 这 里 通信 和 信号 检 
测 的 问题 。 在 医学 中 ,假设 H 表示 一 种 医学 疾病 没有 被 诊断 出 ，! 则 表示 已 被 诊断 
出 。 这 里 的 任务 就 是 将 临床 检验 的 结果 建 模 成 随机 变量 R， 在 获得 量 测 值 + 后 在 这 些 假 
设 中 做 出 判决 。 尽 管 当 前 的 术语 略 有 不 同 ， 但 仍然 可 根据 应 用 意图 来 理解 ， 如 下 列 所 描 
述 的 : 

e Po 是 临床 检验 的 敏感 性 。 
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o Pi 是 假 阳 性 的 概率 。 

e 1 一 Pes 是 临床 检验 的 特异 性 。 

© Pu 是 假 阴 性 的 概率 。 

o P(H,) 是 检验 目标 疾病 的 患 病 概率 。 

© PCH, | “Hi,”) 是 检验 中 阳性 预测 值 的 概率 ，P(H, | ‘FH, ”) 是 阴性 预测 值 的 概率 。 

利用 贝 叶 斯 法 则 和 上 面 的 术语 可 以 轻松 推测 出 ， 如 果 目 标 疾病 的 患 病 率 很 低 ， 那 么 临 
床 检验 中 的 阳性 预测 值 也 会 非常 小 ， 即使 该 检验 是 十 分 灵敏 和 明确 的 。 
9.3.2 似 然 比 检验 

式 (9. 10) 中 的 最 小 P。 判决 准则 的 另 一 种 书写 形式 也 经 常用 到 。 重新 整理 该 表达 式 可 
以 得 到 下 列 等 价 的 判决 准则 : 





‘H 7 
fanr |H) SA Po 
s (9. 37) 
frin(r| Ho) H? Pi 
或 
‘Wy? 
1 
A(r) 2-7 (9. 38) 
‘H 》 


这 里 可 以 将 frin Or |) ELA FE BU: 条 件 下 ， 度量 获得 量 测 值 > 的 可 能 性 ， 那 么 比值 
A(7) 就 称 为 似 然 比 (likelihood ratio) 。 上 述 检验 式 中 将 似 然 比 和 一 个 阔 值 了 做 比较 。 当 Ho 
的 先 验 概率 pK. WE 7 也 越 大 ， 相 应 地 ， 为 了 将 检验 判定 为 Hi, BAIAR E tE iè 
需要 更 大 。 

将 判决 准则 重新 写成 关于 似 然 比 的 阔 值 检验 形式 是 非常 有 用 的 ， 因为 其 他 一 些 二 元 假 
设 检 验 问题 一 一 判决 准则 不 再 限于 最 小 化 的 P. 一 一 通常 生成 的 判决 准则 也 可 以 表示 成 似 
然 比 检验 的 形式 。 唯 一 的 区 别 就 是 ( 非 负 的 ) 阔 值 7 的 选择 在 这 些 其 他 检验 表达 形式 中 有 所 
不 同 。 下 一 小 节 将 讨论 这 些 其 他 检验 表达 形式 中 的 一 种 ， 即 纽曼 -皮尔 逊 (Neyman- 
Pearson) 方 法 。 本 章 的 最 后 一 节 会 再 介绍 一 种 表示 法 ， 其 目的 是 最 大 限度 地 减 小 代价 期 
望 ， 而 代价 期 望 将 再 次 导出 一 个 似 然 比 检验 。 
9.3.3 ”纽曼 -皮尔 逊 判 决 准则 和 接收 者 操作 特性 

在 很 多 情况 下 难以 利用 最 小 Pe 的 判决 准则 ， 这 是 因为 这 种 判决 准则 依赖 于 先 验 概 
Z p。 和 pi;， 而 它们 可 能 很 难 确定 。 一 种 有 用 的 替代 方法 由 纽曼 和 皮尔 逊 提出 ， 即 最 大 
化 检测 条 件 概率 Pb， 同时 保持 虚 警 条 件 概率 Pra 低 于 某 个 指定 的 容 限 水 平 。 条 件 概 率 由 
不 同 假设 下 的 量 测 模型 和 判决 准则 所 决定 ， 但 是 不 再 由 控制 假设 选择 的 先 验 概率 决定 。 
这 个 依据 Po 和 P， 的 假设 检验 问题 推导 的 纽曼 -皮尔 逊 表 达 式 生成 的 判决 准则 也 涉及 似 
SR ke All BHEL A) LE BE o 但 是 阔 值 的 选取 与 最 小 错误 概率 的 情形 有 所 不 同 。 具体 方法 会 在 接 
下 来 的 内 容 中 详细 推导 ， 其 中 假设 量 测 参 量 R 是 一 个 连续 的 随机 变量 ， 这 将 贯穿 本 节 
始终 。 

首先 将 Pp 和 Pa 与 定义 判决 准则 的 判决 域 相关 联 。 在 此 重 写 式 (9. 32) ， 展 示 出 Pr 
判决 域 的 关系 : 


Pra = PCH aHa = I fan(rjHoddr (9. 39) 
1 
类 似 的 积分 可 以 定义 Pos BI 
P de Ab oA frin(r|H,)dr (9. 40) 
1 


两 个 积分 区 域 均 为 判决 域 Di ， 并 且 被 积 函数 均 非 负 。 这 样 ， 增 大 Po 则 需要 通过 扩展 更 多 
的 实 轴 区 间 ( 相 对 应 的 是 减少 Di 区 域 ) 来 增 大 Di 的 区 域 。 然 而 ， 增 大 区 域 Di 仅 允 许 Pra 
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保持 不 变 或 增 大 ， 不 能 减 小 。 因 此 ， 这 里 的 目标 是 尽量 将 区 域 D, 中 的 > 值 贡 献 到 定义 Pp 

的 积分 式 中 ， 但 是 尽量 少 地 影响 定义 Pea 的 积分 式 。 即 将 看 到 ， 此 目标 可 以 通过 选择 判决 

域 D, 实现 ， 以 使 其 包含 的 量 测 值 > 的 似 然 比 A (x) 大 于 指定 阀 值 7， 因 此 
qty. 

A = FD 

在 推导 出 上 述 准 则 之 前 ， 考 虑 如 何 让 了 值 从 = 开始 并 稳步 下 降 是 很 有 帮助 的 。 当 
) 一 co 时 ， 判 决 结果 始终 为 Hu”， 因 此 判决 域 D, NZ, MNES, Po=0, Pra=0. —E y 
下 降 到 A(r) 可 取 的 最 大 值 之 下 时 ， 对 于 某 些 了 值 ， 判 次 结果 为 “ 互 ，， 因 此 这 时 的 判决 域 
D, 非 零 。 如 果 在 某 些 m 的 邻近 区 域 极 小 地 降低 q 的 值 ， 引 起 Po 的 值 增加 APD» Pra KE 
增加 APis， 则 由 式 (9. 32) 、 式 (9. 40)、 式 (9. 41) 可 得 

APp = pAPra (9. 42) 
因此 ， 对 于 较 大 的 六 值 ， 即 使 极 小 地 降低 阔 值 也 将 导致 Po 增加 的 速度 比 Pe 快 得 多 。 然 
而 对 于 较 小 的 p 而 言 ， 相 比 于 Pes 的 增加 ，Po 的 增 量 也 相对 较 小 。 

如 果 随 着 的 下 降 ，Prs 连 续 增加 ， 那 么 当 最 终 下 降 到 某 个 值 万 时 ， 下 列 情形 之 一 
将 会 发 生 : 

e 当 Py, Prk BRM EER: 或 者 

o 在 Pa 还 没有 达到 其 上 界 前 ，Po 的 值 已 达到 1; 或 者 

e Psa 达到 其 上 界 的 同时 ， Pp 的 值 达到 1。 

这 里 的 值 了 就 是 纽曼 -皮尔 逊 检测 中 用 到 的 阔 值 。 

存在 一 种 可 能 的 情况 是 ， 当 7 一 直 低 于 了 时 ， 且 Pp 二 1，Pss 的 值 将 从 低 于 它 确 定 上 
界 的 一 个 值 不 连续 地 跳 到 一 个 高 于 它 上 界 的 值 。 这 种 情形 下 的 结果 就 是 ， 关 于 阀 值 忆 的 
一 个 随机 化 的 判决 准则 允许 Pas 达到 它 的 确定 上 界 ， 从 而 使 Po 最 大 。 这 个 随机 化 的 准 
则 在 AC) 之 时 以 概率 "选择 “Hi ， 否 则 就 选 'Hu"。 选 择 概率 a 使 得 Pea 等 于 其 确定 上 
界 。 习题 9. 20 就 涉及 这 样 一 个 随机 化 判决 准则 。 

如 图 9. 8 所 示 ， 接 下 来 的 讨论 将 更 加 es 
PEAH BSR A AF 4 AL Be — BA a E U FE E 
的 是 一 个 似 然 比 检验 。 如 果 判 决 域 D; 对 
于 纽曼 -皮尔 逊 准则 来 说 是 最 佳 的 ， 那 么 ， 
任何 能 够 保持 Pi 不 变 的 Di 中 的 改变 都 
不 会 使 得 Pr 有 所 改善 。 因 此 ， 假 设 在 最 
佳 域 Di 中 的 点 > 处 的 一 个 无 穷 小 的 区 间 图 9.8 依据 纽曼 -皮尔 逊 准则 推导 
dr 变 成 了 Do 的 一 部 分 。 为 了 保持 Pr 不 te Hoe ec en 
变 ， 在 最 佳 域 Dy 中 任意 点 x 处 存在 的 无 穷 小 的 区 间 dr' 必 然 变 成 D1 的 一 部 分 。 

如 果 要 求 Ps 不 变 ， 那么 需要 附加 条 件 : 


(9. 41) 


f(r|Hy) 





frin (re, HG Yd = Fe GR dr (9. 43) 
同时 要 求 新 的 Po 值 不 能 大 于 原来 的 值 ， 这 意味 着 
fru r Hodr < fra@|Hi)dr (9. 44) 


结合 式 (9. 43) 和 式 (9. 44) 可 得 

AG’) <A) (9. 45) 
式 (9. 45) 表 明 在 D, 中 的 似 然 比 不 能 比 Do PEW HED. Ak, AWW AAS 
达 式 的 最 优 解 实际 上 建立 在 一 个 似 然 比 的 阔 值 检验 上 ， 其 中 闽 值 7 的 选取 要 确保 获得 最 大 
可 能 Pu 的 同时 ， 还 要 保证 PP 不 会 大 于 之 前 确定 的 上 界 。 
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接收 者 操作 特性 

在 纽曼 -皮尔 逊 检验 中 ， 需 要 考虑 选用 哪个 数值 作为 Pro LF, 通常 比较 有 用 的 方 
法 是 观察 参数 7 从 0 变 到 ce 时 Po 作为 Pra 函数 所 得 的 曲线 。 这 也 称 为 接收 者 操作 特性 
(Receiver Operating Characteristic, ROC). 更 广泛 地 ， 当 判 决 准则 中 的 一 些 参数 发 生变 
化 时 ，ROC 可 以 用 来 描述 Po 相对 于 Prs 的 变化 特性 。 例 如 ， 当 修改 给 定 检 验 中 的 可 变 参 
量 使 得 Pu 略微 增 大 时 ，ROC 可 以 用 来 验证 这 种 情形 下 是 否 会 导致 Pp 显著 增 大 。ROC 还 
可 以 用 来 比较 不 同 的 检验 。 

高 斯 噪声 中 的 信号 检测 和 接收 者 操作 特性 

考虑 这 样 一 个 场景 ， 一 个 雷达 脉冲 从 地 面 站 发 射出 去 。 若 一 架 飞 机 恰好 在 雷达 信号 的 
传播 路 径 上 ， 则 有 一 反射 脉冲 返回 到 雷达 地 面 站 。 如 果 没 有 飞机 出 现 ， 则 接收 信号 仅 由 吕 
声 组 成 ; 车 有 飞机 出 现 ， 则 接收 信号 就 为 噪声 加 反射 脉冲 。 对 接收 信号 的 处 理 将 得 到 一 个 
数 ， 这 个 数 被 建 模 成 随机 变量 尽 。 若 飞机 没有 出 现 ， 则 R 二 W， KEW 表示 仅 处 理 噪声 得 
到 的 随机 变量 。 若 飞机 出 现 ， 则 R=s 十 WW， 其 中 常量 s 表示 反射 回来 的 脉冲 的 处 理 结果 ， 
这 里 假定 s 的 值 已 知 。 因 此 ， 可 以 得 到 以 下 两 个 假设 : 














H, : R= W (9. 46) 
H,:R=s+W (9. 47) 
假定 加 性 噪声 项 W 是 零 均 值 单 位 方差 的 高 斯 噪声 ， 即 
fat = <a (9. 48) 
所 以 

frin(r|Ho) = r =a (9. 49) 
frin(r| Hi) = ose (9. 50) 

那么 ， 式 (9.37) 定 义 的 似 然 比 在 这 里 为 

Re 2 

A(r) = exp| 一 让 = + 5]= exp| 一气 | (9. 51) 


正如 式 (9. 37) 所 定义 的 ， 为 了 获得 具有 最 小 错误 概率 的 检测 ， 判决 准则 将 似 然 比 与 羡 
值 po/pi1 WER, BH 
s? 人 p 
| riya (9. 52) 
比较 有 趣 也 很 重要 的 是 ， 在 这 种 情况 下 ， 基于 似 然 比 的 阅 值 检验 可 以 重新 写成 基于 接 
收 值 r+ 的 阅 值 检验 。 特 别 地 ， 式 (9. 52) 可 以 等 价 地 表示 成 : 


2 
[--5].2 j = ln7 (9. 53) 
0 
KF # s>0, 
ea 1 3 
r z ,二 [到 十 ny|= y (9. 54) 
H, 


这 里 y REET WA. (CE s<0, WAG. 54) 的 不 等 号 反 向 。) 例 如 ， 车 两 个 假设 者 
有 相同 的 先 验 概率 ， 即 po 二 Pr， 那么 lny 一 0， 当 s>0 时 具有 最 小 错误 概率 的 判决 准则 
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=T (9. 55) 


这 种 情形 在 图 9.9 中 示 出 。 
接收 者 操作 特性 显示 了 也 在 0~co 变 化 ， 或 等 效 为 y 在 一 co 一 co 变化 时 ，Pp 相对 Pra 
的 变化 。 在 这 个 问题 中 ， 当 >0 时 ， 对 于 指定 的 yY， 有 


上 ie 
pas f Aig (9. 56) 
i Jon a i i 
和 
a et E 入 
Pp = +] e dr (9. 57) 
Von 7 


当 y 在 一 co 一 co 变化 时 得 到 的 人 OC 如 图 9.10 中 所 示 。 其 中 ，Pra 一 0 三 Pp 的 点 对 应 
于 y=œ; PP 三 1 一 Pp 的 点 对 应 于 7y 王 一 ce。 


0.0 





0.5 1.0 
Pra 


图 9.9 ”基于 量 测 值 7 WNE y 图 9. 10 接收 者 操作 特性 < 


在 比例 9. 5 中 高 斯 噪声 情形 更 一 般 化 的 环境 中 ， 基 于 似 然 比 的 阔 值 检验 不 能 简单 地 转 
化 为 对 量 测 值 > 的 冰 值 检验 。 尽 管 如 此 ， 仍 然 可 以 采用 基于 的 一 个 简单 的 阔 值 检验 作为 
判决 准则 ， 然 后 再 生成 和 评估 联合 接收 者 操作 特性 。 


9.4 最 小 风险 判决 


本 节 将 简要 描述 的 判决 准则 称 为 最 小 风险 ， 而 最 小 错误 概率 判决 准则 是 作为 一 个 特例 
包含 于 其 中 ， 同 时 在 二 元 假设 情形 下 也 会 再 次 导出 似 然 比 检验 。 通 常情 况 下 用 M 元 假设 
来 描述 。 

令 随机 变量 R 的 可 用 量 测 值 为 >( 如 果 有 多 个 随机 变量 的 量 测 值 ， 则 用 同样 的 方法 处 
理 ) 。 假 定 存在 一 个 代价 因子 C; ， 它 与 每 个 正确 假设 A, MARSH,’ O<i, jM- DÉ 
组 合 相关 联 ， 并 反映 这 个 组 合 模型 和 判决 结果 所 引起 的 代价 。 因 此 ， 这 里 的 目标 就 是 在 给 
定量 测 信息 的 情况 下 ， 选 择 的 判决 具有 最 小 代价 期 望 ， 或 最 小 “风险 ”。 

在 R=~ 的 条 件 下 ， 判 为 “ 互 ,的 代价 期 望 由 下 式 给 出 : 


M-1 
El‘ H,’|R = r WRG = JPH; |R =r) (9. 58) 


比较 所 有 i 的 条 件 代价 期 望 ， 再 判决 出 具有 最 小 条 件 代价 期 望 的 假设 。 对 每 个 可 能 的 + 都 
做 这 一 指定 的 最 佳 判决 ， 即 可 得 到 最 小 化 总 体 代价 期 望 或 风险 的 判决 准则 。 

在 这 种 情形 下 ， 假 设 检验 和 第 8 章 考 虑 的 连续 随机 变量 的 估计 问题 紧密 联系 在 了 一 
起 。 值 得 注意 的 是 ， 第 8 章 中 许多 这 样 的 估计 问题 都 能 够 通过 最 小 化 代价 期 望 函数 得 以 确 
切 解决 。 对 一 个 连续 随机 变量 的 估计 就 类 似 于 对 一 个 连续 的 数值 化 的 特定 假设 完成 假设 检 
验 ， 而 不 仅仅 是 一 般 的 M 元 假设 ， 还 需要 通过 代价 函数 将 实际 假设 和 判决 假设 间 的 距离 
用 一 些 数值 化 的 量 测 值 反 映 出 来 。 
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注意 到 ， 若 对 所 有 i 有 cj 二 0， 同 时 车 当 FATT, cy 一 1， 则 所 有 错误 发 生 概率 相等 ， 
这 时 式 (9. 58) 的 条 件 代 价 期 望 变 为 
ELH? |R 一 了 的 代价 ] = DP |r) 二 1 一 PCHi|7) (9. 59) 


因此 ， 这 里 的 条 件 代价 期 望 恰 好 是 在 给 定 R= 的 条 件 下 判决 为 ‘Hi? 时 的 条 件 错误 概率 。 
等 式 的 右边 表明 要 使 条 件 错误 概率 最 小 ， 应 该 选择 具有 最 大 条 件 概 率 的 假设 。 换 句 话说 ， 
当选 择 有 这 样 的 代价 时 ， 风 险 ( 当 期 望 遍历 所 有 可 能 的 ~ 值 时 ) 恰 好 为 错误 概率 P.» 而 最 小 
化 这 个 准则 的 最 佳 判 决 准则 再 次 是 MAP 准则 。 

利用 贝 叶 斯 法 则 重 写 式 (9.58) 中 的 PCH; |R=r), WME RA fe (7) 假定 为 
正在 比较 中 涉及 的 所 有 这 些 参量 都 是 很 常见 的 ， 因 此 只 需要 将 下 列 更 加 直观 且 易于 实 
现 的 等 价 表 达 式 最 小 化 ， 即 可 完成 假设 的 选择 : 


M-1 
>) cof ar |H) P,) (9. 60) 
在 二 元 假设 的 情况 下 ， 假 定 dn 容易 看 出 基于 式 (9. 60) 的 判决 准则 可 以 重新 写成 : 


“H » 
AG) = Purl HD riage PCH) (co — Coo) _ 
frin(r| Ho) ‘A s PCHy) Cen — en) 
0 


这 里 的 A(”) 表 示 似 然 比 ，7 表示 阔 值 。 这 也 再 次 推导 出 了 一 个 涉及 似 然 比 和 阐 值 比较 的 判 
决 准则 。 若 对 于 i 二 0，1 有 cy 二 0， 同 时 车 FAIA cy = 1A, 则 可 以 获得 关于 最 小 P。 的 
MAP 判决 准则 的 一 个 阔 值 ， 正 如 所 期 望 的 那样 。 

上 述 最 小 风险 方法 的 分 类 研究 ， 以 及 多 次 使 用 过 的 最 小 错误 概率 表达 式 ， 都 有 一 个 
潜在 的 问题 ， 那 就 是 要 求 先 验 概率 PCH;) 已 知 。 然 而 ， 假定 先 验 概率 已 知 通 常 是 不 容易 
实现 的 ， 因 此 需要 考虑 可 替代 的 判决 准则 。 在 这 些 可 替代 的 准则 中 最 重要 的 就 是 先前 控 
讨 过 的 纽曼 -皮尔 逊 方法 ， 其 判决 是 基于 条 件 概率 Po 和 Prs 的 ， 避免 了 对 假设 先 验 概 率 
的 需求 。 


9.5 延伸 阅读 


第 7 章 结尾 给 出 的 延伸 阅读 中 的 大 部 分 文献 都 包含 了 假设 检验 的 知识 素材 ， 除 此 
之 外 ， 读 者 还 可 参阅 LKay3][He2][He3]。 [DeGJ[DekJ[Ree] 和 [Wal] 从 统计 学 的 角 
度 对 假设 检验 做 了 很 好 的 介绍 ， 而 在 实际 应 用 领域 如 医学 统计 中 所 遇 到 的 挑战 在 
[BI1J[Bl2] 中 有 清楚 的 描述 。 一 般 统 计 学 相关 的 文献 很 少 提 到 信号 与 系统 的 概念 。 随 
着 人 工 智 能 和 计算 机 或 “机 械 ” 视 觉 的 发 展 ， 假 设 检验 在 数据 的 分 类 和 模式 识别 任务 
中 占据 了 中 心 位 置 。 这 些 任 务 构 成 了 许多 机 器 学 习 的 基础 ， 可 参阅 [Abuj[Alpj[Alp] 
[Kulj 和 [Mur|。 





(9. 61) 


习题 
基础 习题 假定 两 个 假设 Hy 和 Hy 分 别 具 有 先 验 概率 
9.1 考虑 一 个 三 元 假设 检验 问题 ， 观 察 到 的 随机 PCH,)=0.4 WM PCH.) =0.6. 现在 感 兴趣 
变量 X BAW FA PDF, WA P9.1 的 是 设计 一 个 判决 准则 来 选择 “Ho ?或 者 
所 示 : “Hi ， 并 分 析 这 个 准则 的 性 能 。 
tape 4 23 (a) 找 出 具有 最 小 错误 概率 的 判决 准则 ， 也 
xH AT 0 2 E ¢ 
n(x’ +1) Be DA. ike Ah H De ME WU BP CH 
All Hi’) 十 PCH1，“ Ho ”) 达 到 最 小 。 尽 量 
fn (a|Hv) = sD 简化 你 的 答案 。 


0.35 


0.3 Jen |Ho) 


‘0.25 


0.2 


0.15 


0.1 


0.05 
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图 


(b) 在 图 中 的 条 件 概 率 密度 曲线 上 适当 标注 
出 阴影 区 域 , 表明 你 如 何 计 算 以 下 
概率 : 

Gi) (条 件 ) 虚 警 概率 Prao 
GD (条 件 ) 漏 警 概率 Pu 。 
考虑 下 列 假设 检验 问题 。 在 两 个 假设 H 和 
Hi 之 下 ， 观 测 变量 Y 为 
H, : Y= s +N 
H, : Y =s54 +N 

这 里 s As 均 为 已 知 的 常量 ， 同 时 N 是 一 

个 随机 变量 ， 其 概率 密度 函数 fy Ca) 如 

图 P9. 2 所 示 。 


050 一 


fha) 
2 


图 P9.2 


作为 一 个 提醒 ， 以 下 是 与 判决 准则 相关 的 一 

些 定义 : 

G) Po 和 Pi 分 别 是 Ho 和 H, 的 先 验 概率 。 

Gi) Pr 代表 PCH? | Ho). 

Gii) Pu 代表 PCH,’ |H). 

Gv) Pp 代表 PCH,’ | Hy). 

(v) Plerror)=P(H,, ‘H,’)+ PCM, 
“Huo2)， 也 就 是 说 ， 这 个 概率 表示 判决 
假设 和 真实 假设 不 符 的 概率 。 

(a) 每 个 判决 准则 的 Ps 与 Po 的 和 都 为 1 
吗 ? 简要 地 证 明 你 的 答案 。 


(b) 假定 P ,一 邯 ， 且 对 于 某 个 特定 的 判决 准 


则 有 Pex 二 士 和 Po =. RRENEN 


RA A, 的 概率 PCH’). 
(c) 假定 有 以 下 值 : 


P = 工 ， 5 一 0，5 =1 


(9. 62) 
确定 观测 值 y 的 范围 ， 使 得 判决 A’ BY 
错误 概率 最 小 。 

(d) 假定 有 以 下 值 : 


0.35 
0.3 
0.25 
0.2 
0.15 
0.1 
0.05 
0 


-20 -15 


P9.1 


9.°3 


9.4 


9.5 
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ida 
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So =- +, N TF + (9. 63) 
判决 准则 为 


THe? 
WEY, 
F 
画 出 当 y 在 一 ce 一 ce 变化 时 ，Pp 相对 于 
Pra ff) ROC. 
当 给 定量 测 值 服从 均值 为 0 方差 为 4 的 标 
准 ( 即 高 斯 ) 分 布 时 ， 假 设 Hy 成 立 ; 当 此 量 
测 值 服从 均值 为 1 方差 为 4 的 标准 分 布 时 ， 
假设 Hy 成 立 。 为 了 在 这 两 个 假设 之 间 做 出 
具有 最 小 错误 概率 的 选择 , 已 知 当 z 超 过 
HANE yi MERRIA H?” o H 
定 在 下 面 每 种 情形 下 的 阅 值 Y: (i) 条 件 虚 
警 概率 Pra = 0.5; (ii) 条 件 漏 警 概率 
Pu=0. 5. 
考虑 接收 机 观测 随机 变量 R 的 一 个 二 元 假设 
检验 问题 。 基 于 观察 值 接收 机 将 在 两 个 假设 
H, 和 Hi 中 ， 选 择 一 个 判决 为 真 。 接 收 机 
可 以 调谐 到 接收 者 操作 特性 曲线 上 的 任何 点 
zt, HEM P= V PRA 其 中 Pp = 
PC‘ H,’| Hy) #l Pra = PCS,’ | Ho). GE 
示 : 接收 机 判决 的 错误 概率 P. 定义 为 当 Hi 
ABN HASH’, RA 4 H 为 真 时 判定 
为 “Hi?。) 
(a) 假定 假设 H 为 真 的 先 验 概率 PCH.) = 
并， 同时 接收 机 调谐 在 ROC 曲线 上 的 


点 为 Po 一 方 。 确 定 这 一 点 对 应 的 Pr 和 


错误 概率 Peo 
(b) 对 于 (a) 中 给 定 的 Ho 的 先 验 概率 ( 即 


PCH) =>), 在 ROC 曲线 上 有 一 个 运 


行 点 可 以 使 总 体 错误 概率 Pe 最 小 。 确 
定 接收 机 运行 在 该 点 时 Pp。 


(c) BS PHD = +. 确定 ROC 曲线 上 的 


Pb 和 Pras 以 及 相应 的 最 小 化 Peo 
在 一 些 特别 的 日 子 ， 进 站 的 地 铁 列车 按照 三 
个 等 概率 时 刻 表 Hy. Hi 和 Hs 中 的 一 个 到 
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9.7 


达 车 站 。 当 执行 时 刻 表 H;G=1, 2, ma, 
相 邻 两 辆 列车 的 到 站 间隔 为 Y， 也 就 是 ， 随 
机 选中 的 两 辆 连续 进 站 列车 的 到 站 间隔 在 区 
MICO, 局 上 服从 均匀 分 布 。 
假定 只 做 了 一 次 观测 ， 也 就 是 ， 仅 测量 
了 一 组 随机 选中 的 两 辆 连续 进 站 列车 的 到 站 
间隔 。 令 这 个 量 测 间 隔 Y 了 ==y。 现 在 希望 能 
判断 出 当前 的 哪个 时 刻 表 是 有 效 的 。 
(a) 基于 这 个 观测 值 ， 确 定 具 有 最 小 错误 概 
率 的 判决 准则 。 
Cb) 利用 你 在 (a) 中 找到 的 判决 准则 ， 求 相应 
的 错误 概率 。 
一 名 学 生 正 在 参加 一 门 考试 ， 而 她 没 学 过 
(假设 Ho) Al th AH eh CAB EA) A EE E H 
同 的 。 
考卷 包括 两 个 问题 a 和 65。 如 果 这 个 学 
生 正 确 回答 了 问题 a( 或 问题 8) ， 则 说 事件 
A( 或 事件 B) 发 生 了 ， 否 则 就 说 事件 A( 或 
事件 B) 发 生 了 。 如 果 该 学 生 没有 学 过 ， 则 
假定 该 学 生 回答 a 题 的 表现 独立 于 她 回答 65 
题 的 表现 ; 如 果 这 名 学 生 学 过 ,假定 同样 
成 立 。 
假定 P(A|H,)=0.8, P(B|H,)= 
0.6, P(A|H,)=0.5, P(B|Ho)=0.2. 
(a) 对 于 每 种 可 能 出 现 的 考试 结果 ， 也 就 是 
A 或 者 A 与 B 或 者 B 可 能 的 每 种 组 合 ， 
找到 具有 最 小 错误 概率 的 判决 准则 。 
(b) 用 你 在 (a) 中 找到 的 判决 准则 ， 求 该 学 生 
在 确实 学 过 的 情况 下 (CH ) 判 定 为 没有 学 
过 (“Ho?) 的 条 件 概率 。 
考虑 一 个 数字 通信 系统 ， 已 知 一 独立 同 分 布 
的 0、1 比特 流 sLnj 通 过 一 个 有 损 无 记忆 的 
信道 传输 。P。 记 为 发 送 0 的 概率 ，Pi 记 为 
发 送 1 的 概率 ， BA Pi 二 1 一 Po。。 发 送 1 而 


接收 到 0 的 概率 为 二， 发 送 0 而 接收 到 1 的 


概率 也 为 地。 接 下 来 将 接收 到 的 信号 rm] 送 


入 一 个 无 记忆 、 可 能 非 线 性 的 系统 H 中 进 
行 处 理 ， 以 便 从 r[Ln] 中 获得 s[n] 的 估计 
$[n]。 整 个 系统 如 图 P9.7- 1 所 以 。 


二 进 制 无 记忆 信道 





Ca) 基于 Py 条 件 确定 系统 互 ， 使 得 错误 概 
率 P. 最 小 。 这 里 P. 定义 为 在 给 定 传输 
BA n, $Ln] Al s[n] 不 相等 的 概率 ， 

(b) 假定 系统 了 已 经 设计 好 ， 且 从 制造 商 那 
里 得 到 Pu = 35+ Mit ROC 也 指定 为 


ROC:Pp = (Pra) 

这 里 ， 

Pp 二 概率 (判定 接收 到 的 为 1| 发 送 1) 
Pea= 概率 (判定 接收 到 的 为 1 | 发送 0) 
Pu 二 概率 (判定 接收 到 的 为 0| 发 送 1) 
图 P9.7-1 中 的 整个 系统 可 以 重新 表示 
为 一 个 新 的 二 进 制 无 记忆 信道 ， 如 
图 P9. 7-2 所 示 。 确 定 新 的 概率 值 已 ,、 
Py. P. Ml Pa. 


二 进 制 无 记忆 信道 





E P.7-2 


9.8 随机 变量 R 处 于 观测 中 ， 并 且 已 知 其 PDF 


为 有 (7) 的 概率 为 加 一 本， 而 其 PDF 为 


fi BER p=- p=, PDF 的 
具体 定义 如 下 : 
fz. H AN 
ACOs 
0, ， 其 他 
A= fe" 


通过 观测 随机 变量 R 的 值 ， 来 判定 当前 潜在 
的 PDF 是 fo NEE fi). 


判定 为 万 
R 器 或 
一 一 [| 及 
仅 对 (a) 和 (b)， 假 定 判 决 器 遵循 以 下 规则 : 


#|rl|>yAZA fd 
#|r|l<yHeA 万 Cr) 


(a) 对 于 7 一 去， 求 错误 概率 。 详 细 给 出 推 


导 过 程 。 

Cb) 当 y 从 0 到 oo 变化 时 ， 画 出 完全 标记 的 此 
判决 器 的 ROC。 详 细 给 出 推导 过 程 。 
Co) 设计 判决 器 ， 从 而 使 错误 概率 概率 最 小 。 

详细 给 出 推导 过 程 。 


Cd) po 和 pr MRR. SUE 


po 不 能 为 0 或 者 1。 确 定 什 么 样 的 po 值 
(0 二 po 二 1)， 可 以 让 错误 概率 最 小 的 判 
决 准则 每 次 都 判决 出 相同 的 假设 ， 而 无 
论 观 察 值 R 如 何 ? 解释 原因 。 
高 级 习题 
9.9 一 个 雷达 脉冲 从 地 面 站 发 射出 去 。 若 一 架 
飞机 恰好 在 雷达 信号 的 传播 路 径 上 ， 则 有 
一 反射 脉冲 返回 到 雷达 地 面 站 。 假 定 如 果 
有 飞机 出 现 ， 则 接收 信号 由 噪声 和 反射 脉 
冲 组 成 ;如 果 没 有 飞机 出 现 ， 则 接收 信号 
仅 由 噪声 组 成 。 将 接收 信号 处 理 成 一 个 可 
被 建 模 成 随机 变量 的 数 R。 如 果 有 飞机 出 
现 ， 则 有 R=s 十 N; 如 果 没 有 飞机 出 现 ， 
则 有 R=N。 常 量 * 之 0 代表 反射 脉冲 且 它 的 
值 已 知 ; 随机 变量 N 代表 噪声 。 这 样 ， 可 以 
得 到 以 下 两 个 假设 : 
Hi:R= s+N 
H,:R=N 
假定 加 性 噪声 是 零 均值 方差 为 of 的 高 斯 
噪声 ， 即 ， 
ae acl Hae?) 
fna) r- im 
同时 假定 一 架 飞 机 出 现在 雷达 传播 路 径 
上 的 概率 是 0.05， 即 PCH,)=0.05, 
(a) 求 飞机 出 现时 尺 的 PDF, BN fe) x, (r| Hi) 
是 多 少 ? 
(b) 求 飞机 不 出 现时 尺 的 PDF, BY fe) x, (| Ho) 
是 多 少 ? 
(c) 假定 采用 一 个 错误 概率 最 小 的 检测 策略 ， 
其 相应 的 判决 准则 是 : 
‘H? 
=> 
A) A" 


RE, HORR “HE H”. MEURE 
AMAB pe MEt, 1 h AA W Em 4a 
FIRAR, Rr, ARARE y. 

s A 

reay 

2 


(d) 标准 Q 函数 定义 如 下 ， 
= Eth = =? /2 
Ax) =F |"e de 


求生 成 一 个 错误 的 概率 。 

Ce) 回忆 条 件 检测 概率 的 定义 Pp = PCS,’ | 
到 )， 以 及 虚 警 概率 Pra =PCH,’ | Ho). 
G) 当 Pra=l1, Po=1 时 ，7Y 为 多 少 ? 
(ii) 当 Pra=0, Pp=0 时 ， 7y 为 多 少 ? 
Gii) 当 Po=0. 5 t, 为 多 少 ? 
Civ) 当 Pra =0.5 t, 为 多 少 ? 
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注意 (中 一 (iv) 的 答案 ， 结 合 相 应 的 yE, wt 
许 在 接收 者 操作 特性 曲线 的 对 应 点 上 做 出 标 
注 ， 就 像 书 中 描述 的 那样 。 

9.10 在 假设 H MH 之 下 ， 服 从 指数 分 布 的 随 
机 变量 X 有 不 同 的 方差 ， 并 已 知 下 列 密度 
函数 : 

Be 3 


fun(z|Ho) = Se » PCH.) = = 


2 

5 

(a) 在 给 定量 测 值 X=z 的 条 件 下 ， 以 最 小 
错误 概率 准则 在 假设 Ho 和 H, 中 做 出 
选择 时 ， 需 要 涉及 绝对 值 | 工 | MAY 
的 比较 。 写 出 判决 准则 的 确切 形式 ， 并 
求 出 ye 

Cb) 利用 同一 坐标 系 画 出 两 个 概率 密度 函数 
(也 就 是 将 两 个 概率 密度 函数 全 画 在 一 
幅 图 中 ) ， 然 后 利用 (a) 中 推出 的 判决 准 
则 在 图 中 指出 和 标明 (条 件 ) 虚 警 概率 
PrA 和 (条 件 ) 漏 警 概率 Pu 分 别 对 应 的 
区 域 。 

(c) MRA Pra =a 和 Pw 王 8， 写 出 判决 中 
出 现 一 个 错误 的 概率 P. 的 表达 式 。 同 
时 求 出 PCH, |‘Hi’), WER H 确实 
成 立 的 条 件 下 判定 为 Hi 的 概率 。 

(d) 现 假定 先 验 概 率 为 PCH) = po 和 
P(CHiD) 王 1 一 如， 而 不 是 前 面部 分 考虑 
的 具体 值 。 那 么 ， 无论 z 的 值 如 何 变 
化 ， 是 否 存 在 某 个 范围 的 po 值 让 判决 
结果 总 为 ‘Hi’”? 无 论 z 的 值 如 何 变 
化 ， 是 否 存 在 某 个 范围 的 po 值 让 判决 
结果 总 为 “HH。”? 

考虑 一 个 用 来 判断 无 线 信道 是 否 在 进行 

隐蔽 通信 会 话 的 系统 。 假 设 AH, 表示 这 样 

的 一 个 通话 正在 进行 中 ， 假 设 Ao 则 表示 

没有 进行 通话 。 判 决 将 建立 在 天 线 对 信 

道 的 单个 标量 量 测 值 R 的 基础 上 。 这 个 

量 测 值 是 一 个 零 均 值 的 高 斯 随机 变量 ， 

当 通 话 在 进行 中 时 它 的 方差 更 大 ， 具 体 

定义 如 下 : 


Hy * frin (a |H) = 


-zl 
fun(z|H) = Be i, P(H,) = 








Hi: frin (z| Hı) = Fast 
先 验 概率 分 别 记 为 po = PCH) 和 
pi: =P(M)). 
(a) R po， 使 得 最 小 错误 概率 的 判决 准则 为 
PTE? 
|r| = 1 


‘H? 


0 
(b) RBH a. a. bi, bz 和 <c， 使 得 由 (al) 
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中 的 判决 准则 求 出 的 错误 概率 可 以 表 
示 成 如 下 形式 : 

P. = aa Qh) H aR) +c 
这 里 Q 函数 的 定义 为 


gin ae 
Q(x) = ein e 7 dt 
Cc) 判断 下 列 命题 是 否 正 确 。 
“无 论 观测 值 > 如何， 当 p >0 时 ， 
最 佳 判决 准则 有 可 能 会 一 直 判 定 为 本 。” 
如 果 你 认为 是 错误 的 ， 请 解释 原 
因 。 如 果 你 认为 是 正确 的 ， 请 构建 一 个 
例子 ( 即 确定 一 个 po 二 0 的 值 ， 使 得 具 
有 最 小 错误 概率 的 判决 准则 的 判决 一 直 
WH). 
假定 X AY 是 两 个 实 的 随机 变量 。 可 以 观 
测 到 X=zx， 但 是 却 不 知道 了 的 取 值 ， 希 望 
能 用 最 小 错误 概率 准则 判断 了 是 大 于 还 是 
ISF rO URE XAY 的 联合 、 条 件 以 及 
边缘 概率 密度 函数 均 是 连续 的 ， 也 就 是 ， 
没有 跳 牙 或 冲 激 函 数 ) 。 
(a) 当 久 与 YY 相互 独 立时 ， 确定 适 当 的 判 
决 准则 (你 应 该 发 现 你 的 答案 中 包含 以 
下 一 个 或 多 个 与 PDF 相关 的 数值 ， 
中 均值 或 期 望 ，( 让 ) 中 值 (累计 分 布 函 
数 取 值 为 0.5 时 的 点 ， 也 就 是 ， 中 值 
以 上 的 概率 分 布 等 于 中 值 以 下 的 概率 
分 布 ); Gii) 模式 (PDF 取 最 大 值 的 
RDG 
(b) 当 久 与 Y 不 相互 独立 时 ， 确定 适当 的 
判决 准则 。 
考虑 一 个 发 送 消息 为 m (假设 Hi) 或 者 发 
送 消息 为 m (假设 Hi ) 的 发 送 机 ， 其 中 这 
些 假设 发 生 的 概率 分 别 为 p。 和 pr. BE 
接收 机 观测 值 R=r, XEK REAS PIA 
件 统计 特性 ， 当 Ho 为 真 时 ，R 是 一 个 均 
值 为 s。、 方 差 为 a 的 高 斯 随机 变量 ;， 当 
A, 为 真 时 ， 尺 是 一 个 均值 为 Sty 方差 为 a; 
的 高 斯 随机 变量 。 同 时 假定 0 过 5 <s 和 
<<. 
Ca) 证 明 对 于 本 题 的 最 小 错误 概率 判决 准 
则 ， 可 以 简化 为 下 列 形式 : 
‘H » 
rt +ar = y 
H? 
并 写 出 常量 a 和 7 的 表达 式 ， 
Cb) 现 假定 采用 一 种 简单 的 阔 值 判决 准则 
H? 
rz=eé 
A,’ 
而 不 是 最 小 错误 概率 准则 。 根 据 该 阔 
值 ， 并 基于 下 列 Q 函数 ， 写 出 接收 机 


关于 (条 件 ) 虚 警 概率 Pra 和 (条 件 ) 漏 警 

概率 Pu WIA: 

co evr 

= Sdn 

Cc) 为 (b) 中 的 接收 机 选择 & 的 值 ， 使 Pra = 
Pw 。 找 出 这 个 结果 的 错误 概率 ， 并 写 
成 基于 Q 函数 的 形式 。 

在 本 题 中 ， 你 可 以 采用 一 个 适当 的 计算 机 
台 ， 利 用 蒙特 卡 洛 仿真 的 方式 ,来 获取 

一 些 关 于 信号 检测 中 判决 准则 性 能 的 经 验 

感受 ， 也 就 是 ， 通 过 重复 运行 判决 准则 的 

随机 试验 并 计算 出 相应 的 统计 数据 。 
假定 对 接收 信号 进行 一 些 处 理 后 ， 获 

得 了 一 个 数字 参量 R， 根 据 一 些 信号 检测 

过 程 中 已 有 的 模型 ，R 等 于 随机 变量 X(CX 

等 概率 取 士 A 值 ) 和 随机 变量 N 的 和 ， 即 

Hı (z =+A): R=+A +N 
H (x =— A): R=—A+N 

(a) AH o=2 Fl A=2, 产生 N 的 10000 个 
样本 值 和 X 的 10000 个 样本 值 。 之 后 
定义 接收 值 

R=X+N 
对 应 于 10000 次 实验 产生 的 数值 结果 。 

(b) 画 出 X 和 尺 前 50 个 点 的 图 ， 并 对 两 幅 
图 做 比较 。 

(c) MEMA R PRAH OX 的 最 小 错误 概率 
判决 准则 。 利 用 Q 函数 估计 这 个 判决 
准则 所 对 应 的 理论 上 的 错误 概率 Poo 

Cd) 利用 (ce) 中 的 判决 准则 ， 对 你 的 数据 集 
中 的 每 一 个 R， 判决 潜在 的 久 值 ( 即 ， 
士 A)， 并 将 判决 结果 以 向 量 名 的 形式 
存储 起 来 。 

Ce) 比较 X 和 念 。 这 个 判决 准则 总 共 做 了 多 
少 个 错误 的 判决 准则 ? 通过 将 判决 准则 
判决 错误 的 点 数 除 以 判决 的 总 点 数 ， 计 
算出 经 验 错误 概率 户 . 。 

(1) 令 o= 一 2 M A=1, EAH Ra) ~ (e). 

(g) 适当 改变 一 下 参数 ， 令 P(X= 十 A)= 
0.75 而 不 是 0.5， 重 复 步骤 (a) 一 (e) 。 

已 知 量 测 信号 Xin], n=1, 2, Eh FS 

两 种 假设 之 一 产生 ， : 

Hos : XL1J=—1+W[1] 
X[2]=— s+ W[2] 
He XLI] FIF WIH, 
X[2]=+ s +w[2] 

这 里 ;是 某 个 已 知 的 正 数 ， 并 且 在 每 种 假设 

下 ，W[L1j 和 WL[2j 是 均匀 分 布 在 区 间 [ 一 2， 

2] 的 独立 同 分 布 随机 变量 。 现 分 别 给 出 

X[L1j 和 和 X[2] 的 量 测 值 z[1] 和 z[2]， 需 要 

在 假设 Hace A 五 之 间 做 出 判决 。 





Q(z) = dy 


(a) 一 种 处 理 量 测 值 的 ad hoc 策略 是 将 判 
决 建立 在 量 测 值 之 和 的 基础 之 上 : 
r= zx[1] 十 zx[2] 
为 了 分 析 建 立 在 和 值 + 上 的 判决 准则 ， 
首先 检测 随机 变量 : 
R= X[1]+ X[2] 
对 于 s=2 的 情形 ， 画 出 在 每 个 假设 之 下 
RR 的 条 件 概率 密度 ( 即 frin r| He) M 
fri u(r| Ho ZERRE. 
(b) 继续 沿用 (a) 中 的 参数 设置 ， 同 时 假定 
两 个 假设 具有 相同 的 先 验 概率 ， 即 


PHa) =P Ho) = EEA Rr 


的 条 件 下 ， 确 定 一 个 具有 最 小 错误 概 
率 的 判决 准则 ， 在 neg 和 H pos 2 ME 
出 判决 。 同 时 计算 这 个 判决 准则 对 应 
的 错误 概率 。 

(c) 如 果 根 据 (b) 中 的 判决 准则 判定 为 H neg » 
那么 假设 互 ,。。 确 实 成 立 的 概率 为 多 少 ? 
也 就 是 说 ，P(Hsce | Hne) HED? 

(d) 现在 忘掉 与 量 测 值 之 和 相关 的 工作 ， 转 
而 充分 利用 实际 获得 的 两 个 量 测 值 。 相 
应 地 ， 仍 在 s=2 的 情形 下 ， 首 先 画 出 
或 者 充分 描述 条 件 概率 : 

jxo],xrz| a (x[L1], zxL2] | Fle? 
和 

J xcrD,xr2] | nCz[1],z[L2]| Hpo) 
并 基于 此 确定 一 个 判决 准则 ， 能 够 确实 
在 两 个 假设 中 做 出 完美 判决 ( 即 判决 具 
有 零 错误 概率 )， 而 不 管 两 个 假设 的 先 
验 概率 是 多 少 。 

(e) 假定 现在 ;=1， 再 一 次 画 出 或 者 充分 描 
述 (d) 中 列 出 的 两 个 条 件 概率 密度 。 然 
后 , E P( Hog) = Al PC Hye.) = = 
时 ， 根 据 已 有 知识 XLI1]=z[1] 和 
X[2] 王 z[2]， 确 定 一 种 判决 准则 ， 该 
准则 在 两 假设 之 和 之 间 做 判决 时 具有 最 
小 错误 概率 。 同 时 求 判 决 为 H pos WE 
实际 是 互 。e 成 立 的 条 件 概 率 。 最 后 ， 求 
该 准则 对 应 的 错误 概率 。 

9. 16 考虑 一 个 二 元 假设 检验 问题 ， 两 个 假设 之 








下 的 数据 的 条 件 概 率 密度 函数 为 : 
Hy? frin (r| H) = n 
Fr 三 ae at 


假设 的 先 验 概 率 分 别 记 为 po = PCH) 
Al p:=P(M). 假定 po 二 一方。 同时 已 


检测 概率 (Pp) 


第 9 章 假设 检验 219 


知 贯穿 本 题 的 一 个 正 值 A>0. 

图 P9.16 示 出 了 一 组 不 同 检 测 系统 的 
ROC 曲线 。 E p =0 Ap, = +A 的 情况 下 ， 
ROC 曲线 实 线 上 的 点 X RAE H MH 之 
间 做 出 判决 时 具有 最 小 错误 概率 的 检测 器 的 
检测 概率 (Po) 或 速率 和 虚 警 概率 (Pra)。 
回答 下 面 的 问题 并 证 明 你 的 答案 。 

(a) REBA y =A y =A, Hi 
验 概率 依然 相等 。 在 给 定 的 前 提 条 件 下 ， 
验证 图 P9.16 中 的 点 集 (M，N，O，P) 中 
对 应 于 最 小 错误 概率 检测 器 的 可 能 点 。 

(b) 现在 已 知 p,=0 Mp, =+A, 但 是 先 验 
概率 变 为 


po = 0.38 和 p, = 0.62 


(c) 在 给 定 的 前 提 条 件 下 ， 验 证 图 P9. 16 中 
的 点 集 (M，N，O，P) 中 对 应 于 最 小 错 
误 概 率 检 测 器 的 可 能 点 。 








0 02 04 06 08 1 
BER Pru) 


Æ P9.16 


扩展 习题 


9.17 假定 基于 一 个 量 测 随 机 变量 X 对 假设 H, 


MH, 做 出 判决 。 给 定 H MH REF, 
X 的 条 件 概率 密度 如 图 P9. 17 所 示 。 


1 flH) 


flH) 4 
4 
-2 ZA Saol F 


P9::17 


(a) 现 已 观测 到 X=z, 4 PCH) =P(H,) 
时 ， 在 ‘有 H, ?和 “Hi ’ 之 间 做 出 选择 的 最 
小 错误 概率 判决 准则 是 什么 ? 求 对 应 的 
(条 件 ) 检 测 概 率 Pp、( 条 件 ) 虚 警 概率 
Prs 和 错误 概率 P.o 

Cb) 对 于 什么 范围 的 P(H,) 值 ， 最 小 错误 
概率 判决 准则 总 是 判定 为 ‘HH,。?”? 

(c) 现在 考虑 当 分 别 获 得 两 个 随机 变量 Xi 
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和 X: 的 量 测 值 Tı 和 T? 时 ， 会 发 生 什 
么 。 假 定 在 每 个 Ho 和 Hy 假设 下 ， 这 
些 随 机 变量 均 是 独立 的 ， 且 它们 每 一 个 
的 分 布 如 图 P9.17 所 示 。 在 PCH.) = 
PCH, ) 时 ， 具 有 最 小 错误 概率 的 判决 准 
则 是 什么 ”相应 的 错误 概率 是 多 少 ?” 与 
在 (a) 中 获得 的 错误 概率 P. 比较 ， 这 里 
求 得 的 错误 概率 的 值 是 否 合理 ? 

(d) 假定 此 间 的 前 提 条 件 仍 然 是 PC(Ho) = 
PCH,), 不 过 并 没有 分 别 给 出 x， 和 
xs， 而 是 仅 有 和 值 * 王 zi 十 zs， 其 可 以 
看 作 随 机 变量 S=X +X: 的 量 测 值 。 
在 每 个 假设 之 下 ， 求 出 并 画 出 完全 标 
记 的 S 的 概率 密度 ， 且 利用 这 些 信息 
确定 出 具有 最 小 错误 概率 的 判决 准则 
和 相应 的 错误 概率 P. o 

已 知 量 测 信 号 X[nj,， n= 二 1，2， 其 由 下 列 

两 种 假设 之 一 产生 : 

Hw + X[n]= W[n] 
Hye. : XLn]= s(n] +W[n] 

这 里 s[1] 和 s[2j 是 指定 的 (确定 性 ) 数 ，0 一 

si]<1, i=1,. 2; W[1J 和 WW[2j 是 均匀 分 

布 在 区 间 [ 一 1，1j 上 的 独立 同 分 布 的 随机 


变量 (因此 均值 为 0， 方差 为 于 )。 分 别 给 


se XL1] 和 X[2] 的 量 测 值 zxL1] 和 xz[2]， 现 

希望 在 Hoo A Hye. Z Al H FUR o 

Ca) 一 种 处 理 量 测 值 的 方法 就 是 仅 将 其 看 成 
如 下 形式 的 线性 组 合 : 

r= g(1)2[1)+ gL2jzL2] 
为 了 分 析 建 立 在 数值 > 上 的 判决 准则 ， 
考虑 随机 变量 : 
R = g[1]X[1] + g[2]X[2] 
求 在 每 种 假设 下 R 的 均值 和 方差 ， 并 
注意 到 方差 并 不 依赖 于 哪 种 假设 成 立 。 
提示 : 你 不 需要 为 了 求 出 这 里 的 条 件 均 
值 或 方差 而 去 求 两 种 假设 下 R 的 概率 
密度 。 
现在 选择 oll IM g[2j 以 最 大 化 这 
些 均值 之 间 的 相对 距离 ， 这 里 的 “ 相 
对 ”是 指 在 假设 Ho (或 等 价 地 ， 在 假 
设 日 ,.,) 之 下 ，R 的 量 测 值 和 标准 差 之 
间 的 距离 ， 也 相当 于 最 大 化 如 下 所 示 的 
信 品 比 (SNR): 
CELR | H yes] — ELR | H o D)? 
方差 (R| 互 。) 

(b) 在 s[1]=s[2j=1 的 特殊 情形 下 ， 本 题 
余下 部 分 将 关注 的 是 ， 对 于 任何 的 非 
零 常量 c， 选 择 gs[1]=g[L2]=< 来 最 大 
化 (a) 中 的 SNR。 令 c= 二 3， 画 出 并 完全 


标记 出 在 每 个 假设 下 尺 的 条 件 概 率 密度 
Bl, 也 就 是 说 ， 画 出 fein (r| Ho) A 
fej ur | He)。 假 定 现在 每 个 假设 的 先 


验 概率 为 pCHw) => PC Hye) = 
EBA R=r 的 基础 上 ， 确 定 一 个 具有 
最 小 错误 概率 的 判决 准则 ， 在 Ao 和 
Hy 之 间 做 出 判决 。 同 时 计算 这 个 准则 
相对 应 的 错误 概率 。( 这 可 能 会 帮助 你 
对 图 中 的 条 件 “ 假 yes” 概 率 和 条 件 
“ 假 no” 概 率 所 对 应 的 区 域 添 加 适当 
阴影 。) 

如 果 并 不 急于 利用 由 量 测 值 xL1] 和 
zx[2] 的 线性 组 合 获得 的 标量 量 测 值 去 
THE, 那么 也 许可 以 做 得 更 好 。 相 应 
地 ,首先 在 已 知 s[1]==s[2] 二 1 的 情形 
下 ， 画 出 或 者 充分 描述 出 条 件 概率 
密度 

fxunxenn ll], 2[2] | Hyo) 


(c 


VY 


All 

Fata C21) 22) | Hye) 
之 后 ,在 已 知 X[1]=zx[1], X[2]= 
zx[2] 的 基础 上 ,并且 仍然 用 如 同 (b) 中 


指定 的 先 验 概率 ， 即 p CH) = = 


p(Hy) 一 语 ， 确 定 一 种 具有 最 小 错误 


概率 的 判决 准则 ， 在 Hao A H yes Z W 
出 判决 。 计 算出 该 判决 准则 对 应 的 错误 
概率 ， 并 与 (b) 中 的 结果 进行 比较 。 


9.19 已 知 量 测 信号 Xin] n=[1, 2], Fe F 


列 两 种 假设 之 一 产生 : 

H, : X[n]= s[n] +W[n] 
H, : X[n]= 5 [nj+ WLn] 

这 里 sy (nl s(n] ewe aS. Win] 

值 为 0 方差 为 a 的 独立 同 分 布 高 斯 随机 变 

量 。 现 希望 以 最 小 错误 概率 的 准则 在 假设 

Hy 和 Hy 之 间 做 出 判决 。 在 这 种 高 斯 情形 

下 ， 最 佳 判决 准则 涉及 将 量 测 值 的 加 权 组 

合 和 一 个 阔 值 做 比较 。 加 权 组 合用 如 下 形 

式 给 出 : 

R= [1] X[1] 4+ v2) XL2] 

其 中 ，z[1] 和 v[2j] 为 所 选择 的 适当 权重 ， 

同时 将 闵 值 记 为 y。 当 获得 量 测 值 时 ， 随 机 

RARE. MR 之 xy， 则 判定 

6H’, BW, HEA H’. 

(a) 假定 两 个 假设 的 先 验 概率 相等 ， 且 当 
n=1, 2h, slnJ=0, 同时 有 si[n] 
6[n 一 1]= 二 6[n 一 2]。 用 于 最 佳 判 决 的 
v[1]、w[2] 和 7 应 该 是 多 少 ? 同时 写 出 


相应 的 错误 概率 P。 和 PCH, | ‘ Ho”) 的 
表达 式 。 你 的 结果 应 该 基于 如 下 的 标准 
函数 : 


Qla) = 


另外 ， 首 先 分 别 画 出 在 假设 H 和 H, 
之 下 RR 的 分 布 图 ， 也 许可 以 帮助 你 来 
解答 。 

(b) 假定 (a) 中 的 假设 先 验 概率 并 不 相等 ， 且 
通过 最 佳 判决 可 以 得 出 结果 PCH? | 
Ho) 二 0.5。 在 这 种 情形 下 的 vL[1]、w[2] 
Al yy Ee? 

Ce) 假定 (a) 中 的 假设 先 验 概 率 并 不 相等 ， 但 
两 者 均 不 为 0。 那么 对 于 PCH), 
PCH, )=1— PCH) 40 的 值 ， 最 佳 判 决 准 
则 是 否 会 使 得 判决 结果 总 为 Ho? 解释 
原因 。 

(d) 假定 31 [nj 和 (a) 中 的 一 样 ， 但 soln] = 
一 5 [nj]。 如 果 两 个 假设 的 先 验 概率 相 
46, 求 [1]、v[2] 和 7Y。 这 种 情况 下 的 
错误 概率 和 (a) 中 的 相 比 ， 是 变 大 了 ? 
相等 ? 还 是 变 小 了 ? 解释 你 的 答案 。 

假定 在 假设 H F, MILEH X 在 区 间 

[一 2，2] 上 服从 均匀 分 布 ， 而 在 假设 Hi 之 

下 ， 随 机 变量 X 在 区 间 [ 一 1，1] 上 服从 均 

匀 分 布 。 现 在 可 以 获得 X HM. 和希 

望 设计 出 一 个 判决 准则 ， 使 得 条 件 检测 概 

率 P= CH? | Hi) 最 大 ,同时 限定 条 件 虚 

警 概率 不 超过 一 个 指定 上 界 8， 也 就 是 说 ， 

Pra =PC H,’ | Hp. HA S- R hE 

则 可 知 ， 这 里 需要 设计 的 判决 准则 是 ， 当 

似 然 比 





ey) 

fxin(z|Ho) 

超过 一 个 适当 选择 的 冰 值 7 时 ， 即 AC) > 

q RA AFE H RE; 当 似 然 比 低 于 这 

AT, BY A(z) 二 w， 就 可 以 判定 “Ho? 

成 立 。 选 择 的 了 值 将 决定 获得 什么 样 的 Po 

值 和 PrA 值 。 本 题 将 探讨 如 果 AC) g K 

概率 不 为 0， 如 何 将 上 述 简 单 的 纽曼 -皮尔 

还 判决 准则 进行 扩展 。 

(a) 4-—2<2<2 iY, Mi AAF A 
数 的 草图 。 值 得 注意 的 是 ， 不 必 花 时 间 
去 担心 在 边缘 PDF MR |x| >2 时 ， 
A(z) 会 是 什么 ， 因 为 X 取 任何 这 些 值 
的 概率 为 0。 同时 要 注意 ， 在 下 面 (c) 
中 用 到 的 A(x)， 以 随机 变量 X BRA 
变量 z， 它 是 随机 变量 的 一 个 函数 ， 因 
此 它 本 身 也 成 了 一 个 随机 变量 。 

(b) 当 7 在 下 列 范 围 内 取 某 个 固定 值 时 ， 分 


A(x) = 
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别 确定 相应 的 Po 和 Pra: 
Gi) M y 的 取 值 严格 小 于 0 时 ; 
GD 当 了 的 取 值 严格 处 于 0 和 2 之 
间 时 ; 
(ii 当 了 的 取 值 严格 大 于 2 时 。 
从 (b) 中 的 结果 可 以 清楚 地 看 到 ， 
M p 被 限制 在 这 些 范围 内 时 ， 仅 可 以 获 
得 3 个 可 能 的 Pes 值 ， 以 及 相应 的 3 个 
可 能 的 Po 值 。 换 句 话说，Pp 作为 Pra 
函数 的 ROC 图 中 将 仅 有 3 个 点 。 接 下 
来 的 部 分 将 显示 如 何 获得 Pes 的 其 他 值 
及 相应 的 Po 值 ， 以 更 好 地 满足 条 件 
PsA 和 8， 从 而 获得 一 个 比 上 述 仅 3 点 
ROC 更 高 的 Po fA. 

O 假定 选择 ?一 2。 如 果 判 定 为 Ho, BHA 
获得 ACz) 王 2 的 概率 是 多 少 ? 如 果 判 
定 为 Hl， 那么 获得 A(z) =2 的 概率 又 
是 多 少 ? 当 w=2 时 ， 从 上 面 的 计算 中 
应 该 能 够 看 出 难以 得 到 A (zx) 宝 ， 但 
是 ,也 许可 以 很 好 地 得 到 AC) 一 7 或 
KAC) BEKA), MA 
判定 为 “Hu ;而 当 AGCz) 王 7 时 ， 则 以 
概率 a 判定 为 “Ho ”， 否 则 判 为 “Hi?”。 
这 个 随机 化 的 判决 准则 下 的 Pra A Po 
是 什么 ? 给 出 详细 推导 。 当 在 0 一 1 
范围 内 变化 时 ， 画 出 相应 的 ROC, JF 
包含 (b) 中 计算 得 到 的 ROC 上 的 
DR 
当 阅 值 ?=0 时 ， 采 用 同样 的 随机 化 判 

决 准则 ， 可 以 在 ROC 上 获得 额外 的 点 ， 但 

是 这 里 将 省 略 相关 讨论 。 

在 一 间 肺 部 疾病 相关 的 医院 病房 ， 一 位 医 

生 通 过 义 光 检查 发 现 了 病人 肺 部 的 一 个 可 

RAY. RR HAMAR H MA. 

在 假设 H, 下 该 阴影 代表 癌症 ， 而 在 假设 

Ho 下， 该 阴影 代表 无 害 的 疤痕 组 织 。 此 

外 ,假定 久光 检查 结果 由 随机 变量 X 来 

给 出 : 

fxin (a | Hi) = ze“ p(x) 

All 

fxin(x|Ho) = &*p (2) 

其 中 ,jy(z) 是 单位 阶 跃 函数 。 基 于 X 光 检 

查 结果 获得 的 X 值 的 基础 上 ， 医 生 必 须 决 

定 是 否 需 要 手术 。 由 于 先 验 概率 很 难 运用 

在 这 里 ， 可 以 考虑 一 个 替代 MAP 准则 的 判 

决 方法 。 特 定 地 ， 定 义 正确 检测 的 条 件 概 

率 Po 如 下 : 

Po = POJA Hi | Hi 为 真 ) 

条 件 虚 警 概率 Pratl F: 

Pra = POH H; | Ho 为 真 ) 
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这 里 假设 检验 准则 的 目的 是 在 约束 条 件 Pra = 

a 二 0.1 下 最 大 化 Pp。 这 个 框架 即 对 应 于 纽 

曼 -皮尔 逊 假设 检验 。 

(a) 证明 这 个 最 大 化 问题 等 价 于 最 小 化 
FTA: 


1 一 四 十 | Cfl Hd — gfx | Ho)Jdz 


Et, D 表示 判定 为 Ho 时 和 X 值 的 范 
围 (其 补 集 范围 对 应 于 判定 为 MW, ic 
为 Dı). 

(b) 从 (a) 可 以 很 清楚 地 看 到 ， 最 佳 域 Do 
恰好 包含 使 得 上 述 积分 方 括号 内 的 项 
是 负 值 的 那些 2 值 。 证 明 这 和 下 式 
等 价 : 

‘HY? 
Soe 
A(z) 到 
KERE 了 的 选取 要 使 得 Pr 一 c。 

(c) 利用 (b) 中 的 结果 ， 找 到 最 佳 域 Do 和 
Di ， 以 决定 是 否 对 病人 进行 手术 ， 对 
应 的 Po 值 是 多 少 ? 

一 个 连续 随机 变量 X 可 以 在 [0，2] 范 围 内 

取 值 ， 并 且 它 的 值 取 决 于 两 个 可 能 PDF 中 

的 一 个 ， 对 应 于 以 下 两 个 假设 : 

Hot fx) = +, OS 2<2 
Hi : fx(z) = ey 

换 句 话说 ， 在 假设 H F, X 服从 均匀 分 

布 ， 而 在 假设 Hl 下 ，X 有 一 个 “三 角形 

的 ”分 布 。 

Ca) 在 同一 幅 图 中 (即使 用 共同 的 横 轴 和 纵 
轴 )， 画 出 完全 标记 的 以 下 条 件 概率 : 
、 fan@|Ho), fxin(x| Hy) 

在 不 同 于 上 幅 图 的 另 一 幅 图 中 画 出 完全 
标记 的 以 下 似 然 比 ; 

fxin(z|H1) 

fxin(z|Ho) 

(b) 前 面 已 经 看 到 过 许多 判决 准则 采用 下 面 
的 表达 形式 : 


9 0 和 72 和 2 


A(x) = 


pes a 
A(z) 2 7 
H? 


其 中 ，7 AE HARARE BA, y 
在 什么 范围 内 ，Pp 二 (“Hi’” | Hi) 将 取 
值 为 0; 7 在 什么 范围 内 ，Po = 
PCH,’ | Hi) 可 以 取 值 为 1? 同时 求 出 
这 两 种 情形 下 对 应 的 Pes 二 PCH | 
Ho) 值 。 

Cc) 4 0<7S2 时 ， 写 出 基于 7 形式 表示 的 


Pb 和 Pra， 并 且 检 验 该 表达 式 是 否 能 
够 根据 对 应 的 1 值 范围 得 到 (b) 中 的 
答案 。 

(d) 利用 (c) 中 的 表达 式 计 算 关 于 Pra ft) PH 
数 Pb。 如 果 正 确 地 完成 了 这 一 步 ， 将 
会 发 现 ,车 一 7， 这 是 一 个 更 加 通用 的 
形式 ， 也 是 一 个 非常 有 效 的 检验 方式 。 
画 出 这 个 函数 的 接收 者 操作 特性 
CROC) 曲 线 。 在 同一 幅 图 中 ， 画 出 关 
于 Pa 的 函数 Pu=PC H? | Hi)。 

Ce) 这 个 判决 准则 的 错误 概率 通常 依赖 于 
先 验 概率 PC Ho) = po fLPCAy)=1- 
poo Rin, WE Pra A Pu Zl 
种 特殊 的 关联 形式 ， 错 误 概 率 将 不 再 
依赖 于 如。 那么 ， 在 这 种 情况 下 ， 
Pratl Pm 是 怎样 关联 在 一 起 的 呢 ? 是 
否 存在 某 个 7 的 值 ， 将 Pra Bl Pu 特殊 
地 关联 在 一 起 ? 画 出 如 (d) 中 Pu 关于 
函数 Pea 的 图 ， 应 该 可 以 帮助 你 做 出 
判断 。 

观察 一 个 随机 变量 Y， 它 有 以 下 的 统计 

特性 : 





H = Ho 
= \14+W, H=H, 
其 中 ,假设 HSH, H=H, 的 先 验 概 
率 分 别 是 Po AP, =1— Po, 同时 在 假设 
Ho 和 H, Ps WW 是 一 个 概率 密度 为 
fw(w) 的 连续 随机 变量 (也 就 是 说 ，W 独 
TEDA 
(a) 基于 fw (w) 的 形式 表示 出 条 件 概率 密 
BE frin | HOM fyin(y|Hi)。 
(b) 假定 在 观测 值 Y=y HEME, KAR 
值 检验 
SHE 
y zy 
‘H? 


来 做 出 判决 。 相 应 的 漏 警 条 件 概 率 Px 
作为 检验 阅 值 y 的 函数 ， 如 图 P9. 23 所 
示 。 利 用 Pu 关于 y 的 特性 以 及 (a) 中 
的 答案 ， 确 定 和 画 出 条 件 概 率 密度 
frin o| HOM frin |H). 

(c) 利用 (b) 中 的 结果 ， 对 于 上 面 给 出 的 阔 
ERR, MEEA RE y 的 函数 的 条 件 
虚 警 概率 Pss 。 并 画 出 你 的 答案 。 


(d) 假定 Ps =P 一方， 找 出 最 小 错误 概率 


Pu ， 它 可 以 通过 优化 上 面 给 定 的 阔 值 
检验 中 的 y 值 来 实现 。 


© 假定 P= Pi 一 去 。 确 定 具 有 最 小 错误 


概率 的 判决 准则 ， 在 ‘Ho ”和 “有 "之 间 
做 出 判决 的 。 你 的 答案 应 该 是 一 对 明确 
的 判决 域 : Do={y: ‘Ho’}, SARA 
“ 蕊 "时 对 应 的 量 测 值 y 的 集合 ; D= {y: 
‘H?’), KAHRA H "时 对 应 的 量 测 值 y 
的 集合 。 值 得 注意 的 是 ， 你 不 需要 受 限 于 
使 用 给 定 的 阀 值 检 验 。 利 用 你 的 最 佳 判 
决 准则 ， 计 算出 错误 概率 P.o 
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第 ] 人 章 
随机 过 程 


本 书 前 面 的 章节 集中 讨论 了 LT 系统 对 确定 信号 的 作用 ， 开 发 分 析 这 类 信号 与 系统 的 
工具 ， 并 用 这 些 工具 来 理解 了 通信 (例如 AM 和 FM 调制 )、 控 制 ( 例 如 反馈 系统 的 稳定 
性 )， 以 及 信号 处 理 ( 例 如 滤波 ) 中 的 应 用 。 开 发 一 种 类 似 的 工具 进行 相关 的 分 析 ， 来 研究 
LTI 系统 对 另 一 类 信号 的 作用 是 很 重要 的 ， 这 类 信号 就 是 随机 信号 ， 是 对 概率 试验 结果 的 
模型 化 描述 ， 或 者 称 为 随机 过 程 信号 。 这 类 信号 在 信号 与 系统 的 分 析 和 设计 中 扮演 着 核心 
角色 。 本 章 是 通过 相关 的 信号 总 体 来 定义 随机 过 程 ， 并 探索 它们 的 时 域 特性 。 在 第 11 章 
将 考察 随机 过 程 的 频 域 特 性 。 后 面 的 章节 将 把 在 通信 、 控 制 和 信号 处 理 的 应 用 中 出 现 的 随 
机 的 或 不 确定 的 信号 ， 采 用 随机 过 程 来 建 模 ， 研 究 包括 信 号 估计 和 假设 检验 在 内 的 各 种 相 
关 的 推理 问题 。 


10.1 随机 过 程 的 定义 和 举例 


在 7.3 节 定 义 了 一 个 随机 变量 X， 即 把 它 当成 一 个 函数 ， 将 每 一 次 概率 试验 的 结果 映 
射 成 一 个 实数 。 用 类 似 的 方式 ， 一 个 实 的 CT 或 者 DT 的 随机 过 程 记 为 XOR X[n], A 
以 当成 一 个 函数 ， 是 将 一 个 概率 试验 的 每 一 个 结果 映射 到 一 个 实 的 CT 信号 或 者 DT 信号 ， 
在 这 里 称 这 个 概率 试验 是 随机 过 程 的 实现 。 在 任意 固定 时 刻 : 一 为 或 2 一 ， 数 据 量 X(to) 
和 X[zo] 是 简单 的 随机 变量 。 随机 过 程 中 产生 的 所 有 信和 号 的 集合 称 为 随机 过 程 中 的 信号 总 
体 (the ensemble of signal). 

随机 振荡 器 (random oscillator) 

作为 二 个 随机 过 程 的 例子 ， 考 虑 一 个 包含 N 个 谐 波 振荡 器 (harmonic oscillator) Hy & 
库 (warehouse)， 每 个 谐 波 振荡 器 产生 一 个 有 特定 幅度 、 频率 和 相位 的 正弦 波形 。 通 常 不 
同 的 振荡 器 的 这 三 个 参数 不 同 。 这 个 集合 构成 了 信和 号 的 总 体 。 概 率 试验 要 产生 一 个 特定 信 
号 ， 是 根据 某 个 概率 质量 函数 (PMF) 来 选择 一 个 振荡 器 来 实现 。 这 个 概率 质量 函数 对 
1 一 N 的 每 一 个 振荡 器 赋 一 个 概率 值 ， 因 此 第 站 个 振荡 器 被 选中 的 概率 为 pio MAARE 
的 每 个 结果 相关 联 的 是 一 个 具体 的 正弦 波形 。 在 选择 出 具体 的 振荡 器 之 前 ， 试 验 结果 的 幅 
度 、 频 率 和 相位 是 不 确定 的 ， 也 就 是 说 ， 幅 度 A、 频 率 盏 和 相位 @ 都 是 随机 变量 。 因 此 ， 
在 本 例 中 可 以 将 这 个 随机 过 程 表示 如 下 : 

X(t;A,®,0) = Asin(@ + 0) C10. 1) 

如 图 10.1 所 示 ， 图 中 已 经 列 出 了 分 号 之 v 
后 的 随机 变量 参数 。 随 着 讨论 的 进行 ， 在 知 
道 哪些 参数 是 随机 变量 的 情况 下 ， 通 常会 化 
简 符 号 来 讨论 了 X(t)， 这 样式 (10.1) 就 可 以 
HR: 






X(t; P) 


X(t) = Asin(®& +0) (0.2) 图 10. 1 一 个 随机 过 程 
在 具体 时 刻 五 ， 值 和 三 ) 也 是 一 个 随机 变量 。 在 这 个 试验 背景 下 ， 知道 了 与 数字 1 一 N 
对 应 的 概率 质量 函数 ， 以 及 该 数字 代表 的 所 选择 的 振荡 器 ， 还 有 该 振荡 器 具体 的 幅度 、 频 
率 和 相位 ， 这 样 就 可 以 确定 上 面 提 到 的 任意 一 个 基本 随机 变量 A、、@， 或 者 说 是 X(t) 
的 概率 分 布 。 
在 本 章 和 后 面 的 章节 中 会 考虑 很 多 随机 过 程 的 例子 。 然 而 ， 当前 重要 的 是 形成 一 个 对 
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于 什么 是 随机 过 程 的 正确 认识 。 一 个 随 
mierke- TES. TERM) AR Serr 1010 
号 的 总 体 。 这 一 点 在 图 10. 2 中 进行 了 图 ; ; 

示 说 明 。 其 中 ， 概率 试验 的 结果 可 以 是 RW err fire XORO 
图 中 给 出 的 四 个 波形 中 的 任意 一 个 。 每 i | 

一 个 波形 都 是 确定 的 ， 但 是 产生 的 过 程 

BRM), KEREMI Boy ha AISA 10K 
概率 试验 产生 哪 一 个 波形 是 预先 不 知道 ; ; 

的 。 因 此 ， 在 得 到 概率 试验 的 结果 之 前 ， arar yo XO 
信和 号 的 许多 特性 是 不 可 预知 的 ， 因 为 会 i i 

产生 哪个 信号 存在 不 确定 性 。 在 试验 之 
后 ,或 者 称 为 “后 验 ”， 输 出 的 结果 才能 
被 完全 确定 。 

如 果 关 注 一 个 CT 随机 过 程 X(t) 在 某 个 特定 时 刻 ( 比 如 4 时 刻 ) 的 取 值 ， 也 就 是 说 ， 
如 果 在 固定 的 时 刻 考察 整个 总 体 ， 将 得 到 一 个 随机 变量 ， 即 AX) an ETE HC TA 
EZA t type <<, U 是 一 个 任意 的 正 整 数 ) 组 成 的 一 个 任意 集合 的 取 值 总 体 ， 就 得 到 一 
组 Z 个 联合 分 布 的 随机 变量 和 Cn)，X( 刀 )，…，X(Cb)， 这 些 变量 都 由 基本 概率 试验 的 结 
果 共 同 确定 。 根 据 这 一 观点 ， 一 个 随机 过 程 可 以 看 作 按 照 i 索引 的 联合 分 布 随机 变量 的 集 
ie 这 个 随机 变量 集合 的 一 个 全 概率 特性 (full probabilistic characterization) 需 要 任意 时 刻 
信号 的 、 多 重 采样 (multiple sample) 的 联合 概率 密度 函数 ， 其 表达 式 为 

S x61) sXe KD CT1 Tz ZL) (10. 3) 
对 所 有 的 4 和 所 有 的 握 ， tay, 28? 9: by 成 立 。 

相应 地 ， 一 个 DT 随机 过 程 由 随机 变量 XL n(n 取 所 有 整数 值 ) 的 集合 组 成 ， 其 全 概率 
特性 由 以 下 联合 概率 密度 函数 表示 : 

Sx Kn Ie Xin] CE1 9 L290 Ee) (10. 4) 
对 所 有 的 4 和 所 有 的 整数 mi， wey Me 成 立 。 

一 般 情况 下 ， 要 得 到 像 式 (10. 3) 或 式 (10.4) 给 出 的 一 个 随机 过 程 的 全 特性 描述 是 不 现 
实 的 。 在 下 面 例 10: 2 和 本 章 的 其 他 例子 中 将 会 看 到 ， 在 许多 有 用 的 情况 下 ， 全 特性 描述 
可 以 从 更 简单 的 概率 特性 描述 中 推断 出 来 。 而 且 就 像 在 10. 2 节 中 讨论 的 一 样 ， 对 于 本 书 
中 处 理 的 大 多 数 问题 ， 通过 一 阶 矩 和 三 阶 和 矩 得 到 的 随机 过 程 的 特性 描述 就 是 有 用 的 和 充 
分 的 。 

一 个 独立 同 分 布 过 程 

考虑 一 个 DT 随机 过 程 ， 其 在 每 一 个 时 刻 n 的 值 XX[nj 可 以 认为 是 从 一 个 固定 的 概率 
密度 函数 fx(x) 中 独立 选择 出 来 的 ， 所 以 这 些 值 是 独立 的 和 同 分 布 的 ， 从 而 产生 一 个 独立 
同 分 布 (independent identically distributed, i. i. d) 的 过 程 。 这 种 过 程 在 建 模 和 仿真 方面 有 
着 广泛 的 应 用 。 比 如 ， 假 设 有 一 个 特殊 的 DT 通信 信道， 其 会 用 加 性 噪声 干扰 一 个 传输 信 
号 ， 如 果 这 个 噪声 在 每 一 个 时 刻 有 独立 的 值 ， 但 其 特性 不 随时 间 窗 的 移动 而 改变 ， 那 么 这 
个 噪声 可 以 很 好 地 建 模 ， 描 述 为 一 个 独立 同 分 布 过 程 。 如 果 已 有 一 个 随机 数 发 生 器 ， 可 以 
根据 具体 的 概率 密度 函数 来 产生 样本 点 ， 那 么 在 仿真 环境 中 ， 产生 一 个 独立 同 分 布 的 过 程 
也 同样 简单 。 时 间 样 本 之 间 有 更 复杂 联系 的 过 程 ， 可 以 通过 对 独立 同 分 布 过 程 进 行 滤波 或 
者 其 他 操作 来 得 到 ， 正 如 在 本 章 和 下 一 章 即 将 看 到 的 那样 。 

对 一 个 独立 同 分 布 过 程 ， 可 以 将 联合 概率 密度 函数 写作 边缘 密度 的 乘积 ， 即 

f xim Xn li XC] (Tl CR fx ar) (10. 5) 
对 任意 的 4 和 ma， Peony, n 均 成 立 。 < 
在 接 下 来 的 章节 中 ， 要 研究 随机 过 程 时 ， 会 出 现 一 个 重要 的 问题 ， 那 就 是 仅仅 通过 观 
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测 一 个 随机 过 程 的 一 部 分 结果 ， 是 否 可 以 确定 整个 结果 。 答 案 取 决 于 随机 过 程 的 详细 信 
息 。 对 于 例 10. 1 中 的 过 程 ， 管 案 是 可 以 ,但 是 在 一 般 情况 下 却 不 能 。 对 于 一 些 随机 过 程 ， 
在 给 定 的 时 间 间 隔 内 所 观测 到 结果 ， 会 提供 足够 的 信息 来 确切 地 知道 它 对 应 的 全 体 成 员 的 
信息 。 在 其 他 的 情况 下 ， 这 些 信息 确 是 不 充分 的 。 对 这 些 方面 的 部 分 内 容 在 后 面 章节 会 进 
行 更 为 详细 的 探索 ， 在 这 里 用 额外 的 两 个 更 深入 强调 这 些 问 题 的 例子 来 结束 本 节 。 
电池 集合 (ensemble of battery) 
考虑 六 个 电池 的 集合 ， 电 池 Ni 的 电压 
为 v;， 其 中 Ui 是 1~10 的 一 个 整数 。 图 TORS w 5 
指出 每 个 w 值 对 应 的 电池 数量 。 这 个 概率 试 。 老 3 
验 的 目的 是 从 中 选 出 一 个 电池 。 选 取 任 何 一 F? 


个 电池 的 概率 为 六 ， 也 就 是 说 ， 任 何 一 个 电 pp ws EE ct reat 
池 被 选取 都 是 等 概率 的 。 因 此 将 图 10.3 缩 放 EET TIT A EA 


N ( 译 者 注 AMMO), mT HE 


以 电池 电压 为 概率 试验 结果 的 概率 质量 函数 。 因 为 电池 电压 是 一 个 信号 (在 本 例 中 恰巧 是 
时 不 变 的 )， 所 以 这 个 概率 试验 产生 了 一 个 随机 过 程 。 事 实 上 ， 这 个 例子 和 前 面 讨 论 过 的 
振荡 器 的 例子 是 相似 的 ， 只 是 频率 和 相位 都 为 零 ， 因 此 只 有 幅度 是 随机 的 ， 并 且 被 限定 为 
整数 。 

在 这 个 例子 中 ， 基 于 任 一 时 刻 X(t) 的 观测 信息 足以 确定 全 部 时 间 内 的 结果 。 a 

例 10.3 是 一 个 非常 简单 的 随机 过 程 ， 它 和 例 10. 4 一 起 形象 地 显示 了 随机 过 程 的 平稳 
性 和 各 态 历 经 性 中 的 一 些 重要 内 涵 。 

硬币 投掷 者 集合 (ensemble of coin tosser) 

在 这 个 例子 中 ， 考 虑 N 个 人 的 一 个 集合 ， 每 个 人 已 经 独立 写 下 一 长 串 任 意 的 1 和 0 组 
成 的 序列 ， 其 中 每 一 个 元 素 (entry) 的 选择 都 独立 于 序列 中 的 其 他 元 素 ( 类 似 于 独立 的 硬币 
投掷 序列 )， 并 且 每 一 个 元 素 选 择 1 的 概率 都 是 相同 的 。 这 个 随机 过 程 现在 包含 1 和 0 组 
成 的 全 体 序列 。 这 个 过 程 的 实现 可 通过 随机 选择 一 个 人 (因此 可 以 从 N 个 1 和 0 组 成 的 序 
列 中 选 出 一 个 ) 得 到 。 选 择 之 后 ， 随 机 过 程 一 个 具体 实现 的 全 体 成 员 就 完全 确定 了 。 

下 面 ， 假 设 你 只 知道 选中 序列 的 第 10 个 元 素 。 根 据 序列 产生 的 方法 可 知 ， 很 明显 不 
能 由 这 个 信息 确定 第 11 个 元 素 。 同 样 ， 如 果 第 10 个 元 素 及 其 以 前 的 序列 是 已 知 的 ， 也 不 
能 确定 第 10 个 元 素 之 后 剩 下 的 序列 。 

虽然 根据 试验 特性 ， 整 个 序列 已 经 提前 确定 ， 但 是 给 定 的 全 体 成 员 (ensemble 
member) 中 的 部 分 观测 信息 通常 是 不 足以 完全 确定 全 成 成 员 。 

这 里 应 该 考虑 第 n 个 元 素 的 整个 集合 取 值 (N 个 ) 所 对 应 的 随机 变量 ,而 不 是 一 个 随机 
信号 实现 的 全 体 成 员 中 的 第 nn 个 元 素 。 例 如 考虑 n= 二 10 的 整个 集合 构成 的 随机 变量 ， 可 以 


看 到 其 取 1 和 0 的 比率 与 每 个 随机 过 程 实现 个 体 在 n= 二 10 时 选择 1 和 0 的 概率 是 一 致 的 。 
<a 


10.2 随机 过 程 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 特性 


在 上 面 的 讨论 中 ,已 经 知道 一 个 随机 过 程 可 以 看 成 由 t 或 n 索引 的 、 联 合 分 布 的 随机 
变量 的 集合 。 然 而 ， 用 这 种 方法 解析 地 描述 一 个 随机 过 程 通常 是 非常 困难 的 ， 或 者 是 不 可 
能 的 。 幸 运 的 是 ， 应 用 最 广泛 的 随机 过 程 模型 有 特殊 的 结构 ， 人 允许 在 这 样 一 种 统计 特性 下 
进行 计算 。 同 样 ， 特 别 是 当 使 用 线性 系统 来 处 理 信号 时 ， 经 常 只 需要 考虑 这 个 过 程 的 一 阶 
矩 或 二 阶 矩 来 对 这 个 过 程 进行 设计 或 者 对 结果 进行 分 析 。 

CT 随机 过 程 X(b 的 一 阶 矩 ， 或 者 说 平均 函数 ， 通 常 表示 为 (1)。 它 是 随机 变量 
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Xi 在 每 一 个 时 刻 上 的 期 望 值 ， 即 
py (t) = ELX] (10. 6) 
自 相 关 函 数 (the autocorrelation function) 和 自 协 方差 函数 (the autocovariance function) tÆ 
了 二 阶 矩 。 自 相关 函数 Rxx (ti1 ，t) 为 
R(t EX (10.7) 
自 协 方差 函数 Cxx is t) HX 
Cxx (trsta) = EL(X Cti) — py (t1)) CXC) td 
= Rxx (ti,ts) — py (tı ) uy (t2) (10. 8) 
其 中 , i Me 是 两 个 任意 的 时 刻 。“ 自 ”( 有 时 用 来 简化 术语 ) 指 的 是 相关 函数 或 协 方差 函 
数 中 的 两 个 样本 都 是 来 自 同一 个 过 程 。 

事实 上 可 以 用 一 阶 矩 和 二 阶 矩 完全 确定 一 个 过 程 的 一 个 例子 就 是 高 斯 过 程 ， 它 的 实现 
样本 总 是 联合 高 斯 的 ， 可 以 给 出 从 二 元 高 斯 (the bivariate Gaussian) 到 多 元 变量 的 通用 
表示 。 

这 里 也 可 以 考虑 多 个 随机 过 程 ， 比 如 两 个 过 程 X(*) 和 Y(。)。 其 完整 的 随机 特性 描述 
需要 X(。) 和 了 Y(。*) 的 样本 的 全 部 可 能 组 合 的 概率 密度 函数 。 如 果 X(。) 的 每 个 样本 集合 都 
独立 于 Y(，) 的 每 个 样本 和 集合， 就 称 X(C*) 和 YY(。) 是 相互 独立 的 ， 故 联合 概率 密度 函数 的 
因子 可 表征 如 下 : 

Sxe XG KG oF) Cay ott eri ott? Ye) 
= fx Xap Coes Da Freya) Cyr ott sve) (10. 9) 
对 所 有 的 k, 2 以 及 任意 选择 的 时 刻 均 成 立 。 

如 果 只 对 一 阶 矩 和 二 阶 矩 感 兴趣 ， 那 么 除了 X(C") 和 了 (*) 自 身 的 一 阶 矩 和 二 阶 和 矩 ， 还 
需要 考虑 互 矩 (cross-moment) 函数 。 具 体 地 说 ， 互 相关 函数 Rxy (t1，ts) 和 互 协 方差 函数 
Cxy (ti, te AHA 

Rey (yt). = ELXG@IYG@)] (10. 10) 
All 
Car (ty ote) = EL(X (4) — py hA) (Y (tz) — py (2) J 
= Rxy (ti tz) — py Ctr) py (t2) (10. 11) 
SERA. 2 Heo. AMMAN. tzo WA Cxy lts t)=0, RRM XC) 和 
Y(。") 是 不 相关 的 。 再 次 说 明 ， 这 里 的 “不 相关 ”在 它 的 习惯 用 法 中 意味 着 这 些 过 程 有 零 
协 方差 而 不 是 零 相关 。 

上 面 的 讨论 可 以 移植 到 DT 的 随机 过 程 情 况 ， 除 了 采样 时 刻 被 限制 在 整数 时 间 序 号 。 
HAS DT 信和 号 的 时 间 参 数 外 使 用 方 括号 [ .的 惯例 一 致 ， 在 这 里 使 用 wx[z] 表 示 离 散 过 
XL. JEM Al n 的 平均 函数 。 同 样 地 ， 在 这 里 使 用 Rxx Ln ，ns] 和 Cxx [ni，nzj 分 别 表示 
在 时 刻 nı 和 nz 采样 的 相关 函数 和 协 方差 函数 ， RxrLmi ’ nz JAN Cxy Ln , nz 分别 表示 在 时 
Al ni 和 nz 采样 的 两 个 随机 变量 XL IM YL IMR. 


10.3 平稳 性 


10. 3. 1 严格 平稳 性 
通常 认为 对 于 任意 给 定 一 个 数 2， 在 2 个 任意 时 刻 的 一 个 随机 过 程 的 采样 ， 所 得 到 
的 随机 变量 的 联合 概率 密度 函数 是 时 间 依 赖 的 ， 也 就 是 说 ， 下 列 联合 概率 密度 函数 取决 
Fha, eos t WRH. 
fx Kt) CZ19 Le) (10. 12) 
如 果 所 有 的 联合 概率 密度 函数 在 任意 时 移 下 保持 一 致 ， 也 就 是 说 ， 如 果 
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对 任意 的 a 均 成 立 ， 那么 这 个 随机 过 程 称 为 严格 平稳 的 (Strict-Sense Stationary, SSS). 
换 种 说 法 ， 对 于 一 个 严格 平稳 过 程 ， 其 统计 特性 只 取决 于 采样 的 相对 时 间 ， 而 不 是 绝对 时 
间 。 在 例 10. 2 和 例 10. 3 中 给 出 的 过 程 是 SSS 的 。 更 一 般 地 说 ， 任 何 独立 同 分 布 过 程 都 是 
严格 平稳 的 。 
10.3.2 广义 平稳 性 

广义 平稳 性 对 于 特定 应 用 往往 是 一 种 限制 更 少 的 平稳 性 类 型 。 具体 来 说 ， 如 果 均 值 
py (四 是 时 不 变 的 ， 并 且 自 相关 Rox (ti1，ts) 或 者 等 价 地 自 协 方差 Cxx tis tz), 只 是 时 间 差 
(4 一 三) 的 函数 ， 那 么 这 个 过 程 称 为 广义 平稳 的 (Wide-Sense Stationary, WSS). 严格 平稳 
过 程 总 是 广义 平稳 的 ， 但 是 反 过 来 却 不 一 定 成 立 。 对 一 个 WSS 随机 过 程 X(t:)， 有 


px 1) = py (10. 14) 
Rxx (ti st) = Rxx (tı + ate WD = Ra Ch — te 10) 
= Rxx (ti — tz), 对 于 每 一 个 a (10. 15) 


其 中 ， 最 后 一 个 等 式 定 义 了 一 个 更 加 简洁 的 表示 方法 ， 因为 把 时 间 差 (4 一) 作为 唯一 的 
自 变 量 ， 足 以 满足 WSS 过 程 的 需要 。 同 理 ， 对 于 WSS 随机 过 程 ，Cxx C, ty) 也 可 以 写成 
Cxx G 一 已) 。 时 间 差 一 妃 ) 通 常 记 作 T, 并 且 被 看 作 自 相关 函数 和 自 协 方差 函数 的 间隔 变 
ft (lag variable) 。 

对 于 一 个 高 斯 过 程 ， 即 样本 服从 联合 高 斯 分 布 的 过 程 ， 广义 平稳 就 意味 着 是 严格 平 
稳 ， 因为 联合 高 斯 变量 完全 由 它们 的 联合 一 阶 矩 和 二 阶 矩 确定 。 

对 于 两 个 随机 过 程 X(*) 和 YY(*)， 如 果 它 们 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 (包括 互 协 方差 ) 是 固定 
的 ， 那 它们 就 是 联合 WSS 的 。 在 这 种 情况 下 ， 用 符号 Ry (7) 来 表示 E[X(t 十 rc)Y(t)]。 值 得 注 
意 的 是 ， 在 其 他 文献 中 ， 有 些 会 使 用 另 一 个 替代 的 约定 符号 ， 即使 用 ELX(@Y (+7) | REM 
Rw (z)。 在 本 书 的 约定 符号 中 ， 这 个 期 望 由 Rxy OOR. 在 参考 其 他 资料 时 ， 考 虑 遵循 何 种 
标记 约定 是 很 重要 的 。 当 然 ， 你 同样 需要 清楚 本 书 中 的 符号 约定 。 

随机 振荡 器 回顾 

再 次 考虑 例 10. 1 中 介绍 的 谐 波 振荡 器 : 

X(t;A,@) = Acos($ot +0) (10. 16) 
Hh, AMOZRUMMEE, MEAR EEEH $ 表示 的 某 个 已 知 值 上 。 

如 果 回 也 固定 为 一 个 常 值 go， 那么 每 个 结果 都 有 a(t)=Acos(hot+O) WHA, AVA 
很 明显 地 看 出 这 个 过 程 不 是 WSS 的 (因此 也 不 是 SSS 的 )。 例 如 ， 如 果 A 有 一 个 非 零 均 
值 ， 八 天 0， 那 么 这 个 过 程 的 期 望 值 ( 即 jacos($ot 十 96)) 是 时 变 的 。 为 了 说 明 即使 js 二 0 时 
这 个 过 程 也 不 是 WSS 的 ， 可 以 检测 其 自 相关 函数 。 注 意 ， 当 t 取 所 有 使 $0ot 十 9。 等 于 x/2 
的 奇数 倍 的 值 时 ，Z(t) 恒 为 0; 而 当 z 取 在 这 些 点 的 中 间 时 ，Zz(t) 的 取 值 为 十 A。 因 此 在 时 
间 上 相距 n/t 的 采样 点 之 间 的 相关 函数 值 相应 地 为 0( 前 面 的 一 种 情形 ),， 或 者 是 一 ELA?] 
(后 面 的 二 种 情形 )。 因 此 即使 从 一 0， 这 个 过 程 也 不 是 WSS 的 。 

然而 ， 如 果 @ 在 [一 f， 了 均匀 分 布 ， 那 么 

pty (t= pa i = cos($t + 0)d0 =0 (10. 17) 
Cxx (tı t2) = Rxx (ti t2) = ELA? JELcos($oti 十 9)cos( 加 万 十 9)] (10. 18) 
式 (10.18) 可 以 按 以 下 方式 计算 : 


2 n 
Cxx (ti sto) HA f Ecos ($y Ct = ty) + cos ($y (tz +ti) + 20) ]d6 (10. 19) 
可 得 





Cx (tit = ELA osh (ts 一 5) (10. 20) 
那么 ， 在 这 个 限定 的 情况 下 ， 该 过 程 是 WSS 的 。 还 可 以 证 明 它 也 是 SSS 的 ， 尽 管 这 
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里 不 是 在 完全 直接 地 正式 证 明 。 < 
大 多 数 情况 下 所 处 理 的 随机 过 程 将 会 是 WSS 的 。 前 面 提 到 ， 为 了 化 简 WSS 过 程 的 标 
记 ， 把 相关 函数 写作 Rxx (4 一 tz); 变量 ( 右 一 刀 ) 也 常用 计算 自 相 关中 的 间隔 变量 r 表示 。 
如 果 只 考虑 一 阶 矩 和 二 阶 矩 ， 而 不 是 全 体 概率 密度 函数 或 者 累积 分 布 函数 (Cumulative 
Distribution Function，CDF)， 那 么 区 分 随机 过 程 X(t) 和 它 的 一 个 具体 实现 x(z) 就 不 那么 
重要 了 ， 所 以 可 以 通过 用 小 写字 母 表示 自身 的 随机 过 程 ， 来 进一步 简化 使 用 的 标记 。 因 此 
针对 随机 过 程 z(t)， 如 果 它 是 一 个 WSS 过 程 ， 可 以 用 y, 表示 其 均值 ， 用 Rs (r) 表 示 其 相 
关 函 数 E[zx(t 十 z)z(t)]。 相 应 地 ， 对 于 DT 情况 ， 可 以 针对 随机 过 程 xLz]， 在 WSS 的 情 
me, Aye, 表示 其 均值 ， 用 Ra (m) 表 示 它 的 相关 函数 E[zLn 十 mjzxLnj]]。 
10.3.3 ”WSS 相关 函数 和 协 方差 函数 的 性 质 
考虑 实 的 WSS HRE LOM y(CD ， 相 关 函 数 和 协 方差 函数 有 如 下 对 称 性 质 : 
Ro DO RE os CE) = Ca T) (10. 21) 
RA Cr) Ror). — Ca Ge? = CX Sw) (10. 22) 
例如 ， 式 (10. 22) 中 互相 关 函 数 Ray (7) 的 对 称 性 通过 交换 定义 式 中 的 期 望 里 的 变量 位 
置 直接 得 到 


R,, (= ELz(t) y@— 7) J (10. 23a) 
= ELy@a—ra) ] (10. 23b) 
= R,,(— 1) (10. 23c) 


3 (10. 21) ARAO. 22) 中 的 其 他 性 质 可 由 同样 的 方法 得 到 。 

式 (10. 21) 表 明 自 相关 函数 和 自 协 方差 函数 具有 偶 对 称 性 。 式 (10. 22) 表 明 ， 对 于 互相 
关 函 数 和 互 协 方差 函数 ， 交 换 随 机 变量 的 位 置 与 关于 r 轴 进 行 翻 折 是 等 效 的 。 当 然 ， 
式 (10. 21) 是 式 (10. 22) 在 y(t) =x) I AD ER AL. HEF DT 的 WSS 过 程 也 有 同样 的 
性 质 。 

下 面 推出 相关 函数 和 协 方差 函数 的 另 一 个 重要 性 质 。 注 意 ， 正 如 在 7.7 节 的 式 (7. 63) 
中 所 讨论 的 那样 ， 两 个 随机 变量 的 相关 系数 幅度 不 超过 1。 具 体 来 说 ， 因 为 z(t) 和 z(t 十 
t) 的 相关 系数 为 Ca (zt)/Cz (0)， 所 以 有 





Ca (r) 
“TSE (= (10. 24) 
或 者 等 价 为 
A Cs (Ee G0 (10. 25) 
对 上 式 的 每 一 项 加 上 心 ， 可 以 得 到 
RIO op < Ra S&S Ra 0 (10. 26) 


在 第 11 章 中 将 证 明 ， 相 关 函 数 和 协 方差 函 数 存在 的 传 里 叶 变 换 具 有 在 任何 频率 都 是 
实 的 且 非 负 的 特性 ， 因 为 这 些 变换 描述 的 是 随机 过 程 中 期 望 功率 的 频率 分 布 。 上 面 推导 所 
遵循 的 对 称 条 件 和 边界 特性 是 自然 的 结果 ， 但 是 它们 在 这 里 是 值得 强调 的 。 
下 面 再 用 两 个 例子 来 结束 本 节 。 第 一 个 例子 是 伯 努 利 过 程 (Bernoulli process), EH 
掷 硬 币 看 硬币 的 翻转 面 的 重复 独立 随机 过 程 的 一 个 更 正式 的 名 字 。 第 二 个 例子 称 为 随机 电 
报 波 (random telegraph wave), 通常 用 作 一 个 随机 方 波 或 者 电子 开关 或 者 通信 系统 的 一 个 
模型 的 简化 。 
伯 努 利 过 程 
伯 努 利 过 程 是 这 样 一 个 例子 ， 它 是 满足 如 下 条 件 的 独立 同 分 布 的 DT 的 过 程 : 
P@[zjJ=) =p (10. 27) 
P(zinjJ=—1)=1-—p (10. 28) 
并 且 每 一 个 时 刻 n 的 取 值 独立 于 其 他 所 有 时 刻 的 取 值 。 其 均值 、 自 相关 和 协 方差 函数 为 
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E{a[n]}= 2p—1=y, (10. 29) 
1, m= 0 
E({z[n+m]z[n]}= Tm (10. 30) 
Cs [mj= E{(z[n+m] — p,)(aln] — p,)} (10. 31) 
= {1— (2p— 1)? }d[m] 
= 4p(1— p) dim] (10. 32) 
< 


随机 电报 波 

在 CT 的 随机 过 程 中 ， 偶 尔 会 作为 参考 的 一 个 例子 就 是 随机 电报 波 。 随 机 电报 波 过 程 
的 一 个 代表 性 的 样本 函数 如 图 10.4 所 示 ， 并 且 可 通过 下 面 两 个 性 质 定义 。 

性 质 1: z(0) 一 士 1 的 概率 相等 且 均 为 0.5。 这 一 特性 x() 


再 加 上 这 样 的 事实 : 在 任意 时 阶 内 符号 改变 的 次 数 (为 独 HHA 
立 的 随机 数 ) 可 能 为 奇数 ， 或 者 为 偶数 。 这 可 以 表明 在 任 t 
SHA tr) =l 也 具有 相等 概率 且 均 为 0.5。 他 
性 质 2: z(t) 在 泊 松 (Poisson) 时 间 内 改变 极 性 ， 即 在 图 10.4 随机 电报 波 的 一 个 实现 
长 度 为 工 的 时 间 间 阶 ， 有 次 符号 改变 的 概率 为 
P( 在 长 度 为 工 的 时 间 间 阶 内 次 符号 改变 ) 二 UD” (10. 33) 


k! 
其 中 ， 常 数 代表 变 化 率 。 
性 质 2 意味 着 在 长 度 为 工 的 时 间 间 隙 内 ，( 非 负 的 ) 偶 数 次 符号 改变 的 概率 为 


P( 偶 数 次 符号 改变 ) 二 》) GIN as em TEGED AD (40, 34) 
k=0, HH k! k=0 2 k! 
使 用 恒等式 


a "CR 
eT 一 DY ape (10. 35) 
式 (10. 34) 变 为 
P( 偶 数 次 符号 改变 ) 一 et END 
= fate) (10. 36) 
同样 ， 在 长 度 为 工 的 时 间 间 除 内 ， 奇 数 次 符号 改变 的 概率 为 
PP( 奇 数 次 符号 改变 ) 一 50A) (10. 37) 
通过 式 (10. 36) 和 式 (10. 37)， 可 以 知道 
py (t) = 0 (10. 38) 
Ra (ti st) = Elz(t)x(t2) J 
ah} X P(t) = a(t) +C 1) XK P(x) Æ x(t2)) 
ents l (10. 39) 
换 名 话说 ， 这 个 过 程 是 以 指数 方式 相关 的 ， 并 且 是 WSS 的 。 < 


10.4 各 态 历经 性 


各 态 历经 性 的 正式 概念 是 复杂 而 又 精细 的 ， 超 出 了 本 书 讨论 的 范围 ， 但 是 在 这 里 对 其 
基本 思想 进行 描述 。 通 常 观察 一 个 随机 过 程 的 特定 实现 (比如 记录 一 个 噪声 波形 )， 并 想 通 
过 对 这 个 实现 的 全 体 成 员 的 测量 ， 来 描述 这 个 随机 过 程 的 统计 特性 。 比 如 ， 可 以 用 波形 的 
时 平均 (time average) 代 表 这 个 过 程 的 平均 值 ， 假 设 该 过 程 的 均值 在 所 有 时 间 上 都 是 恒定 
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的 。 如 果 对 于 (几乎 ) 所 有 的 实现 ， 或 者 概率 1， 都 有 时 平均 等 于 总 体 平均 值 ， 那 么 这 个 过 
程 就 是 均值 各 态 历 经 (ergodic in mean value) 的 。 

这 里 也 可 以 构建 一 个 直方 图 ， 它 是 代表 从 一 段 时 间 片 内 统计 出 来 的 ， 而 不 是 在 给 定 任 
意 时 刻 对 总 体 成 分 统计 出 来 的 。 在 这 时 间 片 内 波形 有 不 同 的 幅度 ， 然 后 检测 基于 时 间 统 计 
的 幅度 直方 图 是 否 反映 了 一 个 某 一 特定 采样 时 间 的 总 体 成 分 的 概率 密度 ， 如 果 随 机 过 程 满 
足 (或 几乎 满足 ) 任 意 时 间 的 特定 实现 的 幅度 分 布 ， 则 可 以 代表 总 体 概率 分 布 ， 那么 这 个 过 
程 的 分 布 是 满足 各 态 历 经 (ergodic in distribution) 的 。 更 一 般 地 ， 一 个 过 程 简单 地 称 为 是 
各 态 历 经 的 ， 如 果 它 的 总 体 统计 特性 可 以 (或 几乎 可 以 ) 由 它 的 任意 一 个 特定 实现 进行 的 暂 
时 性 统计 特性 所 替代 。 一 个 不 是 各 态 历经 的 过 程 的 简单 例子 是 例 10.3， 尽 管 这 个 过 程 是 
SSS 的 。 在 这 个 例子 中 ， 任 何 一 个 特定 实现 的 特性 都 不 能 代表 总 体 的 特性 。 

在 关于 随机 过 程 的 讨论 中 ， 主 要 关注 的 是 一 阶 矩 和 二 阶 矩 。 尽管 一 般 情况 下 很 难 确 定 
一 个 随机 过 程 是 不 是 各 态 历经 的 ， 但 可 以 根据 随机 过 程 的 矩 来 构建 满足 均值 和 自 相 关 是 各 
态 历经 的 条 件 。 当 然 ， 一 个 有 着 时 变 均 值 的 随机 过 程 是 不 可 能 均值 各 态 历经 的 。 然 而 ， 可 
以 证 明 ， 每 个 时 刻 有 有 限 方差 并 在 延迟 趋 于 无 限 大 时 自 相关 函数 趋 于 零 的 WSS 过 程 ， 具 
有 均值 各 态 历经 性 。 均 值 各 态 历经 的 条 件 在 例 11. 3 进行 研究 (也 可 参见 习题 10. 43)。 

通常 如 果 仅仅 为 了 方便 就 假设 各 态 历 经 性 ， 在 缺乏 证 明 的 情况 下 ， 这 种 假设 是 不 合理 
的 。 在 这 样 的 假设 下 ， 均 值 和 自 相关 可 以 由 (或 者 几乎 可 以 ) 任 意 单个 样本 的 总 体 成 员 的 时 平 
均 或 者 任意 一 个 实现 的 时 平均 得 到 。 对 于 CT 情况 ， 可 以 通过 以 下 等 式 得 到 


T 
2 2 Aim 去 | x! (Dd (10. 40) 
To 2 -T 
和 
T 
ET nal JOLEEN (10. 41) 
T-=~co 2T, -T 


其 中 ，z'(z) 表 示 一 个 特定 的 实现 而 非 总 体 样本 。 

MERO. 40) 和 式 (10. 41) 对 一 个 随机 过 程 的 (几乎 ) 任 意 实现 均 成 立 ， 那 么 该 过 程 就 
称 为 是 二 阶 各 态 历 经 的 (second-order ergodic)。 对 一 个 均值 各 态 历经 的 过 程 ， 式 (10. 40) 
的 DT 形式 为 


E{2[n]} = lim po Det (10. 42) 
对 于 相关 的 各 态 历 经 有 与 式 (10. 41) 类 似 的 形式 。 
10.5 随机 过 程 的 线性 估计 


在 通信 、 控 制 和 信和 号 处 理 的 多 种 问题 中 常见 的 一 类 是 从 另外 一 个 随机 过 程 的 观测 量 对 
一 个 随机 过 程 的 估计 ,或 者 从 一 个 随机 过 程 过 去 时 刻 取 值 的 观测 量 来 估计 (预言 ) 其 未 来 的 
取 值 。 例 如 在 通信 系统 中 ， 接 收 机 接收 的 信号 通常 是 传输 信号 的 干扰 版 本 ， 那 么 就 希望 从 
接收 到 的 信号 中 估计 出 传输 信号 。 另 外 的 一 个 例子 就 是 利用 过 去 的 观测 数据 来 预测 天 气 或 
者 经 济 数据 。 第 12 章 会 更 详细 地 讨论 这 个 宽泛 的 话题 ， 但 是 在 这 里 ， 对 它 的 初步 认识 有 
利于 理解 随机 过 程 。 

首先 来 考虑 一 个 随机 过 程 线性 预测 的 简单 例子 ， 然 后 介绍 对 有 噪声 干扰 的 过 程 进行 线 
性 有 限 冲 激 响应 (FIR) 滤 波 ， 来 估计 出 潜在 的 随机 信号 。 
10.5.1 线性 预测 

作为 线性 预测 的 一 个 简单 例子 ， 考 虑 一 个 WSS、DT 的 随机 过 程 z[x]。 知 道 时 刻 no 
的 值 ， 希 望 能 预测 m 个 样本 之 后 的 值 ， 也 就 是 在 时 刻 no tm 的 值 。 这 里 规定 预测 策略 是 
仿 射 变换 的 。 用 人 [no 十 mj 表示 预测 值 ， 规 定 2[no 十 mj] 为 以 下 形式 : 

Z[ no +m] = az[n J+ (10. 43) 
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并 且 选 择 预测 参数 a Mo 来 最 小 化 均 方 误差 ， 即 选择 a 和 5 来 最 小 化 
e = E{(z[n +m]—2lm +m])’} (10. 44) 
或 者 等 价 地 
e = E{(alm +m] —arlm]—6)*} (10. 45) 
这 和 8. 2 节 讨 论 的 线性 最 小 均 方 误差 估计 问题 是 相同 的 。 式 (8. 38) MK (8. 43) 中 的 YY, 
对 应 人 mm 十 由， 和 对 应 rln]. Æ 8.2 节 中 推导 出 ， 最 优 估 计 的 误差 xzLno +m]—Z[n +m] 
与 可 用 数据 x[no] 是 正 交 的 ， 也 就 是 说 误差 的 期 望 为 零 ， 相 应 的 表达 式 为 
El Cln +m] —ax[n] —6)2[m ]} = El (alm +m]— zn + m]|)xLno J} = 0 


(10. 46a) 
和 
E{ x[n +m]—ar[m]— b} = E{zLn +m] —Z[m +m]} =0 (10. 46b) 
执行 式 (10. 46) 中 的 乘法 和 期 望 运算 ， 可 以 由 期 望 的 常量 解 出 如 下 结果 : 

Ra [n + m,n] — aR Cno sno] — bu, Cno] = 0 (10. 47a) 
p,[m +m] — ap, [n] — b = 0 (10. 47b) 

等 价 地 ， 由 式 (8. 57) 可 以 得 到 
a = C,,[m + msn ]/Ca [no | (10. 48) 


由 式 (8.52) 可 以 得 到 
b= wsLno 十 mj] 一 au,Lnoj (10. 49) 
因为 假设 这 个 过 程 为 WSS，R [no 十 m，mo] 二 Ra Lm]。 同 样 假设 它 是 零 均 值 的 ， 所 
以 二 0。 式 (10.47)、 式 (10. 48) 和 式 (10. 49) 可 以 简化 为 








a= R,,(m]/R,.[0] = Ca [m]/Ca L0] (10. 50) 
b=0 (10. 51) 
所 以 
ln +m] = a zm] (10. 52) 
当 过 程 是 WSS 的 但 不 是 零 均值 时 ， 线 性 最 小 均 方 误差 预测 器 为 
人 [zz +m] = p+ aln] p (10. 53) 


这 个 讨论 的 一 个 扩展 是 考虑 在 有 多 个 过 去 值 的 量 测 值 可 用 时 ， 如 何 进行 线性 最 小 均 方 
误差 预测 。 

在 下 一 节 将 要 考虑 另外 一 个 应 用 环境 ， 在 该 环境 中 自然 会 对 随机 过 程 进 行 线性 估计 ， 
它 需要 根据 有 噪声 干扰 的 量 测 值 来 进行 随机 过 程 的 一 个 特定 估计 。 


10.5.2 ert FIR 滤波 


下 面 考虑 另外 一 个 例子 ， 第 12 章 将 会 对 其 进行 更 加 一 般 的 讨论 。 考 虑 一 个 DT 的 信 
号 s[n]， 它 已 经 被 一 个 加 性 噪声 dnl FR. Hi s[nj 是 要 在 信道 上 传输 的 信号 ，dLnj 是 
信道 引入 的 噪声 ， 那 么 接收 到 的 信号 rLnj] 为 
rn] = s[n]+d[n] (10. 54) 
假设 s[*] 和 ad[*] 是 零 均 值 联合 WSS 随机 过 程 ， 并 且 是 不 相关 的 。 在 接收 端 ， 想 用 一 
个 因果 FIR 滤波 器 处 理 r[*] 来 估计 传输 信号 sin], WE 10. 5 所 示 。 
如 果 h[，] 是 一 个 长 度 为 工 的 因果 FIR 滤波 器 ， 那 么 i 
din 


Sin] = Sone —k] (10. 55) 
k=0 s[n] Pe 
这 里 希望 确定 滤波 系数 CDMS Cn IM Co OS ita 


误差 ， 即 最 小 化 下 面 给 出 的 e， 即 图 10.5 估计 被 噪声 干扰 的 信号 
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e= E{G[ 四 一 Sa)2) = Ef (sLn]— Saleen — #1) | (10. 56) 


再 次 应 用 8.2 节 的 结论 。 具 体 来 说 ， 最 优 估计 的 误差 {s[nj 一 $Lnj} 是 与 可 用 数据 
rin=m È m=0, =, 工 一 1) 正 交 。 满 足 这 个 条 件 时 有 
E{(sln] — alk Ir[n—k))r[n—m]} 一 0， 六 二 0 1 二 一 1 (10.57) 


执行 式 (10. 57) 的 乘法 运算 ， 得 到 期 望 结 果 ， 即 
STaLkIR, Lm —k] =Re[m], m= 0,1,4, L1 (10. 58) 


IÈ (8. 87) ASK (8. 88) 是 针对 FIR 滤波 环境 的 正规 方程 (normal equation)。 这 里 依据 相 
关 函 数 而 不 是 协 方差 函数 来 写 出 它们 ， 因 为 它们 两 个 符合 假设 为 零 均 值 的 情况 。 
式 (10. 58) 建 立 了 工 个 方程 ， 可 以 求解 出 工 个 参数 h[kj。 已 知 r[nj 二 sLnj 十 dLn]， 很 明 
显 ， 可 以 证 明 R [m]=Rs [mj 十 Ry [mj]。 并 且 因 为 假设 sL*] 和 dl*j] 是 不 相关 的 ， 那 么 
Ralm]=0, it R, [mj 二 RLm]。 类 似 地 ，R [mj] 二 Rs [mj] 十 RuaLmj。 

就 像 在 第 12 章 将 会 实现 的 那样 ， 在 随机 过 程 不 具有 零 均 值 的 情况 下 ， 可 以 很 容易 对 


10.6 WSS 过 程 的 LTI 滤波 


在 后 面 的 章节 中 将 会 看 到 ，WSS 随机 过 程 的 相关 特性 以 及 这 些 特性 对 LTI 系统 的 影 
响 ， 在 理解 和 设计 一 个 系统 时 是 如 何 扮演 重要 的 角色 ， 这 些 系统 设计 用 来 完成 滤波 、 信 和 号 
估计 、 信 和 号 检测 和 系统 识别 等 任务 。 本 节 将 在 时 域 上 理解 LTI 系统 是 如 何 塑造 一 个 WSS 
随机 过 程 的 相关 特性 的 。 到 了 第 11 章 ， 在 建立 了 用 自 相 关 函 数 的 傅 里 时 变换 来 描述 的 、 
WSS 随机 信号 期 望 功率 的 频率 分 布 之 后 ， 将 会 在 频 域 上 画 出 类 似 的 图 像 。 

考虑 一 个 LTI 系统 ， 其 输入 是 一 个 WSS 随机 过 程 z(z) 的 样本 函数 ， 即 从 构成 随机 过 
程 z(t) 的 总 体 中 通过 概率 试验 得 到 的 信号 。 更 简单 地 说 ,输入 是 一 个 随机 过 程 x(7)。 

在 其 他 所 有 考虑 之 中 ， 知 道 输出 过 程 y(t) 是 不 是 WSS 的 ， 并且 确定 其 均值 、 自 协 方 
差 和 自 相关 函数 ， 以 及 它 和 输入 过 程 的 互相 关 ， 都 是 有 意义 的 。 输 出 过 程 OW BAS 
集合 是 由 输入 过 程 的 总 体 集合 中 随机 信号 的 所 有 响应 构成 的 。 对 于 冲 激 响 应 为 h(t) 的 LTI 
系统 ， 其 输出 y(t) 由 卷 积 得 到 


y(t) =f horad = | tie: — de (10. 59) 


对 任何 给 定 的 输入 信号 z(z) ， 该 卷 积 都 是 定义 明确 的 。 这 里 所 谓 卷 积 是 定义 明确 的 指 
的 是 ， 比 如 要 求 输入 z(t) 是 有 界 的 ， 并 且 系 统 是 有 界 ro 
输入 有 界 输出 (BIBO) 稳 定 的 ， 也 就 是 说 系统 的 冲 激 响 人 人 A 
应 是 绝对 可 积 的 。 在 图 10.6 中 给 出 了 卷 积 积分 中 被 积 v 
函数 的 两 项 的 一 般 性 描述 。 h(t) 

不 用 要 求 输入 过 程 的 每 一 个 样本 函数 都 是 有 界 的 ， 一 | 
REBR Elz? (O1=R,. (0) 是 有 界 的 就 能 满足 下 面 卷 
积 运算 的 需要 。 这 个 假设 也 包含 了 假设 系统 是 BIBO ”图 10.6 式 (10.59) 中 被 积 函数 的 
定 的 ， 以 确保 y(#) 是 一 个 定义 明确 的 随机 过 程 。 在 下 tokit a 
面 对 表 达 式 执行 形式 变换 处 理 ， 比 如 互 换 期 望 计算 和 卷 积 计算 ， 这 种 处 理 可 以 证 明 是 合理 
的 ， 证 明 方法 超出 了 这 里 讨论 的 范围 。 实 际 上 ， 这 个 结果 也 可 以 应 用 到 输入 过 程 的 二 阶 矩 
不 是 有 界 的 情况 中 ， 只 要 对 结果 进行 正确 的 理解 则 可 。 例 如 ， 当 (de CT 的 白 噪声 时 ， 
R,(z) =6(z) 的 情况 。 同 样 ， 这 些 结果 也 可 以 应 用 到 不 一 定 是 BIBO 稳定 的 系统 中 ， 只 要 
系统 能 有 定义 明确 的 频率 响应 开 (jw) ， 比 如 说 在 一 个 理想 低 通 滤波 器 的 情况 下 。 
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式 (10.59) 中 的 卷 积 关系 可 以 用 来 推导 出 y(z) 的 一 阶 和 二 阶 特性 。 将 要 确立 的 是 ， 
yORE BRE WSS 的 ， 实际 上 cA >y(") 是 联合 WSS 的 。 输 出 的 自 相关 表达 式 与 输入 
和 输出 的 互相 关 表 达 式 也 将 被 一 起 推导 出 来 。 

首先 ， 考 虑 输出 的 均值 。 对 式 (10. 59) 两 边 取 期 望 值 


ELD J= EL” poe = wad = E Pito = uide 


r S A dee i h(v)dv = HGO, = p, (10. 60) 


换 句 话 说， 输出 过 程 的 均值 是 常数 ， 并 且 等 于 输入 的 均值 乘 以 系统 的 直流 或 零 频 增 
益 。 这 也 是 如 果 输 入 保持 均值 为 y, 不 变 时 ， 系 统 的 响应 均值 就 是 常数 。 
由 前 面 的 结果 和 系统 的 线性 性 质 ， 可 以 知道 应 用 零 均 值 WSS 过 程 z(z) y, 作为 稳定 
396] LTI 系 统 的 输入 ， 会 使 得 输出 为 零 均 值 过 程 y(t) 一 y,。 在 下 面 把 为 相关 函数 推断 出 的 结果 
转化 到 适用 于 协 方差 函数 的 结果 的 推导 过 程 ， 这 是 有 用 的 。 
接 下 来 ， 考 虑 输入 和 输出 之 间 的 互相 关 ， 即 


EL[yG 十 Dz(D]= EL{| Hozd 二 rz 一 wdojz(D] 


= | hwWELzG + r— z(t)]dy (10. 61) 
Hi 22) WSS H, Elx(e+r—v)2()]=Ru (rv), BFL 
E[y(Gt 十 Dz(DO]= | ARa (e— vdo = Re Cr) (10. 62) 


注意 ， 互 相关 只 取决 于 输出 和 输入 过 程 之 间 的 延迟 rz， 而 不 是 同时 取决 于 r+ 和 绝对 时 
Alt 两 个 变量 。 

把 式 (10. 62) 中 的 积分 视 为 系统 冲 激 响应 和 系统 输入 的 自 相关 函 数 的 卷 积 。 式 (10. 62) 中 
的 卷 积 运算 是 确定 性 关系 ， 也 就 是 说 ， 输 出 和 输入 之 间 的 互相 关 和 输入 的 自 相 关 是 确定 有 


关 的 ， 并 且 可 以 把 它 看 作 是 以 自 相关 函数 R, (7) 作 为 输入 的 

系统 的 输出 信号 ， 如 图 10.7 所 示 。 相 应 地 ， 与 R。(r) 等 价 的 red —a] 1o ro 
R,.( 一 tr)， 可 以 看 作 以 自 相关 函数 Ra (zt) 一 R, (— DEA E 
入 的 系统 的 输出 结果 ， 此 时 这 个 系统 有 时 间 翻 转 的 冲 激 响 应 ， E107 RO 62) 的 表示 
MAOC), WER ROR, MRR: 


Rode) = E KG Baler tide (10. 63) 


上 面 的 关系 也 可 以 用 协 方差 函数 来 表示 ， 而 不 是 自 相 关 函 数 。 对 于 这 一 点 ， 简 单 考虑 系 
统 输入 是 零 均 值 WSS 过 程 z(?) 一, 的 情况 ， 相 应 的 零 均值 输出 为 y(#) 一 py,。 因 为 xz(2) 一, 

的 相关 函数 与 z(t) 的 协 方差 函数 相同 ， 即 因为 
Rey ap (t) = Ca CT) (10. 64) 
当 每 一 个 相关 函数 被 相应 的 协 方差 函数 代替 时 ， 上 面 的 结果 保持 不 变 。 因 此 ， 例 如 下 

面 C(t) 是 h(t) 和 Ce (7) 的 卷 积 ， 或 者 表示 为 
RE oo F ho Cale vd do (10. 65) 
下 面 考虑 输出 yon AX: 


E[yG 十 Dy(D]= E| (| a@2+r—vde}y(o | 


i. h(o) Eli 2— v) y(t) dv = F WoR tes pio 
Ray Cr 一 切 


一 R (7) (10. 66) 
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式 (10. 66) 表 明了 Ry (7) 是 系统 冲 激 响应 和 互相 关 Ry (OWA. TER. 输出 的 自 相关 
仅仅 取决 于 +， 而 非 + 和 4 两 个 变量 。 结 合 这 个 结论 和 前 面 的 结果 ， 可 以 得 出 结论 : x(*) 和 
y(*) 是 联合 WSS 的 ， 与 前 面 声称 的 一 样 。 


协 方差 对 应 的 结果 是 
exh = F hC @— vdde (10. 67) 
x (10. 63) 和 式 (10.66) 的 组 合 可 以 用 图 形 表示 ， 如 ——1R, (0) 
图 10. 8 所 示 。 它 对 应 于 下 列 关 系 : SE ii 
Ry (x) = R(t) * Rw (7) (10. 68) E> 
复合 后 的 冲 激 响应 Ra OEB 1 章 介 绍 的 (7z) 的 确定 自 相 Rl) R,(D 
关 函 数 ， 并 由 下 面 给 出 : b) 


Ra = BG) #hGe) 一 | (e+ NC (10.69) 10.8 式 (0.63) 和 式 (10.60) 


对 于 式 (10. 68) 中 的 协 方差 函数 ， 可 推出 deg 
Cy (t) = Ru Cr) * Ca Cr) (10. 70) 
注意 ， 即 使 在 推导 输入 和 输出 的 协 方差 关系 时 ,仍然 要 使 用 h(z) 的 确定 性 相关 函数 。 
在 得 到 当前 结果 的 推导 中 ， 只 有 输入 和 输出 过 程 的 均值 有 调整 ， 系统 的 冲 激 响应 不 受 
影响 。 

式 (10. 62)、 式 (10. 63)、 式 (10. 66) 和 式 (10. 68) 的 相关 关系 ， 以 及 它们 对 应 的 协 方 差 
是 非常 有 用 的 ， 需 要 充分 利用 它们 。 同 样 重 要 的 是 它们 在 傅 里 叶 变 换 域 和 拉 普 拉 斯 变换 域 
的 表述 。 用 S,, Go) M S,,(s) 分 别 表示 相关 函数 R,, (Cr) 的 傅 里 上 时 和 拉 普 拉 斯 变换 ， 其 他 感 
兴趣 的 相关 函数 也 可 以 同样 地 进行 变换 域 表 示 ， 具 体 有 

Sy Gw) = HGw) Go Sy Go) = | HGw) |? See Go) 
S,.() = H(s)S,.(s), Sy (s) = H(s) H(—s)S,, (s) (10. 71) 

可 以 用 Da Go) A Da (s) 分 别 表示 协 方差 函数 Co (rz) 的 傅 里 叶 变 换 和 拉 普 拉 斯 变换 ， 
并 且 ， 其 他 感 兴 趣 的 协 方差 函数 也 可 以 进行 同样 的 变换 域 表 示 ， 然 后 写 出 和 上 面 一 样 的 那 
种 关系 。 

在 DT 情况 下 有 完全 类 似 的 结果 。 考 虑 一 个 稳定 的 DTLTI 系 统 ， 其 冲 激 响应 为 并 7 站， 
输入 为 WSS 的 随机 过 程 cin]. Æ CT 情况 下 也 是 一 样 ， 可 以 知道 输出 过 程 yL*] 和 输入 过 
fi xz[L*j 是 联合 WSS 的 ， 并 且 有 


u= eden ee (10. 72) 
R,,(m]= him] x Relm] (10. 73) 
R,y(m]= Rum] * R..[m] (10. 74) 
其 中 ，R [mj 是 him | Wie ARR, ELA 
RLm] = D hEn + mjh[n] (10. 75) 


DE K RAA BY (HA RAN > 变换 的 形式 为 
w= HCP dp, Sy. (0) = HCS C S,, Ce?) = He) | SCen) 
p, = Hp, Su (2) = H(z)S (2) Sy(2) = H@)H/2)S2@) (10.76) 

对 于 所 有 的 这 些 表达 式 ， 还 可 以 进一步 推 写 出 协 方差 和 它们 的 变换 域 表 示 。 

在 第 11 章 中 将 用 这 些 关系 来 说 明 ， 自 相关 函数 的 仁 里 叶 变 换 描述 了 WSS 过 程 的 期 望 
功率 在 频率 上 是 如 何 分 布 的 。 出 于 这 个 原因 ， 自 相关 函数 的 傅 里 叶 变 换 称 为 随机 过 程 的 功 
率 谱 密 度 (PSD) 。 

本 章 建立 的 关系 对 利用 随机 过 程 去 测量 或 确定 一 个 LTI 系统 的 冲 激 响应 也 是 很 重要 
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的 。 例 如 ， 根 据 式 (10.73)， 如 果 一 个 DT 的 LTI 系统 的 输入 xzLnj 是 一 个 WSS 随机 过 程 ， 
其 自 相关 函数 R,, [mj] 二 6[m]， 那 么 通过 测量 输入 和 输出 的 互相 关 ， 就 可 以 得 到 系统 冲 激 
响应 的 测量 结果 。 可 以 就 像 例 10. 6 一 样 ， 构 造 一 个 自 相 关 函 数 为 Lmj] 的 DT 输入 过 程 ， 
比如 说 ， 产 生 一 个 独立 同 分 布 过 程 ， 其 在 每 个 时 刻 以 相等 的 概率 取 值 为 十 1 或 一 1。 
另外 一 个 例子 ， 假 设 一 个 冲 激 响 应 为 (2) 的 CTLTI 系统 的 输入 zx() 是 一 个 WSS 随 
机 电报 波 ， 正 如 例 10.7 所 描述 的 那样 。 过 程 z(t) SH g E 自 相关 函数 Ra (r) = 
e-21rl 如 果 能 确定 出 输出 为 y(t) 时 的 互相 关 R,(r)， 然 后 用 关系 式 
R(t) = R,, (rt) * h(t) (10. 77) 
也 可 以 得 到 系统 函数 H(s) 和 系统 冲 激 响应 Ar), HRB, MRS Cs), Sal), M 
瑟 (S) 表 示 相 应 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 那 么 
Cae, 
ish Shi 
注意 ， 在 这 里 ，S.。 (;) 是 复 变 量 s 的 一 个 性 能 良好 的 函数 ， 然而 过 程 z(t) 的 任何 特定 
的 样本 函数 不 一 定 会 有 性 能 如 此 良好 的 变换 。 同 样 的 结论 也 适用 于 S, (5)。 
第 三 个 例子 ,假设 已 经 知道 DTLTI 系统 的 输入 ain lh AERAR Realm], BÆR 
知道 x[n]， 因 此 不 能 确定 输出 为 yin EKR Ry [rr], 假设 可 以 确定 输出 的 自 相 
AKA R, [m], IER, An 





(10. 78) 


Pole) = TA (10. 79) 
同时 确定 的 Ry[m] 为 Ram] 一 ( 击 ) ”， 那 么 
Rolm] = ($)” = RLm] = him] * hEm] (10. 80) 


at My uy, H(z) H(z!) dE R, [mj 的 z 变 换 S,, (z)。 加 上 另外 的 假设 或 者 约束 ， 比 如 在 系 
统 及 其 道 系统 的 稳定 性 和 因果 性 上 进行 一 些 假设 和 约束 ， 就 可 以 从 已 知 的 H(z) H(z) RE 
出 H(z). 


10.7 延伸 阅读 


第 7 章 结尾 建议 了 用 于 延伸 阅读 的 一 些 参考 书目 ， 包 含 特定 类 型 的 随机 过 程 的 详细 讨 
论 ， 比 如 伯 努 利 、 泊 松 、 更 新 、 马 尔 可 夫 、 高 斯 和 款 过 程 C(martingale process) 。 可 以 简单 
地 描述 WSS 过 程 的 特性 ， 这 非常 适合 作为 LTI 系统 的 输入 和 输出 的 随机 信号 以 进行 分 析 ， 
因为 高 斯 过 程 的 特性 可 以 用 一 阶 矩 和 二 阶 矩 来 表征 ， 它们 很 适合 使 用 在 类 似 的 分 析 中 应 
用 。 因 此 第 7 章 所 列 的 包含 WSS 过 程 资 料 的 参考 文献 ， 会 像 本 章 一 样 对 WSS 过 程 的 LTI 
滤波 进行 一 般 性 的 描述 ; 也 会 像 在 第 11 章 中 将 要 讨论 的 那样 ， 检 测 WSS 过 程 的 频 域 特性 
或 者 说 是 谱 特 性 ; 还 会 处 理 将 在 第 12 章 和 第 13 章 中 考虑 的 信号 估计 与 信号 检测 问题 。 本 
音 和 后 面 章节 中 的 额外 的 一 些 参 考 书目 包括 [Dav] 和 [Vanj] 这 类 经 典 著作 ， 也 包括 最 近 的 
一 些 文献 ， 如 [Gar][Had][Hay][Janj[Purj] 和 [Shi]。 随 机 过 程 处 理 及 其 谱 特 性 和 信号 估 
计 一 一 这 些 与 第 10 章 、 第 11 章 和 第 12 章 相关 的 内 容 也 同样 可 以 在 致力 于 时 间 序 列 
处 理 和 预测 处 理 的 书 中 找到 ， 比 如 [Blo][Bro][Chtj[LDur] 和 [Woo]。 它 们 通常 更 基于 统计 
学 ， 并 在 计量 经 济 学 、 气 候 学 和 过 程控 制 等 方面 有 丰富 的 应 用 。[Kle] 给 出 了 时 间 序 列 ( 信 
号 处 理 ) 的 引人入胜 的 跨越 了 [Stl] 和 [St2] 描 述 的 统计 时 代 的 一 个 时 期 的 发 展 历史 。 





习题 


基础 习题 X(D 由 一 个 样本 空间 表示 ， 该 样本 空间 有 
10.1 如 图 P10.1 所 示 ， 一 个 特定 的 随机 过 程 三 个 可 能 的 时 间 函 数 作为 结果 。 这 三 个 结 
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果 zi (0 、z (四 和 x3() 的 概率 分 别 为 


Prac Ptza(D) = +, 


Bm 
5 
P{23(t)}= IZ 
Ca) 求解 随机 变量 X C ) 的 概率 质量 函数 。 
(Cb) 求解 两 个 随机 变量 X Ce.) A X(Ca ) 的 联 
合 概率 质量 函数 Px dX) (21522). 
(c) 求解 自 相关 Rix (i, &)=ELc(t)x(r) J. 
一 个 随机 过 程 W(z) 可 以 有 四 个 不 同 的 时 间 
函数 作为 结果 ， 如 图 P10.2 所 示 。 四 个 结 
果 的 概率 为 


P{w, (t)}= ’ P{w,(t)} 一 


a Fi 
3 4? 
1 1 

P{w;(t)}= Mee P{w,(t)} a 


6 
给 出 Wa)==6 MWe) =4, RW C ) Wie 
小 均 方 误差 估计 。 
(a) 考虑 一 个 随机 过 程 X(t)， 其 满足 XC) = 
Acos(wt)， 其 中 ww 是 一 个 常数 。 
G) 假设 A 是 一 个 随机 变量 ,均匀 分 布 
在 [0,1]。 求 解 X(t) 的 自 相 关 Rxx 
Cti st) M AWA Cxx Cti ote). 
Gi) 当 A 是 一 个 高 斯 随机 变量 ,并 且 均 
值 j 一 0.5, WH =e, 重复 
Gi) AYE 
Gii) XO) zz WSS 的 吗 ? 
(b) 现在 令 XO) =Acos(ant +) +B cosa; t+ 
Ad, KR, wo Ao HARM. A, BY 
Oo 和 都 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 并 且 
W FO, 均 在 区 间 0 三 9 二 2x 均匀 分 布 。 
过 程 XGO) 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 是 多 少 ? 即 
求解 EL[X(t)] 和 ELX(ti)X(ts)]。 这 个 


10.3 


10.4 


10.6 


过 程 是 WSS 的 吗 ? 
针对 例 10.7 中 所 介绍 的 随机 电报 波 ， 在 给 
出 X(_)=+1 时 计算 (to 十 T)== 十 1 的 条 
件 概 率 (为 全 的 函数 ，T 二 0)。 在 T>0 的 
什么 范围 内 ， 该 条 件 概率 高 于 X tT) = 
一 1 的 条 件 概率 ? TAER T>, WR 
已 知 X@)=+1, BMW Xat ++, 
预测 错误 的 概率 是 多 少 ? 这 个 概率 随 T i 
何 变 化 ， 这 看 起 来 合理 吗 ? 
(a) 假设 z(z) 是 一 个 均值 为 x, 和 自 协 方差 
RAA Ca lr) = 26l! 的 WSS 随机 过 
程 。 这 个 描述 中 的 什么 特征 能 确保 过 程 
Zz( 引 是 一 个 均值 各 态 历 经 的 ， 也 就 是 几 
乎 对 每 一 个 样本 函数 x(t) 都 有 时 间 平 
均等 于 总 体 平均 : 


= tk yl 
lim 去 | oa = h; 


(b) 如 果 现 在 y(t)= 二 x(z) 十 Z， 其 中 ，Z 是 
方差 为 cz 的 零 均值 随机 变量 , FA Z 
和 过 程 (2) RAK, RM RB yo) W 
均值 x, 和 自 协 方差 函数 Cw (7)。 并 求 
解 过 程 y(t) 的 一 般 样 本 函数 的 时 平均 
lim 一 一 


1 T 
lim zy | ,yD 


用 这 个 或 者 其 他 的 结果 确定 过 程 y(t) 是 否 
是 均值 各 态 历经 的 。 

考虑 一 个 CT 随机 过 程 z(z)， 其 定义 如 下 : 

z(t) = cos(Wt +0), — œ< t< œ 
其 中 , W AO 是 统计 独立 随机 变量 ，W 的 
取 值 w 均匀 分 布 在 区 间 [ 一 wo。，wo]，9 的 取 
值 9 均匀 分 布 在 区 间 [L0，2xj。 
下 面 的 三 角 恒 等 式 可 能 会 有 帮助 ; 


cos(A)cos(B) = cos(A + B) + cos(A — B) 
2 
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10.7 


10. 10 


(a) 求解 下 面 随机 过 程 z() 的 总 体 均 值 统 
计数 据 : 
(CD 均值 函数 (2) 三 ELzx(2)]; 
Gi) 相关 函数 R(t) ,ts) 夺 HLz(t)z(t)]。 

(b) 这 个 过 程 是 WSS 的 吗 ? 这 个 过 程 是 均 
值 各 态 历经 的 吗 ? 

(c) 根据 w 和 0 求解 随机 过 程 的 一 个 实现 的 
如 下 时 平均 (为 了 简化 符号 ， 我 们 用 
z(b 代 表 这 个 特定 实现 ) : 


j T72 
oa | x(t) dt 
—F/2, 


(zx(D)) = lim F 


4 1 T/2 
(at + mz) = lim T ga + 
road, HP ro 为 正 的 常数 。 
(d) 可 以 用 一 个 实现 的 长 记录 和 合适 的 时 平均 
来 计算 (最 少 是 大 体 上 的 )R, Gh, t)? 
考虑 随机 过 程 
X(t) = cos(wt +0) 
其 中 ，w 和 9 是 独立 的 随机 变量 ，w 均匀 分 
布 在 [一 B。 ;Bo], 9 均匀 分 布 在 [一 ,xj]。 
(a) 求解 X(z) 的 期 望 值 ELX(CD]。 
Cb) 求解 自 相关 函数 
Rxx (ti st) =ELX(t,) X(z) J 
(c) 过 程 X() 是 WSS 的 吗 ? 详细 解释 为 什 
么 是 或 者 不 是 。 
一 个 DT 零 均 值 WSS 过 程 e[nj 有 自 相关 函数 
Ronie sin(am/3) 


其 中 , m#0, HR. [0]=2/3. HE z[n] 
由 以 下 关系 确定 : 

x[n] = (—1)"e[n] 
对 所 有 的 成立。 证 明 x[Lnj 是 WSS 的 ， 
并 且 夯 出 它 在 |0Q| 志 x 范围 内 的 功率 谱 密 
E Sa (er)。xzL，j] 和 eL*j] 是 联合 WSS 
的 吗 ? 
假设 zLnj] 是 一 个 零 均值 、WSS 随机 序列 ， 
其 自 相 关 RLmj 二 6Lm]， 并 且 是 LTI 系统 
的 输入 ， 该 系统 的 冲 激 响应 为 

di i n= 0,1,2 
0, 其 他 

系统 输出 为 yLn]。 求 解 下 面 定义 的 R,, [mm] 
和 R;, Lmj: 


Al n l) 


Ram = Beman ah 
假设 DT 随机 过 程 w[n] 是 WSS 的 ， 其 均 
值 为 x， 自 协 方差 函数 为 Cis Cm] = 
o6Lm]。 将 wnj 用 作 一 个 稳定 DTLTI 系统 
的 输入 ， 该 系统 的 单位 抽样 响应 hEn] = 
Buln), HF uLnj] 是 单位 阶 跃 函数。 系统 
输出 端的 随机 过 程 标记 为 yLn]。 现 在 假设 


10. 11 


x(t) 


10. 12 


10. 13 






根据 ain l=blnJwln lM wln} eln], 

其 中 b[nj 是 一 个 伯 努 利 过 程 ， 其 值 在 任意 

时 刻 取 1 的 概率 为 p， 其 他 情况 取 0。 可 

以 认为 zx[nj 是 被 干扰 后 的 win], 其 中 

w[Lnj] 的 随机 样本 被 置 为 0。 假 设 过 程 5[*] 

独立 于 w[*]。 写 出 下 面 的 表达 式 : 

(a) WH w[nj 的 自 相关 函数 RwwLmj]。 

Cb) 过 程 yLnj] 的 均值 yx, 和 自 协 方差 函数 
Colm] 

(c) 过 程 yl IAM w[*，] 的 互 协 方 差 函 数 
Cy Lm). 

(d) 过 程 x[nj 的 均值 x, 和 自 协 方差 函数 
C..[m]. 

Ce) 过 程 z[L*] 和 w[*j] 的 互 协 方差 函数 
Cam], 

(f) 过 程 yL*] 和 zx[*] 的 互 协 方差 函数 
C,,[m]. 

如 图 P10.11 RAR AB. c(t) WSS 的 ， 

其 功率 谱 密 度 Sa Ga) = No。 根据 No. to 

ALAC), RR ro WBA. E{r@). 


LET 
gð 


r(t) =g, () g(t) 


g(t) 
ÆI P10.11 
如 图 P10. 12 所 示 ，p() 是 一 个 稳定 的 LTI 
ABW, BAS MRM MAAC), Hi 
人 为 WSS 的 xz(.)， 所 以 
pi) 一 | hoza a)de 

假设 y(t) =p) te) Ht — BEG x HK 
的 零 均 值 WSS 过 程 e(' ) 成 立 。 令 eA 
zx(，) 的 自 相 关 函 数 分 别 为 R(t) 和 Ra (r) 。 


x(t) y(t) 


elt) 


tis pi 


图 P10. 12 


(a) FA ACO AR. (Ki 4A BA Ru (7)。 
(b) 求解 R (zr)， 并 解释 为 什么 Ry (7) 二 0。 
(c) AAC), Re COM R,.(*) 的 适当 组 合 写 
出 Re (7), Ry (Os Ru OM Ry @. 
(a) 如 果 zx[Lnj 是 一 个 DT 的 WSS 随机 过 
程 ， 其 自 相 关 函 数 为 Ri, [mj， 那么 
EL (a[n]—2[k]))? ] = 2(R.. [mn] —R,. [AD 
或 者 
E[ (x[n]— z[k])’] 
=2(Ra [0] — Ra [n— k]) 


10. 14 


10. 15 


10. 16 


10. 17 


10. 18 


选 出 正确 的 等 式 ， 并 解释 。 

(b) 判断 : 车 x() 是 一 个 零 均 值 WSS 过 
程 ， 其 自 协 方差 函数 Ca) = 一 e 1"|， 
且 y(t)==V 十 z(t)， HPV 是 一 个 和 
zx(。，) 不 相关 的 零 均 值 随机 变量 ， 那 么 
a ea yo, Æ 


ox =0 


lim = 


E 
对 下 面 每 一 部 分 ， 判 断 给 出 的 叙述 是 正确 
的 还 是 错误 的 。 对 于 正确 的 叙述 ， 给 出 简 
明 的 但 是 能 让 人 信服 的 解释 ; 对 于 错误 的 
叙述 ， 给 出 反例 或 者 令 人 信服 的 解释 。 
(a) 考虑 一 个 CTLTI 系统 ， 其 (单位 ) 冲 激 
响应 是 一 6(1 一 17)。 若 系统 的 输入 是 一 
个 WSS HF ra), 并且 其 自 相 关 函 数 
为 R. (zr)， 那 么 相应 的 WSS 输出 过 程 
y(t) BY BAK PAR Ry (rz 一 Re (7)。 
(b) 假设 一 个 稳定 CTLTI 系统 的 WSS 输 
A x(t) i BAK AH RL (7) = 
。 相 应 的 WSS 输出 过 程 (2) AT 
能 有 自 相 关 函 数 RD 一 二 alely 
(c) 假设 ra) E&A CT WSS 随机 过 程 ， 
其 自 相 关 函 数 为 Re (r)， 设 yO 


__ dat) 
yt) = a, 


e lrt! 





那么 
dR... (7) 

dr 
一 个 SSS 随机 过 程 x(z) 一 定 是 均值 各 态 历 
经 的 吗 ? 解释 原因 。 
如 果 LOM yO ESA WSS 随机 
eH, AMMAN cA Ry) =0, ER 
总 是 有 

Elz’ (t+) y’ (t)} = Ry (0)R,, (0) 
成 立 ? 解释 原因 。 
考虑 一 个 冲 激 响 应 为 h(z) 的 稳定 LTI R 
5. 若 输 入 一 个 自 相关 函数 Ra Cr) = 
e |"! fy WSS {FS x(z)， 则 输出 yORA 
相关 函数 Ry, (=e! 。y(#) 可 以 总 是 
ER ya) Sart ti) HEP a, t 是 某 个 常 
数 ) 的 形式 吗 ? 给 出 解释 。 
BLO: } 是 一 个 独立 同 分布 随 机 变量 的 集合 ， 
均匀 分 布 在 区 间 [0，2x] 上 。 设 过 程 x[n] 
的 构成 为 


Ry, (rt) = 





a[2n]= cos6, 
a[2n+1]= sind, 
MRA, G@xl—2]=cos6_,, x[—-—1]= 
sinf- » <[0]= cosh, a[1]=sin®, x[2]= 
cosh ， x[3]=sinð, ’ 以 此 类 推 。 
(a) 过 程 x[n] 是 WSS 的 吗 ? 请 解释 。 
Cb) 过程 zLx] 是 独立 同 分 布 的 吗 ? 请 解释 。 
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高 级 习题 


10. 19 


10. 20 


10. 21 


10. 22 


考虑 一 个 特定 的 线性 CT 系统 的 二 阶 状态 
空间 模型 
qt) = Aq (t) + bx (t) 


y(t)= ec" q(t) 

状态 转移 矩阵 4 的 特征 值 为 

Ap=s 1 

hz =— 2 
状态 Ar =— 1 从 输入 不 可 达 。 
状态 As = — 2 从 输出 端 不 可 见 

Br, OA re (2) 4H A =—1 Al A, = 

一 2 的 模型 的 状态 变量 。 


假设 系统 在 长 时 间 之 前 启动 ， 实 际 上 
在 :一 一 co 时 启动 ， 并 已 经 达到 稳定 状态 。 
输入 cO ERE CT 噪声 ， 其 恒定 的 功 
率 谱 密度 为 Sa (jw)。 
求解 下 面 未 知 量 的 比例 因子 形式 : 
Ca) ro Ct) AY Ris EE Snr, Gw); 
Cb) 输出 y (2) BY Dy 38 iS ae RE Sy Gw) 。 
对 下 面 每 一 部 分 ， 判 断 给 出 的 叙述 是 否 正 
确 。 对 正确 的 叙述 ， 给 出 简明 但 使 人 信服 
的 解释 ; 对 于 错误 的 叙述 ， 给 出 一 个 反例 
或 者 令 人 信服 的 解释 。 
(a) 可 以 生成 两 个 联合 WSS DT Hf cle] 
A yC], ENIKE AH K RA R, [mj] 
是 任意 具体 的 函数 gim], 已 知 


5 | elm] |< œ 


m=—co 


(b) 若 一 个 CT WSS 过 程 y0) A 
w. ATH RRC, (zr) =37'"! +2, 
那么 


lim m, 


T 
ERRELE, 左边 和 右边 之 差 的 方差 
为 0)。 
假设 x[Lnj 是 一 个 零 均值 WSS 随机 过 程 ， 
其 自 相关 函数 

R..[k] =p! ,0<p<1 

R z[Lnj 的 线性 最 小 均 方 误差 预测 ， 已 知 
xz[Ln 一 1] 和 xz[n 一 2]。 并 求 出 相应 的 均 方 
误差 。 

假设 x.(t) 是 一 个 零 均值 WSS 随机 过 程 ， 
其 自 相关 函数 为 R, (tr)。 图 P10. 22-1 所 
示 的 C/D( 连 续 / 离 散 ) 转 换 器 是 理想 的 ， 
BN, x[n] =z. (nT). 


T 
图 P10. 22-1 


"ae = fy 


x, (t) 


xaln] 
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10. 23 


10. 24 


系统 及 推理 


(a) 求解 均值 Elxan], HA R, : OK 
示 DT 随机 过 程 za[nj 的 自 相 关 函 数 
E{xzaLn 十 mjzxaLnj)。 若 z(t) Æ WSS 
的 ， 那么 za[ 了 站 一 定 是 WSS 的 吗 ? 

(b) 假设 Ri (Cr) 的 CT 傅 里 叶 变 换 

S- = Gw) 如 图 P10.22-2 所 示 ， 求 
Rs (AI Elat 0) 


1 Sox J) 
—2n x 10 O 2n x 104 
图 . P10, 22-2 


o) 求解 示 一 40kHz 和 证 一 15kHz 时 的 


E{zi[n]}. 
(a) 考虑 随机 过 程 Xa) = Acos(Ar+@), FH 
中 A、Q 和 8 都 是 互相 独立 的 随机 变 
E, Hp 8 均匀 分 布 在 区 间 0<9<2x。 
假设 2 的 概率 密度 函数 ， 记 作 fa(w)， 
是 一 个 关于 自 变量 的 偶 函 数 ， 即 
fa(—w)=folw). CRE, Ww i 
设 不 失 一 般 性 ， 因 为 cos(wt) 是 w 的 偶 
函数 。) 
用 g(r) 表 示 这 个 概率 密度 函数 的 


伟 里 叶 反 变换 ， 即 去 | aww 。 


求解 均值 函数 EL[LX(z)] 和 自 相 关 函 数 
E[LX(t 十 c)X(z)]， 并 用 ELA? ] 和 gC) 
表示 后 者 。 这 个 过 程 是 WSS 的 吗 ? 

再 求 出 这 个 过 程 在 下 列 情况 中 的 自 相 
KRM: 


GD faa) = [8 was tt en)]; 
GD fa(w) 均 匀 分 布 在 区 间 [ 一 aw， j; 
Gi falw)= 7-4 其 中 a>0, 


(b) 考虑 随机 过 程 X(t) = Acos (ant +@ ) + 
Beos(ant +@,), HP wai, {Az 
这 两 个 数 都 是 固定 的 且 是 已 知 的 。 假 
设 6 和 @, 是 独立 于 随机 变量 A 和 了 
的 随机 变量 ; 并 假设 A 和 B 互相 正 
Zé, Bl ELAB]=0。 若 MMO, 都 均匀 
分 布 在 区 间 OKK E, K ELX()] 
和 EL[X(t 十 XC2)]。 这 个 过 程 是 WSS 
的 吗 ? 

对 下 面 每 一 项 给 出 一 个 简单 的 例子 。 若 不 

能 用 一 两 句 话 清晰 地 描述 所 确定 的 这 样 一 

个 例子 ， 请 说 明 原 因 。 

(a) 是 SSS 但 不 是 广义 各 态 历 经 的 或 严格 


10. 25 


10. 26 


各 态 历经 的 随机 过 程 。 

(b) 是 广义 各 态 历 经 但 不 是 WSS 的 随机 
过 程 。 

(c) 不 平稳 的 随机 过 程 。 

考虑 一 个 CT 的 零 均值 WSS HE ra), 其 

相关 函数 

Re(r) = roetlr| 

(a) 证 明 x(z) 的 线性 最 小 均 方 误差 估计 ， 
给 出 z(t 一 ma)(k=1, 2, +, NAO 
记过 过 … 过 rw) 的 测量 值 ， w= 
azx(t 一 mI )， 其 中 a 是 某 个 合适 的 常 
数 。 换 句 话说 ， 估 计量 只 取决 于 最 近 
的 过 去 测量 值 。 求 解 常 数 a 和 最 小 均 
方 误差 。 一 种 方法 是 证 明 选 择 合适 的 
a 以 满足 线性 最 小 均 方 误差 的 条 件 ， 
即 估 计 误 差 和 数据 之 间 的 无 偏 性 和 正 
交 性 条 件 
EL {x@) —ar(t—r)}zr(t—m)|=0 
或 等 价 地 ， 

Elz@2t— 1) J 
=aE[z(t—n)zr(t— rm)] 
(k=l, 232a N? 

它们 是 等 价 的 ， 可 以 二 选 一 。 建 立 联 
合 正规 方程 并 证 明 有 这 样 一 个 结果 ， 
其 中 只 有 估计 量 的 参数 向 量 的 一 个 分 
量 是 非 零 的 ， 即 与 x0 r ) 相 对 应 的 
那个 。 

(b) 证 明 zx(z) 的 线性 最 小 均 方 误差 估计 ， 
给 出 rlt n) M eltt) (k=1, 
2 
CLren HU AL, EES 
合适 的 常数 a Mb AZO) Sartr) t 
bz(lt 十 ti1) 的 形式 。 同样 ， 建立 正规 
方程 ， 并 注意 有 一 个 只 是 z(t 一 i) 和 
z(t 十 dt) 有 非 零 值 的 结果 。 

一 个 特定 的 WSS 过 程 z[njJ 有 均值 yx,， 其 自 

协 方差 函数 Cu [mj 在 原点 的 值 Ca [0] 一 4。 

还 知道 z[n 十 1] 基 于 当前 测量 值 和 过 程 的 先 

前 取 值 ( 即 xz[wj 和 zx[n 一 1]) 的 线性 最 小 均 

方 误差 预测 为 


in 二 a[n] 外 L a[n EES 


(10. 81) 

(a) 求解 p,; 

Cb) 求解 Ca CLIA Coe [2]; 

Co) 即使 没有 计算 均 方 误差 ， 也 可 以 确保 
CAME 4， 这 是 为 什么 ? 现在 实际 
计算 上 面 估计 量 的 均 方 误差 。 

(d) 假设 一 个 线性 最 小 均 方 误差 预测 (而 不 
是 前 面 使 用 的 ) 形 式 为 


10. 27 


10. 28 


Z,-x(n+1] = ye[n—K]+¢ 
对 于 某 个 固定 值 K>O0 成 立 ， 并 选择 y 和 
CRN EIT RH. WA K 的 哪些 选择 ， 
可 确保 不 会 比 式 (10.81) 的 估计 量 更 好 ? 
(对 所 有 的 其 他 K 值 ， 可 能 效果 更 优 ， 这 
取决 于 剩 下 的 自 协 方差 函数 。) 
(a) 过 程 e[n] WSS 的 ， 其 均值 为 0， 自 
协 方差 函数 Cu Cm] =al | 对 于 幅度 
I 车 计算 表达 式 


NFIA DE 


对 于 过 程 x[nj 的 一 个 特定 实现 ， 表 达 
式 的 值 会 随 着 N 变 大 而 收敛 于 某 个 具 
体 的 值 吗 ， 如 果 会 ,那么 这 个 值 是 多 
少 ? 为 什么 ? 

(b) 假设 

yLn] = W + x[n] 

其 中 ，z[nj 是 在 (a) 中 定义 的 过 程 ，W 

是 均值 为 0、 HHA oy 的 随机 变量 ， 

HAS z[k] 不 相关 ， 对 任意 的 & 均 成 

立 。 证明 y[nj] 是 WSS 的 ,并 求解 其 

均值 y, 和 自 协 方差 函数 Cy [mm]. 

在 (a) 和 (b) 中 定义 了 z[nj 和 yLnj， 证 

明 这 两 个 过 程 是 联合 WSS 的 ， 并 求解 

互 协 方差 函数 Calm] WH: 

G) 用 z[0] 表 示 y[1] 的 线性 最 小 均 方 
误差 估计 (利用 4L1]=azL0] 十 2 的 
形式 ， 对 于 某 个 最 佳 选择 a Mo), 
以 及 相应 的 均 方 误差 ; 

Gi) 用 yl RAB zxL0j 的 线性 最 小 均 方 
误差 估计 ， 以 及 相应 的 均 方 误差 。 

对 于 在 (b) 中 定义 的 过 程 ， 若 计算 表 

达 式 


Ge 


v 


(d 


Y 


mee 
对 于 过 程 [站 的 一 个 特定 实现 ， 表 达 
式 的 值 会 随 着 N 变 大 而 收敛 于 某 个 具 
AA, MRS, WARTS 
少 ? 为 什么 ? 
信号 xz(?) 是 一 个 零 均值 WSS 随机 过 程 ， 
其 自 相关 函数 为 R,. (tr)。 考 虑 用 z(t) K 
示 的 随机 过 程 ya): 
y(t) = x(t) + cos(2nt + $) 
说 明 下 列 情况 中 y(z) 是 否 是 WSS 的 。 简 
短 清 晰 地 证 明 你 的 答案 。 你 会 发 现下 面 的 
三 角 和 恒等式 会 有 帮助 : 
cos(a 士 B) = cos(a)cos(B) F sin(a) sin(p) 
(a) 车 $=0。 
(b) 车 $ 均 匀 分 布 在 区 间 [0，2wj]， 并 且 由 
LAHE o 


10. 29 
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假设 x(t) = y(2) cos(ant tO), HP y() 是 
均值 为 u AT ABW Cy Cr) 的 
WSS 过程 ;wo 是 已 知 常量 ; @ 是 独立 于 
y(*，) 并 且 均 匀 分 布 在 区 间 [0，2xj 的 随机 
变量 。 你 会 发 现在 这 个 问题 的 一 处 或 多 处 
会 再 次 用 到 : 

cos(A)cos(B) 


=+[eos(A apy desta BY] 


(a) 求 过 程 z(?) 的 均值 u(t) 和 自 相关 函数 
EL[x(t 十 tr)x(t)]， 并 求 互 相关 函数 
ELy(t 十 r)x(t)]。 清 晰 地 解释 你 的 答 
案 的 哪个 特点 可 说 明 (i)x(*) 是 一 个 
WSS 过 程 ; (zx(*) 和 yO ERKA 
WSS 的。 

Cb) 假设 Cy (=e |"! H AO, RICA 
情况 下 的 功率 谱 密度 Sy Gw) 的 表达 
式 ， 并 画 出 它 完全 标注 的 简 图 。 求 功 
率 详 密度 Sa (jw) 的 表达 式 ， 画 出 它 完 
全 标注 的 简 图 。 

(c) 根据 在 (b) 中 说 明 的 y() 的 特性 ，y(2) 
是 均值 各 态 历经 的 吗 ? 给 出 确定 的 理 
由 。 一 个 更 加 难 一 点 儿 的 问题 是 : z(b) 
是 均值 各 态 历 经 的 吗 ? 

同样 ， 描 述 你 的 推理 。 如 果 能 以 
这 里 的 答案 为 基础 计算 下 面 任意 一 个 
积分 ， 请 给 出 答案 : 


lim TA yD dz, lim 二 全 x(t)dt 


其 中 ， OR sto WHE I ER 
自 这 些 量 的 具体 实现 。 
假设 zx(z) 是 实 值 、 零 均值 WSS 过 程 ， 其 
AHHAR Ra) =el) 。 使 x(t) K 
一 个 稳定 的 LTI 系 统 处 理 ， 该 系统 的 实 值 
冲 激 响 应 A(t) an I P10. 30 所 示 。 
hC) 


x(t) yÒ 


Æ P10.30 


(a) 我 们 已 知 万 ( 恺 是 因果 稳定 的 ， 并 且 输 
出 yD 的 自 相 关 函 数 
R,, (x) = 3e I 
(GD | HGw) |, Bh Ace) By fe He oP ae 
换 幅 度 。 
GD 假设 有 稳定 因果 反 变 换 。 求 此 
LTI 系统 的 一 个 可 能 的 h(t)。 除 
了 比例 因子 ， 你 的 答案 是 不 是 唯 
一 的 ? 如 果 是 ， 解 释 原 因 。 如 果 
不 是 ， 给 出 另 一 个 可 能 的 ho) K 
例子 。 
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(b) 现在 假设 不 知道 LTI 系统 h(t) 的 其 他 
信息 ， 除 了 它 是 稳定 的 ， 但 是 这 里 知 
道 互 相关 函数 
Re em — 2 "u(t) + € ur) 
求 一 个 可 能 的 冲 激 响应 AGa) o M AY BA 
果 是 唯一 的 吗 ? 如 果 是 ; 解释 原因 。 
如 果 不 是 ， 给 出 男 一 个 可 能 的 AC. 

(a) 假设 x() 是 一 个 WSS 的 随机 过 程 ， 且 
是 一 个 稳定 因果 的 LTI 系统 的 输入 ， 
该 系统 的 冲 激 响应 h(t) 二 eu(t)。 若 
,二 3， 求解 输出 的 均值 。 

(b) 考虑 两 个 零 均 值 、 联 合 WSS 的 过 程 
a) A wit), H A AK wh St aA 
Ra (OM R(t)。 它 们 的 互相 关 函 数 
为 Re (r)。 过 程 x(?) 被 一 个 冲 激 响 应 
为 h(t) 的 稳定 因果 LTI 系统 滤波 ， 如 
图 P10. 31 所 示 。 


x(D h(*) y(t) 


图 P10. 31 


输出 是 WSS 随机 过 程 yO). FAR, 
Ras t), Ras (Tt) 和 有 h(t) 求解 ww(，) 和 
y+) AY ARK PR OR. (tr)。 从 下 面 的 
列表 中 选择 正确 的 形式 。 简 洁 地 解释 
你 的 理由 (根据 你 的 答案 ) 。 
@ Re MBAC ER. 
Gi) Re OB AD BR. 
Gii) Ruz (45 hO DËR. 
Gv) Re OB AMËR. 
(V) Rww (7) 与 h( 一 z) 卷 积 。 
(vi) Ruw O) ADER. 
现在 希望 通过 一 个 如 图 P10. 32 所 示 的 
LTI 系统 处 理 一 个 随机 过 程 zLnj] 来 得 到 一 
个 WSS 随机 过 程 yLnj。 


x[n] A yin] 


Al P10.32 


输入 随机 过 程 z[nj 的 自 相关 为 
R,,[m] = òlm] 

选择 系统 函数 A(z), Wit zLnj 和 yin] 
之 间 的 互相 关 为 

Ry [m] = (0.5) "ul— m] 
相应 的 互 功率 谱 密度 为 

j ut 
Say (er?) = 70.58 

在 下 面 的 每 一 部 分 ， 选 择 (i) GD 和 (证 ) 中 
正确 的 说 法 。 若 不 止 一 个 正确 ， 指 出 所 有 
正确 的 说 法 ,简要 说 明 你 的 理由 。 


(a) 为 了 得 到 想 要 的 y[nj， H(z) 一 定 

代表 : 

G) 一 个 稳定 的 最 小 相位 系统 ; 

GD 一 个 稳定 的 但 不 是 最 小 相位 的 
系统 ; 

Giii) 根据 已 知 的 信息 但 并 不 唯一 的 一 
个 系统 。 

根据 给 出 的 信息 可 以 知道 ， 当 去 0 

时 ，z[]j 和 x[Ln 十 kj 是 

G) 绝对 独立 的 ; 

GD 绝对 不 独立 的 ; 

Gii) 可 能 独立 也 可 能 不 独立 的 。 

根据 给 出 的 信息 可 以 知道 yLnj 和 

yln+1] 是 

G) 绝对 独立 的 ; 

GD 绝对 不 独立 的 ; 

Gii) 可 能 独立 也 可 能 不 独立 的 。 


(b 


w 


VY 
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扩展 习题 
10.33 ”假设 xz[nj 是 一 个 独立 同 分 布 随 机 过 程 ， 其 


概率 密度 函数 在 每 一 个 4 值 处 是 均值 为 0、 
方差 为 史 的 高 斯 密度 。 
(a) 求解 过 程 zx[n] 的 均值 [nj 和 自 协 方 
ERM: 
E({(2[n+m]—yp,[n+m]) 
*(2in]—p,[n])} 
yint m] y[Lnj 之 间 的 相关 系数 是 ymin? 
以 及 输出 和 输入 的 互 协 方差 是 
E((y[n+m]—p,[n+ m]) 
(alin) — p, [nj)} 
(b) PPLE yale zLnj 得 到 
yin] = ln] + ex[n—1] 
其 中 , a 是 一 个 已 知 的 常数 。 求 解 输 
出 过 程 y[nj 的 均值 p, Cn]. H A DA 
差 函 数 
E{(yLnt+ mj]—p,Lnt m]) 
P I 
如 果 有 的 话 ， 你 的 答案 中 哪些 取决 于 
n? 检查 你 的 各 个 答案 在 下 面 三 种 极 
限 情 况 下 的 取 值 是 否 合 理 ( 即 通过 一 
些 明 显 的 推理 可 以 直接 校 验 的 值 ) : 
ww 一 一 co ww 一 0， aro 
假设 想 估计 yin +1], 已 给 出 yLnj 的 
测量 值 ， 也 就 是 想 利用 以 下 形式 的 线 
性 估计 进行 一 阶 预 测 : 
Sn +1] = ay[n] +b 
求 使 均 方 误差 ( 见 下 式 ) 最 小 的 wa Fb 
的 值 
E({($[n+1]—y[n+1])*} 
并 求 这 个 最 小 均 方 误差 的 值 。 同 样 ， 
检查 你 的 答案 在 (b) 中 提 到 的 三 种 极限 





Ce 
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情况 下 是 否 合 理 。 
(d) 在 二 阶 预测 的 情况 下 ， 重 复 (c)， 选 择 
$[n 十 2] = ay[nj 十 6 
最 小 化 
ELC$[n+2]— yLn++ 2])’] 
Ce) 可 以 证 明 y[n 十 mj 和 yin] — 70 
的 。 利 用 这 一 点 写 出 或 用 其 他 使 人 信 
服 的 方式 描述 联合 密度 
fema t y2) 
G) m=1 WAG) m2 MN. Gi 的 结果 
中 的 什么 信息 告诉 你 通过 使 用 更 
理想 的 估计 量 ， 可 以 在 Cd) 中 更 好 
地 进行 二 阶 预 测 ? 
Cf) 车 z[ 圈 是 一 个 独立 同 分布 随 机 过 
程 ， 其 概率 密度 函数 在 每 一 个 n 
值 处 是 均值 为 x、 方 差 为 o 的 高 
斯 密度 。 
10.34 假设 随机 过 程 yLnj] 为 
yin] = win] + pwn 1] 

其 中 ，w[nj 是 独立 同 分 布 过 程 ， 且 在 每 个 

时 刻 处 取 士 1 的 概率 相等 。 

(a) 证 明 y[nj 均 值 为 0 且 是 WSS 的 。 在 
下 面 四 种 情况 下 ， 分别 求解 并 画 出 
y[nj 在 |m| 三 4 时 的 自 相 关 函 数 
R plm]: B=3、1、 一 1 和 一 3。 

b 用 一 个 合适 的 计算 方案 产生 过 程 wia] 
在 ?一 0 一 100 的 采样 实现 。 然 后 对 (a) 
中 给 出 的 8 的 四 个 值 的 每 一 个 ， 用 已 
经 产生 的 w[nj 得 到 过 程 yn] te ”一 
0 一 100 的 相关 实现 。 画 出 你 的 wLnj 的 
实现 和 y[nj 的 四 个 实现 。y[Lnj 在 不 同 
8 值 下 的 图 形 有 质 的 区 别 吗 ? WRA, 
描述 它们 。 

假设 w[nj 是 一 个 WSS 随机 过 程 ， 均 值 为 

mo ADIT RBH Ci [Lm] 二 a26Lmj]。 

(a) 随机 信和 号 w[nj 是 一 个 因果 系统 在 时 刻 
n 的 输入 ， 此 时 该 系统 的 输出 yLnj] 满 
Æ y[nJ=wln]+awln—-1]. ABN 
单位 采样 响应 hy (n SET A? 解释 你 
如 何 知道 系统 对 所 有 的 a 都 是 BIBO 
稳定 的 。 

(b) 对 (a) 中 的 系统 ,根据 yn. 0%, 和 a 求 
fuys Cow [mj 和 Cy Lm]. 

(c) 用 (b) 中 的 结果 ， 根 据 这 个 问题 中 的 参 
数 计算 >[z 十 1] 和 y[Lnj 之 间 的 相关 系 
数 po。 然后 确定 当 a 分 别 取 何 值 时 ， 相 
KAM p 取 最 大 和 最 小 值 ， 并 求 出 p 
的 极 值 。 

(d) 假设 w[nj 是 因果 稳定 系统 在 时 刻 n 的 
输入 ， 此 时 该 系统 的 输出 yLnj 满 足 


10. 35 
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yin] = ayln— 1] + wln- 1] 
求 系统 的 冲 激 响应 hs [nj]， 并 确定 a 
在 什么 范围 可 以 保证 这 个 因果 系统 的 
稳定 性 。 

(e) 重复 (b) ， 但 是 针对 的 是 (d) 中 的 系统 ， 
而 不 是 (a) 中 的 系统 ， 并 假设 它 在 过 去 
无 穷 远 处 开始 工作 (所 以 它 在 任何 有 限 
的 时 间 内 都 处 于 稳定 状态 ) 。 

(f) 重复 (c)， 针 对 (d) 中 的 系统 ， 并 使 用 
(e) 中 的 结果 。 但是， 对 于 这 个 系统 ， 
你 需要 为 p 的 极 值 计算 的 是 最 小 上 界 
和 最 大 下 界 ， 而 不 是 最 大 值 和 最 小 值 ， 
因为 尽管 你 可 以 无 限 接近 这 些 极 值 ,但 
是 你 不 能 得 到 精确 的 值 ， 解 释 原 因 。 

假设 一 个 因果 系统 的 输入 x[Ln] 和 输出 

y[Lnj 的 关系 为 

yLn] = z[nj+arLn— D] 

其 中 ，z[nj 是 独立 同 分 布 的 且 在 每 一 个 时 

间 步 上 其 值 均匀 分 布 在 区 间 [ 一 1，1]，a 和 

刀 分 别 为 比例 因子 参数 和 (整数 ) 延 迟 参 数 。 

这 个 系统 对 所 有 的 a 是 稳定 的 。 

(a) 根据 xc AD, HAY yp, My, UR 
自 协 方差 函数 Coa [mj 和 Cy [mm]. 

(b) 用 一 个 合适 的 计算 方案 ,产生 ”一 

1，…，500 时 段 信 号 z[nj 的 实现 部 

分 。 通 过 在 这 个 信号 实现 上 的 计算 ， 

在 假设 均值 各 态 历经 、 协 方差 各 态 历 

经 (两 个 假设 事实 上 在 这 个 独立 同 分 

布 例子 中 都 成 立 ) 的 条 件 下 ， 用 数字 

E |m| <10 时 估计 u, MC. Lm] 

值 。 例 如 ， 延 迟 为 2 时 自 相 关 函 数 的 

一 个 貌似 可 信 的 估计 量 为 
Re [2] ~ ae 2 z[k 十 2]z[k] 

你 接近 了 期 望 得 到 的 结果 吗 ? 

根据 (b) 得 到 的 x[nj 的 实现 ， 并 选择 

a 二 1，D 二 5。 使 用 上 面 的 输入 输出 关 

系 计算 在 n= 二 6,，…，500 时 段 相应 的 

y[nj] 的 实现 。 现 在 假设 只 知道 这 个 

y[nj 序 列 值 和 上 面 zn] Bl yLnj 关 系 

的 模型 化 形式 , 但 是 不 知道 a、D 和 

zx[nj( 除 了 它 是 一 个 独立 同 分 布 过 程 

的 一 个 实现 外 )， 对 于 2 一 6，…，60， 

画 出 y[nj 的 这 部 分 实现 ， 并 看 通过 对 

其 进行 检查 能 否 推 论 出 关于 a 和 D 的 

信息 。 

(d) 假设 y[nj 是 各 态 历 经 的 ， 以 计算 均值 和 
协 方差 , fiit|m|<10 时 的 py, 和 
CLm]。 画 出 产生 的 自 协 方差 ， 并 看 能 
否 从 图 像 中 推出 a 和 DD。 
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考虑 一 个 稳定 的 因果 的 DT 系统 ， 其 输入 
为 wln]. hA yin), IF 


yla] =— ( Sasina) + wla] 


在 这 个 例子 中 ， 输 出 被 一 个 N 阶 自 回归 模 
型 控制 ， 因 为 输出 取决 于 它 过 去 的 值 以 及 
当前 输入 值 。 假 设 wLnj 是 一 个 独立 同 分 布 
过 程 ， 每 一 个 时 刻 ( 独 立 于 其 他 时 间 的 结 
果 ) 取 十 M 和 一 M 的 概率 相等 。 假 设 已 知 
MMAR a RE yLnj] 的 线性 最 小 均 方 误 
差 估 计量 外 nj]， 根据 yL*] 所 有 过 去 时 刻 的 
值 ， 求 出 相应 的 均 方 误差 。( 提 示 : 通过 研 
究 上 面 的 方程 猜测 人 nj]， 然后 利用 控制 线 
性 最 小 均 方 误差 估计 的 正 交 原则 验证 猜测 。 
此 外 也 会 用 到 系统 的 因果 性 和 稳定 性 。) 
假设 给 出 一 对 联合 WSS 随机 过 程 z(t) 和 
wt), 已 知 其 互相 关 函 数 Rau (tr)。 若 
y() 是 xO) 通过 已 知 冲 激 响 应 为 h(t) 的 稳 
定 的 CT 的 LTI 系统 ， 得 到 的 WSS 随机 
UE, RHE AY BAS HR, (7) 的 原始 
表达 式 。 若 给 出 Ru (+r)， 写 出 Ry (7) 的 原 
始 表达 式 。 作 为 检验 ， 在 下 列 情 况 下 ， 确 
认 恢 复 你 期 望 的 结果 : CO) w(t) = (2); 
(iDw(t)= y(t)。 
信号 (ti) 通 过 一 个 多 通道 信道 传输 ， 如 
图 P10.39-1 所 示 , 其 中 T=10-* = 1ms, 
s(t) 是 一 个 零 均值 WSS 随机 过 程 ， 其 自 相 
关 函 数 如 图 P10. 39-2 所 示 。 设 计 一 个 接 
收 机 补偿 多 通道 传输 。 假 设 接 收 机 的 结构 
如 图 P10. 39-3 所 示 ， 求 解 接收 机 的 增益 
常数 a,， EETA s) KN R A Rh 
化 ， 即 求 a 来 最 小 化 如 下 定义 的 。: 

e= E{(s(t) — 8(t))*} 


s(t) ory: r@=s()+ 4-7) 
D HEIR T 


图 P10. 39-1 


1 Rss (0 


-(12) x10? 9 (12) x 10% 


Al P10. 39-2 


a >—> 延迟 


T 


图 P10. 39-3 


10.40 水 下 声音 通信 系统 (underwater acoustic 


communication system) 有 许多 由 环境 波动 
和 多 通道 现象 带 来 的 难题 。 尤 其 是 ， 当 信 
号 从 信号 源 发 出 ， 在 它 传输 到 接收 机 的 过 
程 中 有 许多 通道 可 供 声音 传输 。 例如， 两 
个 传输 的 公共 通道 包含 直接 的 或 者 视线 通 
道 或 者 底部 反射 通道 。 在 接收 机 端 ， 如 果 
SCE EN A] LBB, WADA 
是 很 困难 的 。 然 而 ， 如 果 能 准确 估计 到 达 
信号 的 时 间 差 ， 就 可 以 准确 地 恢复 传输 信 
号 。 对 一 个 多 通道 环境 下 传输 的 信号 ， 考 
虑 如 图 P10. 40-1 所 示 的 模型 。 假 设 w 是 
ik, A 是 传输 的 直接 通路 延迟 ， 其 与 
ae “1 的 信道 系统 函数 一 致 。 类 似 地 ，a; 
ERER, A 是 底部 反射 通路 延迟 ， 其 与 
ae "的 系统 函数 一 致 。 假 设 直 接 到 达 信 
号 比 底部 反射 信号 更 强 ， 即 w >a. 





图 P10. 40-1 


尽管 没有 传输 信号 xa) AY HF A E 

值 ， 但 是 可 以 将 信号 模型 化 为 已 知 自 相关 

函数 的 随机 过 程 。 基 于 接收 机 的 测量 数 

据 ， 也 可 以 得 到 接收 信号 y(t) 的 自 相 关 估 

THA. x(t) All yO H A AK RK Ra Cr) All 

R,, (zt) 如 图 P10. 40-2 所 示 。r 的 单位 是 秒 。 
R,, (TD) 


0 
-150 -100 -50 0 50 100 1507 


R,, 


AN aN 


200-80-60 -40-20 0 20 40 60 80 100r 
图 P10. 40-2 


0.1 


10. 41 


(a) 根据 Ra (rt) 和 问题 中 的 参数 on. ae, 
A, 和 As R Ry (rt) 和 Ry Cc) 的 表 
达 式 。 

(b) 若 R (x) MW P10. 40-3 所 示 ， 估 计 

Ai 和 Ac 的 值 。 


Ql、 Q2、 


R,, (2) 


0 e} ENS 
-100-80 -60-40 -20 0 20 40 60 80 100 t 


图 P10. 40-3 


假设 一 个 CT 信号 z(D 被 发 射 机 广播 ， 并 使 
y(t) = x(t) +ax(t— A) 

表示 特定 接收 机 的 天 线 收集 到 的 信号 。 可 以 

把 接收 到 的 信号 y(t) 看 作 由 没有 显著 延迟 与 

衰减 地 到 达 直 接 通 路 的 传输 信号 z(t) 和 有 延 

R A 与 衰减 因子 a 的 反射 信号 构成 。 假 设 

z(t) 被 模型 化 为 一 个 WSS 的 随机 过 程 ， 其 均 

值 为 x. ， 自 协 方差 函数 为 Ce (7)。 

(a) RRO OWE, GD» OA 2 
互 协 方差 函数 ，(iii) y(t) 的 自 协 方差 
函数 。 用 Ci (OM RM pw. a, ARAN 
以 上 所 有 结果 。 说 明 得 出 rO M ya) 
是 联合 WSS 的 依据 是 什么 。 

(b) 假设 知道 二 0, 但 是 不 知道 Ce (7)、a 
和 入 中 的 任何 一 个 值 。 然 而 假设 可 以 由 
y(t) 的 大 量 测量 值得 到 其 自 协 方差 
Cy (zr)， 如 图 P10. 41 所 示 。 利 用 (a) 中 
的 结果 画 出 .C (7) 的 一 种 情况 的 全 标 
注 图 ， 并 详细 给 出 与 图 中 Cy (r) 完 全 
一 致 的 a 和 A 的 数值 。 说明 你 需要 对 
得 到 的 C, (rz) 进 行 何 种 检测 来 确保 它 
是 有 效 的 自 协 方差 函数 ， 然 后 验证 所 
选择 的 Co Cc) 的确 满足 这 些 检测 。 


C,, (x) 19 





=6 -5 -4-3-2 -210 1234567 


图 P10. 41 
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x, (t) 


第 10 章 随机 过 程 


在 多 种 多 样 的 真实 环境 下 ， 两 个 或 者 更 多 
的 不 相关 信 源 通过 有 串扰 的 信道 或 系统 被 
接收 。 在 接收 机 或 传感器 中 ， 这 些 信号 互 
相干 扰 ， 处 理 接收 到 的 信号 并 分 离 它们 的 
做 法 是 有 意义 的 。 一 种 方案 如 图 P10. 42-1 
所 示 。 


房间 





图 P10. 42-1 


两 个 信 源 x1(t) 和 zz(z) 可 能 是 语音 或 
音乐 ; 接收 信号 m (OM m (四 为 两 个 扬 
声 器 的 输出 。 室 内 声学 (room acoustics) 可 
以 被 有 效 地 模型 化 为 LTI 系统 。 声 源 i 到 
扬声器 & 的 冲 激 响 应 为 ha (t)。 这 两 个 接 
收 信 号 的 二 输入 二 输出 LTI 模型 如 
P10. 42-2 所 示 o 


mi (t) 







m, (t) 


图 P10. 42-2 


车 扬声器 1 距 声 源 1 较 近 ， 而 扬声器 
2 距 声 源 2 较 近 ，( 简 化 本 题 中 的 代数 问 
题 ) 并 假设 hu (1) 二 hzz t) = 二 6(t) 是 合理 的 。 
这 里 还 假设 两 个 声 源 x1(t) 和 z(t) 是 WSS 
的 、 零 均值 的 、 不 相关 的 ， 并 且 其 自 相 关 
函数 已 知 。 

对 于 从 m (2) Al me (1) 中 恢复 x, (1) Al 
Zs(t) 的 途径 ,通常 需要 能 估算 出 冲 激 响应 
hz (OA ha (1) 的 方法 。 通 过 测量 扬声器 输 
出 的 自 相关 和 互相 关 函 数 可 以 得 到 一 些 
信息 。 

(a) 根据 Rex, Os Raz (CD h OF ha O), 
求解 Ram (> Rug, OM Ram (o 
(b) 若 已 知 hz (r) =ha (r)， 且 你 只 能 测量 

Ram (Tt)、 Razm, OR Ram (Cr) 中 的 一 

个 ， 哪 一 个 对 于 求解 hiz (z) 是 最 有 用 的 ? 
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10.43 ”假设 CT WSS 随机 过 程 z(t) 的 均值 为 p,» 


自 协 方差 函数 为 Cu (r)， 二 者 均 未 知 。 想 
通过 取 z(t) 的 时 平均 来 估计 总 体 的 均值 
k。 为 了 这 一 目标 ,， 令 x(1) 通 过 冲 激 响 应 
为 h(t) 的 LTI 滤波 器 ，h(t) 可 以 在 下 面 (a) 
中 确定 ， 然 后 按照 (b) 中 说 明 检 测 其 采样 
输出 yCO). Cc) 中 给 出 的 是 过 程 zx(z) 均 值 
各 态 历 经 的 条 件 ， 即 z(5 的 时 平均 在 无 限 
长 的 区 间 内 等 于 整体 均值 p, 的 条 件 。 
(a) 确定 滤波 器 的 冲 激 响应 h(t)， 使 得 滤 
波 器 输出 yO A 
yo = ae | roda 
其 中 ，T 已 经 给 出 。 证 明 WSS 输出 过 
yO WA y, 和 输入 的 均值 y, 相 
fal. 并 用 C.,(*) 和 工 表示 输出 的 协 方 
2 MBC, (7)。 
Cb) 假设 在 时 刻 c= 0 对 (a) 中 滤波 器 的 输 
出 y(t) 采 样 ， 则 


1 E 
y(0) = oT f aada 


这 是 ce OEKREW 2T, HbA o 的 有 
限 窗 里 的 时 平均 ， 随 机 变量 y(0) 的 均 
{ARH u, =pro M Cz OM T 
表示 该 随机 变量 的 方差 cy 。 随 机 变 
量 >(0) 中 心 围绕 上， 并 且 按照 方差 
as 扩展。 每 次 进行 这 个 试验 都 会 得 
到 不 同 的 结果 ， 也 就 是 ，x(7) 的 一 个 
不 同 的 有 限时 平均 , 但 是 有 很 高 的 概 
率 维持 在 p, 的 一 些 标准 偏差 内 (用 切 
比 雪夫 不 等 式 证 明 )。 

通常 ， 在 (b) 中 计算 的 方差 对 任意 有 限 
的 时 间 TÆER, i aCe) AYA BRR 
均 不 等 于 总 体 平 均值 。 然 而 ， 如 果 工 
趋 于 ce 时 ，(b) 中 计算 的 方差 趋 于 0， 
那么 当 工 趋 于 ce 时 ， 实 际 上 >y(0) 将 趋 
Fy» B 


Ce 


VY 


这 就 是 这 里 想 要 的 。 对 于 下 面 的 哪个 
Ca), 在 全 趋 于 co 时 ,在 (b) 中 计算 的 
方差 趋 于 0? 
G) Ca (=e I"; 
Gi) Ca D =el 十 A， 其 中 人 为 一 

个 正 的 常数 ; 
Gii) COs TT 
(iv) Ca (r) =cos(r) 

在 工 趋 于 co 时 方差 oo 是 否 趋 于 
0 可 以 经 常 仅 由 协 方差 Ca (r+) 的 近似 
信息 决定 。 在 问题 的 开始 声明 协 方差 
未 知 。 实 际 上 你 可 能 得 到 足够 的 检查 
上 述 条 件 的 近似 信息 (比如 ， 随 |z| 的 
衰减 速度 的 边界 )。 

这 个 问题 在 DT WSS 过 程 的 情况 
下 可 能 已 经 有 所 描述 ， 那 么 你 可 能 已 
经 把 它 的 结论 看 作 相关 过 程 ln) t 
况 下 ( 弱 ) 大 数 定律 的 概括 ， 而 前 面 遇 
到 这 个 “定律 ”的 情况 是 独立 同 分 布 
过 程 。 


10. 44 对 本 章 描述 的 下 面 每 个 随机 过 程 的 例子 ， 


确定 该 过 程 是 否 是 二 阶 各 态 历经 的 。 

(a) 随机 相位 的 正弦 函数 a(t) = Acos (an t+ 
0), FE A, w 是 非 零 常数 ，0 是 均匀 
分 布 在 区 间 OOS 27 的 随机 变量 。 

(b) 随机 幅度 和 相位 的 正弦 函数 2 Ct) = 
Acos(wt+0), FE wo 是 非 零 常数 ， 
A 是 均匀 分 布 在 区 间 一 2 委 A 委 2 的 随 
机 变量 ，0 是 均匀 分 布 在 区 间 OSI 
2m 的 随机 变量 。 

(c) 伯 努 利 过 程 xLn]， 在 每 一 个 时 刻 n, 
P(a[n]= 1) = p 
P(a[nJ=—1) = 1— p 

在 每 一 个 时 刻 的 取 值 独立 于 其 
他 时 刻 的 取 值 。 


? (Cd) 随机 电报 波 。 


talá 
lim ar] ,x(a ie. 


T-=co 


第 ]] 章 
功率 谱 密 度 


在 设计 任何 一 个 线性 时 不 变 (LTD) 系 统 时 ， 从 频 域 上 理解 一 个 信号 是 极其 重要 的 。 不 
论 是 通过 一 个 系统 来 提取 、 调 整 或 者 抑制 这 个 信号 。 对 于 这 一 点 ， 在 确定 性 信号 情况 下 是 
很 清楚 的 ， 实 际 上 对 于 随机 信号 情况 下 这 仍然 是 明确 的 。 例 如 ， 为 了 从 干扰 或 噪声 背景 中 
提取 一 个 音频 信号 ， 人 们 就 会 想到 构建 一 个 LTI 滤波 器 ， 对 接收 到 的 信号 进行 音频 分 量 增 
强 ， 同 时 进行 噪声 抑制 。 对 于 滤波 器 特性 的 设计 ， 需 要 理解 音频 和 噪声 分 量 的 频谱 ， 或 者 
说 是 频率 的 分 布 。 由 于 这 个 特定 的 信号 和 噪声 的 波形 通常 是 未 知 的 ， 因 此 ， 常 常 把 它们 看 
作 随 机 过 程 来 进行 建 模 。 

对 于 一 个 广义 平稳 ， 即 WSS 随机 过 程 ， 试 图 找到 一 个 合适 的 频 域 描述 是 很 有 挑战 性 
的 。 对 于 典型 的 广义 平稳 过 程 ， 其 各 个 样本 函数 在 整个 时 间 轴 上 都 存在 ， 在 任何 时 刻 往往 
具有 非 零 的 瞬时 功率 ， 并 在 任意 时 间 间 隔 内 具有 非 零 的 时 间 平 均 功 率 (time-averaged 
power)， 因 此 具有 无 限 大 的 能 量 (infinite energy)。 此 时 这 些 函 数 不 可 能 得 到 普通 的 表现 
良好 的 傅 里 叶 变 换 频率 函数 。 相反 地 ， 每 个 样本 函数 的 变换 得 到 的 是 广义 的 频率 函数 ， 它 
只 能 使 用 频 域 积 分 来 解释 。 与 前 面 第 1 章 中 处 理 有 限 能 量 信 号 的 方法 相 比 较 ， 有 限 能 量 信 
号 具有 零 时 间 平 均 功 率 ， 以 及 表现 良好 的 依 里 叶 变 换 。 此 外 ， 因 为 任何 一 个 广义 平稳 过 程 的 
特定 样本 函数 可 以 看 成 概率 试验 (probabilistic experiment) 的 输出 ， 其 特性 将 表现 为 一 个 随机 
分 量 ， 因 此 ， 有 必要 寻找 代表 整个 样本 函数 类 的 转换 特征 ， 即 随机 过 程 本 身 的 变换 特征 。 

一 个 有 用 的 方法 是 专注 于 信号 功率 的 期 望 在 频率 上 的 分 布 。 信 号 强度 的 测量 非常 适合 
用 广义 平稳 过 程 的 二 阶 矩 特性 来 描述 。11.1 节 讨 论 了 瞬时 功率 期 望 (expected 
instantaneous power) 的 频谱 分 布 。11.2 节 探 讨 了 时 间 平 均 功 率 期 望 (expected time- 
averaged power) 的 频谱 分 布 。11. 2 节 还 给 出 了 爱 因 斯 坦 - 维 纳 - 辛 钦 理论 (Einstein-Wiener- 
Khintchine theorem) ， 它 说 明了 两 个 功率 谱 密 度 (Power Spectral Density，PSD) 概 念 是 相 
同 的 。11. 3 节 讲 述 了 怎样 运用 功率 谱 密度 的 一 些 示 例 。PSD 分 别 在 第 12 章 和 第 13 章 中 
的 信号 估计 和 信和 号 检测 中 扮演 着 重要 角色 。 


11.1 瞬时 功率 期 望 的 频谱 分 布 


这 一 节 将 探讨 CT 系统 的 一 些 细节 概念 ，DT 系统 的 情况 与 之 非常 相近 。 考 虑 到 把 
z(t) 看 作 通 过 一 个 单位 电阻 的 电压 或 电流 激励 ， 那 么 x? (2) 的 数值 就 可 当 作 信号 C) S 
时 功率 。 假 设 x(t) 是 一 个 瞬时 功率 的 期 望 为 有 限 值 的 广义 平稳 过 程 ， 那么 有 Elt a] 
R.(0) 二 oo ， 从 而 可 以 得 到 


EAD] = Rt) = 去 | Se Geddes (11.1) 
HEP, Sa Go) ft BAK BR... (co) AYE BE i BB RACCTFT)., 3X BRIE BK 
AMER EBA. RAPPER, RENFEK RAME. AA AH RA F 
自 变 量 延 迟 r 而 言 是 一 个 实 的 偶 对 称 函 数 ， 即 Ral) SR r), EMA Sa Go) IF w 
也 是 实 的 偶 对 称 函 数 。 尽 管 这 个 事实 可 以 用 来 简化 公式 符号 ， 但 在 这 里 将 继续 使 用 符号 
Sic Ge) ， 避 免 增 加 一 个 符号 约定 ， 并 且 保 持 这 个 量 是 Re (rz) 的 傅 里 叶 变 换 这 个 事实 。 


O 即 傅 里 叶 变 换 域 描述 。 一 一 译 者 注 
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11. 1.1 功率 谱 密 度 
RR Sa (jw) 的 物理 解释 可 以 认为 是 信号 xz(D) 通 过 一 个 理想 的 带 通 滤波 器 得 到 的 结果 ， 
就 像 图 11. 1 所 表明 的 那样 。 这 个 滤波 器 的 频率 响应 H(ijw) 在 通 带 为 数据 1， 在 阻 带 为 数据 0。 
由 于 yO OJ, 输出 CD) 的 瞬时 功率 的 期 望 可 以 解释 为 zx(0) 在 所 选择 的 通 带 上 
所 具有 的 瞬时 功率 的 期 望 。 利 用 如 下 公式 ; 


Sy Go) = | HGo) |? Se Gw) (11. 2) :0—| nw ro 


这 就 是 第 10 章 中 创建 的 式 (10. 72)。 该 瞬时 功 HGo) 
率 的 期 望 可 以 通过 下 式 计 算 = 1 m 
E[y(D]= Ry (0) = + |S» Godu ae bese pet? 1 


=| Sadik (11.3) ， 图 11.1 从 广义 平稳 过 程 中 提取 一 个 频率 带 
2r) ae 宽 的 理想 带 通 滤波 器 
前 面 的 两 个 等 号 是 用 信号 yo) Silas 


720)， 运 用 式 (11. 1) 中 得 到 的 结果 。 与 此 同时 ， 最 后 的 等 号 是 遵循 式 (11. 2)， 以 及 使 用 理 
想 带 通 滤波 器 特性 所 得 出 的 结果 。 因 此 这 个 积分 


>| o dda (11. 4) 
2 区 at 


是 z(D 在 通 带 内 瞬时 功率 的 期 望 值 ， 无 论 通 带 多 么 窗 ， 或 者 它 在 频率 轴 上 的 位 置 是 在 哪 
里 ， 因 此， 考虑 用 Sa (jw) 来 描述 广义 平稳 过 程 zx(D) 分 布 在 某 个 频率 处 的 瞬时 能 量 的 期 户 
大 小 是 合理 的 。 这 就 是 把 广义 平稳 过 程 z() 的 自 相关 函数 的 变换 Sa (jw) 称 为 信号 © CO HI) 
率 谱 密 度 的 原因 。 这 类 似 于 在 第 1 章 中 关于 有 限 能 量 信号 的 能 量 谱 密度 (ESD) 的 定义 由 来 。 

注意 不 管 通 带 多 么 宕 ，y(2 的 瞬时 功率 以 及 由 此 得 到 的 瞬时 功率 的 期 望 ELy C 
非 负 的 ， 对 于 一 个 足够 秦 的 通 带 ， 非 零 值 的 频率 集中 在 中 心 频率 为 土 ww 处、 带宽 为 A 的 
部 分 。 在 通 带 内 的 这 些 频率 点 处 Sa (jw) 是 连续 的 ， 可 以 得 到 


0 < Ely] ÈS Gw) A (11.5) 


类 似 地 ， 如 果 Sa GOE o= 0 时 是 连续 的 ， 那么 对 于 一 个 中 心 频率 为 wo 二 0、 总 带宽 
为 A 的 一 个 窄 的 通 频带 ， 可 以 得 到 


0 < ELy OD] ~ FS GOA (11. 6) 


Wih, Sa (jw) 为 了 遵循 对 于 w 是 实 的 、 偶 对 称 的 函数 ， 这 个 功率 谱 密度 在 所 有 频率 处 应 
该 是 非 负 的 ， 即 
Sa Gw) 宇 0, 对 所 有 w 都 成 立 GORNO, 

同样 ， 这 个 说 法 的 一 个 小 小 推论 是 ， S, (jw) 中 任意 冲 激 也 都 必须 有 正 的 积分 面积 。 

前 面 的 学 习 已 经 建立 了 这 个 理论 : RBM Rz) 是 一 个 广义 平稳 过 程 的 自 相关 函数 ， 
且 Ro) 为 有 限 的 ， 则 它 的 傅 里 时 变换 S(jw) 是 关于 w 实 的 、 偶 对 称 的 非 负 函数 ， 且 它 在 整 
个 频率 轴 上 的 积分 是 有 限 的 。 

反之 ， 也 是 正确 的 : WR S(jw) 是 一 个 关于 w 实 的 、 偶 对 称 的 非 负 函数 ， 且 它 在 整个 
频率 轴 上 的 积分 是 有 限 的 ， 那 么 它 的 反 变 换 R(z) 是 一 个 广义 平稳 过 程 的 自 相 关 函 数 ， 且 
ROAR. 

这 个 理论 结果 的 后 续 推 论 就 是 将 在 11. 3. 2 节 要 描述 的 离散 时 间 的 版 本 。 在 11. 3.2 市 
将 讨论 所 谓 的 模型 滤波 器 ， 其 允许 通过 一 个 指定 的 功率 谱 密度 或 者 自 相关 函数 ， 来 构建 一 
个 随机 过 程 。 事 实 上 ， R(D) 是 一 个 广义 平稳 过 程 的 自 相关 函数 ， 当 且 仅 当 它 的 傅 里 叶 变 换 
S(jo) 是 实 的 、 偶 对 称 的 ， 并 且 是 非 负 的 ， 这 称 为 波切 内 尔 定理 (Bochner”s theorem), 对 
应 的 在 离散 情况 下 的 结论 是 替 尔 格 罗 茨 定理 (Herglotz s theorem) 。 这 一 结果 立马 可 以 显 
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示 ， 例 如 有 一 个 矩形 函数 

Fi) =K>0,|rl<xn 和 = 0; |r| > tro (11. 8) 
它 就 不 能 成 为 一 个 广义 平稳 过 程 的 自 相 关 函 数 ， 因 为 它 的 变换 G(jw) 是 一 个 sinc 函数 ， 因 
此 对 一 定 范围 内 的 wo 一 定 是 负数 的 。 而 另 一 方面 ， 比 如 一 个 三 角 函 数 : 


F@) 一 1 一 下 ,cl<a no, le (1.9) 
0 


它 就 是 一 个 有 效 的 自 相关 函数 ， 因 为 它 的 变换 是 一 个 sinc 函数 的 平方 ， 因 此 满足 是 实 的 、 
偶 对 称 的 且 非 负 的 条 件 。 
因为 功率 谱 密度 Sa (jw) 是 自 相关 函数 的 健 里 叶 变换 ， 所 以 对 自 相关 函数 的 拉 普 拉 斯 
变换 取 一 个 名 字 是 有 用 的 ， 在 这 里 将 把 S|. (s) 称 为 复数 功率 谱 密 度 (complex PSD). 
一 个 正弦 随机 过 程 的 功率 谱 密度 
一 个 正弦 随机 过 程 
X(t) = Asin(wot +0) E14. 10) 
有 一 个 特征 频率 w。， 但 是 它 的 振幅 A 和 相位 角 日 是 独立 的 随机 变量 ,并且 @ 均 与 分 布 在 
[一 x*，x] 上 。 在 例 10.5 中 已 经 说 明了 它 为 广义 平稳 信和 号， 均值 为 0， 以 及 自 相关 函数 
如 下 所 示 。 
Ca GI = HA 
在 例 10.5 中 定义 的 义 (t) 实 际 上 写成 了 一 个 余弦 而 非 正弦 ， 但 是 将 在 那里 运用 的 推导 
方法 代 到 本 例 中 ， 并 进行 小 小 的 修改 ,同样 会 产生 相同 的 结论 。 对 应 的 功率 谱 密 度 是 
式 (11. 11) 中 给 出 的 自 相关 函数 Ryx OMB BRR 
Sxx Ga) = see BELA’) (564 — an) + dw + wo )) CId: I2) 
因此 ， 正 如 可 预期 的 那样 ， sae ee ils 即 在 土 wo。 处 ， 
并 且 相 应 的 冲 激 强 度 正 比 于 振幅 信号 的 二 阶 矩 ELA?]。 
这 个 例子 可 以 在 各 个 方向 上 推广 。 作 为 例子 ， 考 虑 正弦 函数 的 和 
X(t) = SJAisin(wit + @;) (11. 13) 
它 的 特征 频率 为 w， 但 是 幅度 A; 和 相位 角 Bi 对 于 每 个 是 独立 的 随机 变量 ， 每 个 @i 4 
匀 分 布 在 [一 r，x] 上 ， 并 且 要 么 设 定 每 两 个 幅度 值 {A;} 是 两 两 正 交 的 ， 即 对 于 zi 天 7) 有 
EL[LA;A;] 二 0， 要 么 设 定 {8;} 是 两 两 独立 的 。 经 过 例 10.5 中 相似 的 计算 可 以 得 到 


cos(wot) = Rxx (r) Cel D e 





2 
Rxx (r) = a FLA or) Cie 14) 
Rxx (7) 的 连续 时 间 傅 里 叶 变 换 是 对 应 的 功率 谱 密 度 : 
Sxx Gw) = F DETA Ow — wi) + dw + w:)) (11. 15) 
: < 


例 11. 1 推出 了 一 个 离散 的 频率 谱 线 ， 或 者 叫 作 线 谱 ， 其 反映 了 该 随机 过 程 是 通过 一 
个 离散 的 正弦 集 构建 的 事实 。 与 此 相反 ， 下 面 的 一 个 例子 有 一 个 连续 频率 谱 ， 即 反应 在 频 
带 上 所 有 频率 处 的 功率 谱 。 

指数 相关 过 程 的 功率 谱 密 度 

考虑 一 个 连续 时 间 广 义 平稳 过 程 z(t) 有 自 相关 函数 

RD =e", a>0 (11. 16) 

例 10.7 中 的 随机 电报 波形 的 自 相 关 函 数 就 是 这 种 形式 ， 对 应 有 a 二 24， 其 中 4 代表 了 
在 电 平 士 1 之 间 的 泊 松 开关 速率 。 在 这 种 情况 下 ， 循 环 周 期 长 度 的 期 望 就 是 2/A4， 它 揭示 
了 开关 频率 为 
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一 2x na 
Wh a (11.17) 
这 粗略 地 说 明了 感 兴趣 的 频率 范围 。R。(r) 的 连续 时 间 全 里 叶 变 换 是 这 个 过 程 的 功率 谱 密 


度 ， 写 为 


Saju). = (11. 18) 


2a 
w +a 
在 图 11.2 H EHT BS, (jw) 在 a 二 6 的 情况 ， 其 中 标 出 了 对 应 于 m 王 ro/2 王 3x 和 一 am 
的 频 点 。 


025 
ve 02 
A 0.15 

0.1 

0.05 PI z 

a ddd eo ee AS i015 
频率 (w) 
图 11.2 在 a=6 的 情况 下 ， 一 个 有 着 指数 自 相关 Rxx (7) 二 e “1"| 的 广义 平稳 过 程 的 功率 谱 密度 本 
11.1.2 波动 谱 密 度 


一 个 广义 平稳 过 程 z(t) 的 自 相 关 函 数 Ci Cr) ， 同 样 是 广义 平稳 过 程 co p, 的 自 相 
SRM. cO—p, 代表 了 过 程 zx(GD 相 对 于 均值 x, 上 的 偏差 ， 或 者 是 均值 上 的 波动 。 下 面 
将 给 出 C (7) 的 连续 信里 叶 变 换 ， 它 同样 是 一 个 功率 谱 密 度 ， 在 第 10 章 中 用 D Geo) RR 
示 ， 但 是 它 表示 的 是 一 个 随机 过 程 波动 的 瞬时 功率 的 期 望 在 频率 上 的 分 布 情况 。 因此 ， 应 
当 将 Da Gw) 作 为 过 程 x(t) 的 波动 谱 密 度 ， 简 称 FSD(Fluctuation Spectral Density) 。 就 像 
在 推导 Sa (jw) 的 时 候 一 样 ， 可 以 推导 出 其 限制 条 件 


Dix (jw) > 0 (11.19) 
基于 此 可 立即 推 证 出 一 个 不 等 式 ， 就 是 在 第 10 章 中 已 经 推导 出 来 的 
KONCE (0) (11. 20) 


它 是 由 下 面 的 关系 得 到 的 
(Ca © = Lif” Da Gude dal < È | | Da Code™ | de 


=z]. eh Su, (0? (11.21) 
chs. 

均值 各 态 历经 的 条 件 

本 例 推导 一 个 广义 平稳 过 程 z(t) 的 均值 具有 各 态 历 经 的 时 域 和 频 域 条 件 。 这 里 所 谓 均 
值 各 态 历 经 ， 即 对 于 一 个 样本 函数 时 间 平 均 ， 将 收敛 到 总 体 的 平均 po 特别 地 ， 考 虑 一 个 
稳定 LTI 系 统 ， 它 的 冲 激 响 应 为 


AD = ses It| 二 T 和 二 0,t 取 其 他 什 (11. 22) 


wR z(t) 是 这 个 系统 的 输入 ， 从 而 根据 第 10 章 的 内 容 ， 它 的 输出 y( 直 同样 是 一 个 广 
义 平稳 的 ， 其 均值 为 
pr [pwd =p, (11. 23) 


其 自 相 关 函 数 为 
C, (rc) = Ru (x) * Cy (2) (11. 24) 
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其 中 ，R, Cr) 是 式 (11.22) 所 给 出 的 冲 激 响应 的 自 确 定性 相关 函数 。 这 个 确定 性 的 自 相 关 
函数 是 一 个 三 角 脉 冲 ， 它 在 原点 处 的 高 度 为 1/(2T)， 并 在 两 端 线性 递减 4|r|=2T 时 
递减 为 0。 

输出 y(t) t=0 时 有 


Ed 
y (0y = af rdv C. 25) 


显然 它 就 是 过 程 x(t) 在 长 度 为 2 了 TT 时间 窗 上 的 时 间 平 均 计 算 。 这 个 时 间 平 均 的 期 望 值 
是 了 Hy(0)] 二 jp, 二 px,， 也 就 是 所 感 兴趣 的 总 体 平均 j,。 这 个 时 间 平 均 的 相关 方差 是 Var{y(0)} 三 
Cw (0)。 使 用 A(z) 来 表示 一 个 三 角 脉冲 ， 它 在 原点 处 的 高 度 为 1/(2T)， 并 在 两 端 线性 兹 减 ， 
在 |t| 二 2 本 处 递减 为 0。 因 此 可 以 利用 式 (11.24) 写 出 


j 
Var{y(0)} E0) = | AOC de (11. 26) 


在 T>co 时 ，Zz(t) 的 时 间 平 均 将 趋向 于 它 的 期 望 值 ， 即 jy,， 当 和 且 仅 当 式 (11. 26) 中 
的 变量 在 T->ce 时 趋 近 于 0( 收 敛 到 期 望 值 将 导致 方差 变 到 0， 这 种 收敛 就 称 为 均 方 收敛 
到 期 望 值 )。 通 过 使 用 式 (11. 26) 右 边 中 的 Cs. (Cr) 来 替代 检查 在 T OH EFF Cp (0) 一 
0。 对 于 任何 指定 的 Ce (tr)， 这 个 条 件 可 以 被 明确 地 测试 。 式 (11. 26) 中 的 变量 在 T->co 
时 变 为 0 的 充分 条 件 是 ， 当 >52o 时 C,,(t)->0， 这 意味 着 当 采 样 样 本 越 来 越 远 时 就 越 来 
越 不 相关 。 

为 了 推导 出 均值 各 态 历 经 性 的 频谱 条 件 ， 注 意 式 (11. 26) 中 的 C,,(0) 可 以 被 写 为 


C, (0) = x | Di Godo (11. 27) 
On Jo 
式 (11. 24) 两 边 进行 连续 时 间 伟 里 叶 变 换 ， 可 得 到 
oa de ee (11. 28) 


At, |HGw) |? 是 一 个 频 域 上 的 sine 函数 的 平方 ， 它 在 原点 的 高 度 为 | H(j0)|*==1， 
且 它 的 第 一 个 零点 在 |w| 二 x/T。 因 此 ， 当 Toon, AIH Go) |? 函数 将 更 加 狭窄 地 集 
中 在 原点 附近 ， 且 原点 处 的 函数 值 固定 保持 为 1。 由 此 可 以 推出 式 (11.27) 和 (11.28) 在 
T>on Cy,(0) 一 0， 当 上 且 仅 当 它 的 波动 谱 密 度 Da (jw) 在 w= 二 0 处 没有 冲 激 。 因 此 ， 一 个 
过 程 的 均值 是 各 态 历 经 的 ， 当 且 仅 当 它 的 波动 谱 密度 在 原点 处 没有 冲 激 。 <a 
到 目前 为 止 ， 关 注 点 全 部 集中 在 CT 的 广义 平稳 过 程 ， 而 针对 DT 情况 ,与 之 完全 并 
行 的 结论 就 是 ， 自 相关 函数 Ra [Lm] 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 (DTFT)S,, (e2) 是 关于 2 的 实 
的 、 偶 对 称 的 、 非 负 的 函数 ， 也 就 是 一 个 离散 时 间 过 程 x[nj] 的 功率 谱 密 度 。 类 似 地 ， 
Da (e?) 是 波动 过 程 cin], 的 波动 谱 密 度 。 接 下 来 的 例子 将 展示 如 何 应 用 这 些 离 散 时 间 
过 程 的 结论 。 
HEID 一 个 一 阶 自 相关 过 程 的 功率 谱 密 度 
考虑 一 个 广义 平稳 离散 时 间 过 程 z[n]， 其 均值 为 x,， 自 协 方 差 函 数 为 
Calm] = Colm — 1] + dim] + pdlm+1)) (11. 29) 
显然 这 个 过 程 对 于 相 邻 时 间 的 采样 是 相关 的 ， 相 关系 数 为 po， 但 是 隔 了 两 个 或 多 个 时 
间 的 过 程 采样 就 不 是 相关 的 ， 其 对 应 的 功率 谱 密 度 就 是 这 个 自 协 方差 函数 的 离散 时 间 傅 里 
叶 变 换 ， 可 写 为 
Da (Ce2) = 62 (1 + 2pcos(Q)) (11. 30) 
它 对 所 有 0 是非 负 的 ， 当 上 且 仅 当 |p| 志 0. 5。 同 理 可 知 ， 这 也 是 式 (11.29) 成 为 一 个 自 协 方 
差 函 数 的 条 件 。 
注意 ， 如 果 p 靠近 十 0.5， 可 知 功率 谱 密 度 的 峰值 在 频率 02 二 0 处 ， 但 是 如 果 p HH 
一 0.5, 功 率 谱 密 度 的 峰值 就 在 频率 O=tr 处 。 这 反映 了 一 个 事实 ; 在 相 邻 采样 点 之 间 有 
正 的 协 方差 ， 意味 着 这 些 信号 的 关联 性 为 正 ， 从 而 总 体 上 是 缓慢 变化 的 ; 然而 在 相 邻 采样 
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点 之 间 有 负 的 协 方差 ， 那 就 意味 着 信号 的 关联 方向 在 这 个 时 间 步 到 下 一 个 时 间 步 的 过 程 中 
倾向 于 发 生变 化 。 sa 
在 上 述 例 子 中 ，p=0 这 个 特殊 情况 是 值得 单独 来 处 理 的 ， 下 面 的 例子 对 此 进行 分 析 。 
GED 一 个 独立 同 分 布 过 程 的 功率 谱 密度 
考虑 一 个 独立 同 分 布 过 程 z[n]， 它 在 每 个 时 刻 的 数据 都 是 与 其 他 时 刻 的 数据 相 独 立 
的 ， 其 分 布 用 一 个 均值 为 p 和 方差 为 oz WA BR fxCz) 表 征 。 例 10.6 所 给 出 的 伯 努 利 
过 程 就 是 这 样 一 个 特殊 例子 。 例 如 ， 在 每 个 时 刻 ， 在 [nj] 二 1 处 有 概率 p， 在 z[n] 一 一 1 
处 有 概率 1 一 pp， 并 与 其 他 时 刻 相互 独 立 ， 可 以 推 得 有 ,一 2p 一 1 且 


C= Ex |e SH 1 eps DL = 4p — pp CLES 
这 样 一 个 独立 同 分 布 序列 的 自 协 方差 函数 是 
Calm] = EL(zin+ m] — p) [n] —p l= slm] (11.32) 


Byte mA, LER TRR AAA A YO a 2 He alnm] u, zin] 
MERIN, RTS m 二 0， 上 述 表达 式 描述 的 可 以 简化 为 o 的 定义 表达 式 ， 从 而 这 个 
过 程 的 波动 谱 密 度 是 

Da (e) = o (11. 33) 
它 在 频率 的 整个 范围 内 ， 即 [一 r，z] 内 是 常数 ， 或 者 说 是 平坦 的 。 这 个 独立 同 分 布 过 程 
WK Re 


Relm] = Calm] tgz (11. 34) 
可 推出 这 个 过 程 的 功率 谱 密 度 是 
S,.(e9) o + 2npid(Q) (11.,35) 


这 个 功率 谱 密 度 在 所 有 频率 上 是 常数 ， 除 了 在 Q 一 0 处 有 一 个 冲 激 ， 它 反映 了 这 个 过 
程 的 均值 所 提供 的 功率 。 如 果 均 值 ,一 0， 那么 这 个 功率 谱 密 度 在 整个 频率 范围 [一 x，j 
是 常数 。 

注意 ， 因 为 在 这 个 例子 中 的 结论 是 由 一 阶 矩 和 二 阶 矩 推导 出 来 的 ， 事 实 上 ， 并 不 真正 
要 求 这 个 过 程 是 一 个 独立 同 分 布 的 。 它 需要 满足 的 是 这 个 过 程 在 不 同 的 时 刻 的 数据 是 不 相 
关 的 ， 但 并 不 需要 一 定 要 求 独立 。 4 

离散 时 间 白 过 程 (DT white process) ”前 面 的 例子 给 出 了 一 个 零 均 值 的 、 离散 时 间 广 
义 平稳 过 程 z[n]， 其 数据 满足 跨 时 间 不 相关 ， 有 Ce [mj 一 K6[Lm]， 其 中 K>0, Mela] 
的 功率 谱 密度 在 所 有 频率 处 均 为 常数 值 K。 一 个 具有 这 个 特性 的 广义 平稳 过 程 称 为 是 强度 
为 K 的 白 过 程 (这 里 借用 了 白光 是 所 有 相同 强度 颜色 光 的 混合 物 这 个 概念 )。 一 个 非 白 色 
的 广义 平稳 过 程 称 为 是 有 色 的 。 

反 过 来 描述 仍然 正确 : 一 个 广义 平稳 过 程 z[n] 有 一 个 平坦 的 谱 ， 那 么 它 就 是 零 均值 
的 和 跨 时 间 不 相关 的 。 在 这 里 假设 

S,.(e®) = K>0 (11. 36) 
对 所 有 频率 0 都 成 立 。 其 中 ，K 是 一 个 正常 数 。 它 对 应 的 自 相 关 函 数 是 通过 求解 其 功率 谱 
密度 的 离散 时 间 傅 里 叶 反 变 换 得 到 的 ， 可 以 推出 : 


R,.[m] = Ké[m] (11. 37) 
假设 这 个 过 程 的 均值 是 y,， 从 而 
Calm] = Ralm]—pi = KeLm]— p (11. 38) 
其 对 应 的 离散 时 间 傅 里 叶 变换 为 
D,, (er) = K — 2np2d() (11. 39) 


因为 波动 谱 密度 在 所 有 0 处 是 非 负 的 ， 包 括 在 9 一 0 时 。 显 然 必 须 只 有 在 p, 二 0 这 种 
情况 下 ， 才 能 避免 在 Q=0 时 出 现 负 的 冲 激 。 因 此 ， 这 个 白 过 程 有 着 零 均 值 ， 以 及 它 的 目 
相关 函数 是 C. [mj 二 K6[m]， 即 这 个 过 程 是 跨 时 间 不 相关 的 。 

上 面 得 出 的 用 来 建立 一 个 白 过 程 需要 有 零 均 值 的 论证 ， 同 样 可 以 用 来 说 明 任何 一 个 广 
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义 平稳 过 程 的 功率 谱 密 度 在 Q=0 处 要 求 没有 冲 激 ， 那 它 必 须 对 应 为 一 个 零 均 值 的 过 程 。 
但 反 过 来 描述 不 成 立 ， 因 为 一 个 零 均值 过 程 的 功率 谱 密度 在 Q=0 处 可 能 会 有 冲 激 ， 就 像 
下 面 的 例子 所 展示 的 那样 。 功 率 谱 密 度 在 Q=0 处 有 一 个 冲 激 ， 就 表明 随机 过 程 有 一 个 非 
零 的 均值 ， 当 且 仅 当 在 O=0 时 波动 谱 密 度 中 不 存在 相同 强度 的 冲 激 。 

一 个 功率 谱 密 度 在 Q=0 时 有 冲 激 的 零 均 值 过 程 

假设 x[nj 是 一 个 白 过 程 ， 因 此 它 的 均值 为 0， 以 及 它 的 自 相 关 函 数 Rs [mj] 二 K6[Lmj] 
(K>0), + 

yn] = A+ zla] (11. 40) 

Hh, AZ-AEWEMPRE, HHZAG>O, H4cl-lIFMKA. AKA nh 
均值 仍然 是 0， 且 它 的 自 相关 函数 是 


R yim] = 6, + Ralm] = å + Kô[m] = C,,[m] (11. 41) 

对 应 的 功率 谱 密 度 可 通过 计算 上 述 公 式 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 来 确定 : 
Sp Ce) = 2707.6 (0) + K = Dy (en) (11. 42) 
Ak, Re y[nj 是 零 均 值 的 ， 但 它 的 功率 谱 密 度 在 Q 二 0 时 有 一 个 冲 激 。 < 


上 例 中 的 结果 与 y[a] 不 满足 均值 各 态 历 经 的 事实 相关 ， 尽 管 zLnj 是 满足 均值 各 态 历 
经 的 。y[*] 的 任何 一 个 样本 (一 个 概率 实验 输出 ) 的 时 间 平 均 取 决 于 这 次 样本 对 应 的 随机 变 
量 A 的 特定 值 ， 并 且 对 于 所 有 的 样本 (所 有 的 概率 实验 输出 ) 都 可 能 是 非 零 的 。 因 此 这 个 瞬 
时 功率 的 期 望 值 有 一 个 非 零 的 “DC”， 或 者 说 零 频 分 量 。 由 于 缺乏 均值 的 各 态 历经 ， 所 以 
对 应 的 功率 谱 密 度 D, (Ce2) 在 Q=0 时 就 存在 冲 激 项 。 利 用 例 11. 3 中 的 推导 思路 ， 不 难 推 
出 离散 时 间 情 况 下 的 相应 结果 。 

连续 时 间 白 过 程 (CT white process) ”如 同 离散 时 间 情 况 一 样 ， 对 于 一 个 连续 时 间 的 
广义 平稳 过 程 z(t)， 如 果 它 的 功率 谱 密 度 在 所 有 频率 处 都 是 相同 的 ， 即 Sa Go) = K>0 对 
所 有 的 w 都 成 立 ， 就 称 它 为 强度 为 K 的 白 过程 。 相 应 地 ， 其 自 相 关 函 数 Roel) = Kor). 
然而 ， 式 (11. 1) 在 整个 频率 轴 w 上 的 积分 展示 了 这 种 过 程 的 瞬时 功率 的 期 望 必定 是 无 限 
的 。 因 此 ,一 个 白 的 连续 时 间 过 程 是 不 可 实现 的 ， 并且 不 满足 前 面 已 经 假设 的 条 件 
Ela’? a], 但 它 仍然 是 一 个 有 用 的 假设 ,其 原因 就 像 一 个 冲 激 信号 尽管 是 不 可 实现 
的 ， 但 它 作 为 一 个 假设 在 许多 分 析 领 域 中 都 有 用 。 

一 个 重要 的 广义 平稳 连续 时 间 物 理 过 程 就 是 由 常温 下 电阻 中 电子 的 热 扰 动 所 产生 的 ， 
其 输出 覆盖 到 太 赫 效 范围 内 的 功率 谱 密度 ， 并 在 室温 下 的 确 是 基本 恒定 的 。 这 个 过 程 直 接 
表现 为 一 个 开路 电阻 的 端口 上 的 一 个 波动 电压 ， 并 且 由 J B. Johnson 在 实验 中 观察 发 现 。 
而 在 经 典 物理 上 的 理论 推导 则 是 由 Johnson 在 贝尔 实验 室 的 同事 H. Nyquist 给 出 的 。 对 于 
一 个 电阻 值 为 尺 ， 温 度 为 工 开尔文 度 ， 并 且 用 & 来 表示 玻 耳 效 曼 常数 ， 那 么 这 个 Johnson- 
Nyquist( 约 翰 逊 - 奈 奎 斯 特 ) 噪 声 的 功率 谱 密 度 持 续 到 非常 高 的 频率 下 都 是 平坦 的 ， 数 据 大 
小 为 

Sa Gw) = 2kTR (11. 43) 

在 频率 达到 RT /h 量 级 时 ， 会 出 现 量子 效应 ， 这 个 功率 谱 密 度 在 幅度 上 开始 衰变 。 这 
里 的 是 普 朗 克 常 量 。 

对 于 一 个 相关 的 连续 时 间 随 机 过 程 ， 如 果 它 的 功率 谱 在 频率 轴 上 的 一 个 有 限 区 域 是 非 
零 的 、 平 坦 的 ， 并 且 在 这 个 频率 范围 之 外 都 是 0， 即 对 于 |w| 过 ww 有 Su Gw)=K>0, A 
对 于 |o| 三 ww>0 有 Sa (jio)=0， 则 称 它 为 一 个 带 限 的 白 过 程 ， 其 对 应 的 自 相 关 函 数 是 


和 (11. 44) 


TNT 


11.1.3 互 谱 密度 
当 处 理 关 联 的 两 个 广义 平稳 过 程 x(.) 和 >y(*) 时 ， 第 10 章 介 绍 了 互 谱 密 度 So Go) 和 
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Dy, Gw), DIME HERK R al) = Ry DA Cy (7z) 二 Cy (一 7) 的 仁 里 叶 变 换 。 就 像 
第 10 章 结尾 处 所 展示 的 那样 ， 例 如 在 确定 一 个 输入 为 z(t)、 输 出 为 y() 的 线性 时 不 变 系 
统 的 频率 响应 时 ， 这 些 互 谱 密 度 就 会 出 现 。 它 们 在 通过 一 个 过 程 x(*) 的 量 测 值 来 估计 另 
一 个 过 程 y(，) 的 线性 最 小 均 方 误差 估计 中 ， 同样 是 很 关键 的 ， 就 像 下 一 章 将 展示 给 大 家 
的 维 纳 滤波 器 的 设置 那样 。 下 面 的 例子 用 来 说 明 处 理 关 联 的 两 个 广义 平稳 随机 信号 之 和 ， 
当 需 要 计算 求 和 后 的 谱 密度 时 ， 互 谱 密度 是 怎样 产生 的 。 

两 个 广义 平稳 随机 信号 之 和 的 波动 谱 密度 

假设 一 个 传感器 产生 了 一 个 输出 信号 z(t)， 这 个 输出 信号 与 两 个 关联 的 广义 平稳 信号 
X(t) 和 yORKAWE RAD: 

z(t) = x(t) +ayG@— A) (11. 45) 

信号 z(t) 来 自 于 一 个 源 ， 其 信息 无 衰减 、 无 延迟 地 被 传感器 所 接收 。 而 信号 y(t) 来 自 
于 另 一 个 源 ， 其 信息 被 传感器 有 衰减 a、 有 延 六 A 地 接收 。 

利用 式 (11. 45) 可 得 到 其 期 望 值 的 产生 关系 


pa me, or mye, (11. 46) 
将 这 个 关系 与 式 (11. 45) 相 减 ， 可 得 到 各 自信 号 在 均值 上 的 偏差 关系 。 
Z(t) = F(t) +a YA) (11. 47) 


利用 这 个 表达 式 来 计算 z(t) 的 自 协 方差 函数 ， 如 下 所 示 : 
EEZ +o) FM] = Cer) + el Cy (r +) Ca(r— AH Cay DO = Cor) 
; (11. 48) 
观察 一 下 z(z) 的 自 协 方差 函数 ， 考 虑 到 其 本 身 与 + 无 关 ， 所 以 式 (11.48) 最 后 的 等 式 
就 简化 了 符号 ， 写 成 C- (7)。 
利用 式 (11. 48) 的 连续 时 间 傅 里 叶 变 换 ， 可 立马 证 明 ， 
Da Gw) = Dz (jw) + a Le Day Gw) + e° Da Geo) J + a Dy Gw) 20m (11.49) 








2Rete Dw} 
其 中 ， 最 后 一 个 不 等 号 调用 了 式 (11. 19) 中 所 说 明 的 任何 波动 谱 密 度 都 是 非 负 的 特性 。 本 
一 个 基本 不 等 式 ”前 面 的 例子 能 让 大 家 推导 出 一 个 重要 的 不 等 式 是 用 于 约束 两 个 处 理 
关联 的 广义 平稳 过 程 的 互 波动 谱 密 度 (cross-FSD) 的 。 式 (11. 49) 中 的 不 等 式 对 所 有 a 和 A 
的 值 都 满足 。 这 个 a 的 二 次 表达 式 要 保障 是 非 负 的 ， 那 么 下 面 的 条 件 必须 被 满足 


(Re{e™ Dy Go)? < Da Go) Dy, Gw) (11. 50) 
这 个 不 等 式 左 侧 可 以 取 到 的 最 大 值 | D,, Gw) |*， 因 此 可 得 以 下 基本 不 等 式 
| Dye Gw) |? < Da Gw) Dy, Gw) (11.51) 


这 个 不 等 式 是 对 下 列 不 等 式 的 扩展 ， 这 是 有 关 两 个 随机 变量 X 和 YY 的 一 个 非常 熟悉 

和 相似 的 不 等 式 
ori < CxO yy (11. 52) 

FER, o=o Moy 一 o;s。 这 里 的 相似 性 并 不 让 人 意外 ， 因 为 进入 频 域 中 对 处 理 关 联 的 随 
机 过 程 进 行 分 析 ， 就 是 在 每 个 频 点 处 进行 简单 的 处 理 ， 就 像 处 理 两 个 随机 变量 的 分 析 一 
样 。 这 个 命题 在 下 一 章 中 还 会 出 现 ， 那 将 与 维 纳 滤波 器 相 联 系 。 

前 面 的 推导 给 出 式 (11. 51) 中 的 限制 ， 就 是 函数 Dy, (jw) 成 为 了 两 个 处 理 关 联 的 广义 平 
稳 过 程 zx(.) 和 y(*) 的 互 波动 谱 密 度 的 必要 条 件 。 这 个 限制 也 是 充分 的 ， 有 着 指定 波动 谱 
密度 Da (jw) 和 Dy (jw) 的 过 程 z(*) 和 y(*)， 如 果 满 足 式 (11. 51) 中 的 限制 ， 在 这 个 意义 
上 就 可 以 构建 其 互 波动 谱 密 度 为 De (jw) 的 、 处 理 关 联 的 两 个 平稳 过 程 。 这 个 结论 的 证 明 
列举 在 本 章 的 习题 11. 20 中 。 在 第 12 章 的 相关 内 容 中 会 再 一 次 出 现 类 似 的 结论 ， 特 别 是 
会 在 习题 12. 26 中 出 现 。 
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11.2 时间 平均 的 功率 谱 期 望 和 爱 因 斯 坦 - 维 纳 - 辛 钦 理论 


11.1 节 展 示 了 一 个 广义 平稳 过 程 的 功率 谱 密 度 ， 定 义 为 它 的 自 相关 函数 的 傅 里 叶 变 
换 ， 描 述 了 这 个 过 程 的 瞬时 功率 的 期 望 在 频率 上 的 分 布 。 在 一 个 连续 时 间 过 程 z(?) 的 情况 
下 ， 功 率 谱 密度 是 E[x? (1)] 在 频谱 上 的 分 布 。 如 果 z(2 的 相关 是 各 态 历 经 的 ， 也 就 是 说 
在 评估 相关 性 时 ， 其 时 间 均 值 和 总 体 均 值 几 乎 是 相等 的 ， 此 时 ELz? (2) 在 总 体 成 员 ( 即 所 
有 概率 实验 输出 ) 中 的 平均 就 等 同 于 时 间 平 均 功 率 。 这 暗示 了 一 个 替代 路 线 ， 对 于 一 个 广 
义 平稳 过 程 的 功率 谱 ， 可 以 基于 分 析 时 间 平 均 功 率 的 频谱 分 布 来 得 到 。 在 这 里 推导 的 是 基 
于 连续 时 间 情 况 的 实现 方法 ， 因 为 这 个 符号 书写 起 来 简单 一 些 。 但 是 对 于 离散 时 间 的 广义 
平稳 过 程 情况 ， 其 实现 方法 的 推导 是 非常 相近 的 。 

像 在 本 章 开 始 提 到 的 那样 ， 一 个 广义 平稳 过 程 的 各 个 样本 函数 不 可 能 有 表现 良好 的 傅 
里 叶 变换 。 不 过 用 一 个 有 限时 间 窗 去 截 得 一 个 样本 函数 ， 通 常 都 会 得 到 一 个 有 限 能 量 信 
号 ， 它 就 有 一 个 良好 定义 的 傅 里 时 变换 。 令 rr rO T, T) EJE Aa, 
即 在 范围 (一 TT) 有 zr(t)= 二 x(t)， 在 这 个 范围 之 外 xr(t) 为 0， 即 

xr) = wr(t)z(t) (1135593) 
其 中 ， 窗 函数 wr(z) 定 义 为 在 |t| 二 TT 范围 时 为 1， 其 他 范围 为 0。 用 Xr Gd RAB er OY 
傅 里 叶 变 换 ，1. 3. 2 节 中 的 结果 说 明了 zzr(o 的 能 量 谱 密 度 由 下 式 给 出 : 

Selo) i |* (11. 54) 

回忆 一 下 ， 一 个 信号 的 能 量 谱 密 度 描 述 了 这 个 信号 的 能 量 是 怎样 在 频率 上 分 布 的 。 第 
1 章 的 结果 针对 的 是 确定 信号 情况 ， 因 此 上 面 的 表达 式 应 该 看 作 是 针对 广义 平稳 过 程 的 各 
自 样本 函数 的 运用 。 

式 (11. 54) 中 的 能 量 谱 密度 是 zr (2 的 确定 性 自 相 关 的 傅 里 叶 变 换 ， 正 如 在 第 1 ep e 
对 离散 时 间 情 况 所 建立 的 那样 ， 而 对 于 连续 时 间 情 况 ， 可 用 相同 的 方式 来 推导 。 下 面 给 出 
这 个 关系 的 连续 时 间 傅 里 叶 变 换 对 


co 2 
fe wrla)wrla— xa) xla— 1) daS | Xr Gw) | (11,55) 


EHP, BLA Sh Be as EH BET RE Se AB BR TOEA, AAE kt — ib SC ad 
一 个 信号 ， 对 应 着 它 的 傅 里 叶 变换 会 用 相同 的 因子 进行 缩放 ) 产 生 了 下 面 的 变换 对 : 


y 2 
zF | wrawl —rtr)xla)z(a—rt)da® >T |X7Gw) | (11. 56) 


在 表达 式 右 侧 的 数值 是 通过 一 个 窗 长 度 标准 化 的 能 量 谱 密度 ， 称 为 有 限 持 续 时 间 信 和 号 
zr(t) 的 周期 图 (periodogram)。 与 能 量 谱 密 度 相 关 的 单位 是 “energy/Hz”， 因 此 这 个 周期 
图 的 单位 是 “power/Hz”， 从 而 周期 图 描述 了 对 于 某 个 特定 的 样本 函数 ， 其 时 间 平 均 功 率 
( 即 总 能 量 除 以 总 时 间 ) 是 怎样 在 频率 上 分 布 的 。 

要 将 应 用 在 一 个 样本 函数 的 关系 推广 到 一 个 随机 过 程 整体 ， 必 须 在 样本 函数 整体 上 取 
平均 ， 即 统计 其 期 望 。 利 用 傅 里 叶 变换 的 线性 性 质 ， 一 个 傅 里 叶 变换 的 期 望 值 是 这 个 期 户 
值 的 傅 里 时 变换 ， 因 此 可 以 对 式 (11. 56) 两 端 取 期 望 ， 来 获得 一 个 新 的 依 里 叶 变 换 对 。 将 
左 侧 的 求 期 望 计算 移 到 积分 运算 里 面 而 产生 的 变换 对 如 下 : 


i 2 
"n wrla)wr(a—t)E[xla)x(a— r) |da& 4 E[|XrGw)| J] (11. 57) 


现在 调用 EL[z(a)x(a 一 zt)] 二 R(t) 这 个 事实 ， 它 不 依靠 a， 所 以 可 以 将 自 相关 Ra C) 
移出 到 这 个 积分 外 。 因 此 式 (11. 57) 的 左 侧 变 为 


aa a ir) f wr(a)wr(a —t)da = R,,(DACr) CT, 58) 


其 中 ，A(r) 是 一 个 三 角 冲 激 ， 它 在 原点 处 的 高 度 为 1， 且 线 性 递减 , FE || = 2T 时 递减 为 
0， 就 像 例 11. 3 所 描述 的 那样 ， 并 且 它 是 wr (OE HE AK RRL 2T 所 得 到 的 结果 。 
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前 面 的 推导 步骤 允许 将 式 (11. 57) 中 的 变换 对 写成 : 


Re AGE se EL| XrGe) |*J (11. 59) 
现在 令 工 趋 近 于 co ， 就 得 到 期 望 的 结果 。 
Ra (OS Gow) = lim op ELI Xr Gw) |2] (11. 60) 


当 S,, (jw) 是 一 个 w 的 连续 函数 时 ， 这 个 极限 的 解释 是 最 直接 的 ， 就 像 Ra (r) 是 明显 
可 积分 的 情况 那样 。 式 (11. 60) 揭 示 的 结果 就 是 爱 因 斯 坦 - 维 纳 - 辛 钦 理论 ， 其 在 19 世纪 
30 年 代 由 维 纳 证 明 ， 并 由 辛 钦 独 立 推导 ， 不 过 早 在 1914 年 爱 因 斯 坦 就 提出 来 过 。 它 说 明 
了 功率 谱 密 度 的 确 可 以 用 来 解释 过 程 中 的 平均 时 间 功 率 期 望 的 频谱 分 布 。 

对 上 述 推导 过 程 做 二 点 小 小 改进 ， 可 推出 对 处 理 关联 的 两 个 广义 平稳 过 程 Ce 和 
y(。) 之 间 的 互 谱 密度 的 相同 结果 。 使 用 下 列 相关 的 表达 式 替 代 式 (11. 56)， 有 

L| wowa Dya dae p7Xr(iw¥r(—jw) 1. 6D 

Hert, 7 jo) SEBS yr (1) 二 wr(t)y(t) 的 连续 时 间 伟 里 叶 变 换 。 对 两 端 取 期 望 并 使 
T>, Af AR 


Ry (DeSo Gw) = lim zp ELX r Go) ¥r— jw) ] (11. 62) 


频谱 估计 从 实验 或 仿真 数据 中 估计 Sa Go) R Sy (jw) 的 任务 称 为 频谱 估计 
(spectrum estimation) 。 这 个 话题 很 宽泛 ， 但 是 在 这 儿 有 必要 强调 一 下 使 用 EWK 定理 的 
结论 来 实现 频谱 估计 的 一 个 重要 实现 方法 。 就 Su (jw) 估 计 的 情况 ， 其 基本 思路 是 : 对 
于 精心 挑选 和 固定 工 长 度 的 系列 数据 ， 计 算 在 每 个 不 重 礁 窗 上 的 周期 图 ， 然 后 平均 这 
M 个 结果 ， 以 产生 这 个 功率 谱 密度 的 平均 周期 图 估计 。 这 个 估计 值 将 近似 等 于 这 个 周期 
图 的 期 望 值 ， 即 


1 
z7 ELI XrGw |" (11. 63) 


如 果 各 个 窗 是 充分 不 相关 的 ， 那 么 平均 估计 可 以 将 单个 估计 误差 的 方差 减少 到 1/M。 
接 下 来 就 是 来 分 析 ， 使 用 周期 图 的 期 望 来 近似 感 兴趣 的 功率 谱 密度 ， 这 能 够 近似 到 多 好 的 
程度 。 

为 了 回答 这 个 问题 ， 先 回 到 式 (11. 59), 。 这 个 表达 式 左 侧 的 变换 是 Su (jo) 与 三 角 脉冲 
的 传 里 叶 变 换 sinc 平方 的 频 域 卷 积 ， 因 此 

J EL Xr Gu) |?] = z-Se Go) x siw 

由 此 可 见 ， 周 期 图 的 期 望 值 是 这 个 功率 谱 密度 的 一 个 平滑 ， 或 者 卷 积 后 的 版 本 。 其 
H, SLOG IE AY Dn REE BE sinc 平方 函数 卷 积 得 到 的 结果 。 因 此 ， 周 期 图 的 期 望 值 不 
完全 等 于 这 个 功率 谱 密度 。 

在 式 (11. 64) 中 sinc 平方 函数 的 主 瓣 是 最 大 值 两 端 扩 展 到 士 x/T( 主 瓣 两 边 零点 )， 由 
此 可 以 分 析出 一 个 基于 周期 图 的 谱 估计 的 频率 分 辩 率 能 力 。 对 于 Sa (jo) 中 的 两 个 频谱 尖 
峰 ， 如 果 峰 值 之 间 的 距离 少 于 x/T， 那 么 它们 在 谱 估计 中 将 可 能 不 会 被 认为 是 两 个 分 开 的 
峰值 。 这 个 在 分 辩 率 上 的 限制 也 可 以 通过 这 样 的 观察 来 确认 : 通过 一 个 长 度 为 2T 的 窗 所 
能 检 出 来 的 最 低频 率 谱 分 量 ， 必 须要 求 这 个 窗 内 提供 一 个 周期 的 有 效 数据 。 显 然 这 个 周期 
对 应 于 一 个 频率 wm 一 r/T。 . 

对 于 一 个 已 固定 的 工 ， 此 时 可 以 通过 仔细 选择 除 矩 形 窗 wwr(2) 以 外 的 其 他 类 型 的 窗 ， 
来 提高 性 能 。 在 时 域 中 窗 的 边缘 下 降 得 越 不 陡峭 ， 频 域 上 频谱 的 滚 降 截 止 就 越 陡峭 。 当 使 
用 那 种 圆锥 形 的 窗 时 ， 可 以 通过 将 M 个 窗 进 行 少许 重叠 来 使 用 ， 此 时 能 更 有 效 地 使 用 所 


(11. 64) 


第 11 章 功率 谱 密 度 257 


获得 的 数据 ， 并 由 此 减 小 噪声 方差 。 一 个 广泛 使 用 的 且 利 用 圆锥 形 重 又 窗 的 算法 就 是 韦 尔 
奇 方法 (Welch method， 是 为 离散 情况 开发 的 方法 ) 。 除 这 些 方法 之 外 ， 要 获得 更 高 的 分 
辩 率 需要 选择 一 个 更 长 的 窗 ， 即 更 大 的 T., 

注意 到 在 极限 T->ce 时 ， 式 (11.64) 中 的 sine 平方 函数 表现 为 一 个 冲 激 ， 这 是 很 有 趣 
的 。 精 确 的 公式 表达 为 
1 2 sin? (wT) 

T=% 2 or 

因为 当 Toot, Sa Gw) * lw) =S., Go), MA EWK 理论 可 以 基于 式 (11. 64) HES 
出 来 。 这 可 能 与 前 面 所 讲 的 由 式 (11. 59) 描 述 的 EWK 理论 推导 稍 有 不 同 。 

基于 一 个 类 似 的 处 理 过 程 ， 可 以 得 到 互 谱 密度 Sa (jo) 的 估计 值 。 但 是 现在 ， 这 里 可 


以 通过 对 5X7(jw)Y7( 一 j) 取 平均 值 ， 来 近似 式 (11. 62) 中 的 期 望 值 。 


经 过 类 似 的 处 理 ， 可 以 得 到 上 述 所 有 结果 的 离散 时 间 版 本 ， 因 此 在 这 里 就 不 详细 叙述 
了 。 不 过 ， 接 下 来 的 例子 展示 了 离散 情况 是 怎样 运用 (这 些 结果 ) 的 。 

对 于 一 个 土 1 的 伯 努 利 过 程 的 周期 图 平均 

例 11.5 建立 了 一 个 伯 努 利 过 程 ， 其 在 每 个 时 刻 以 相等 概率 取 值 为 十 1， 某 个 时 刻 的 什 
与 其 他 时 刻 的 值 是 相互 独立 的 ， 并 且 在 每 个 时 刻 有 均值 太一 0 和 方差 中 二 1。 此 外 ， 它 有 
一 个 平坦 的 功率 谱 密度 。 对 于 此 情况 ， 有 

Sa (e) =e =1 (11. 66) 

尽管 在 这 种 简单 情况 下 可 以 直接 进行 分 析 ， 但 对 于 一 些 复杂 情况 ， 比 如 像 例 11.5 那 
样 的 情况 ， 直 接 分 析 可 能 不 行 。 对 于 复杂 过 程 ， 实 际 情况 是 可 能 仅 有 一 些 量 测 值 ， 或 者 是 
需要 使 用 一 个 仿真 器 来 产生 这 个 过 程 的 样本 函数 ， 在 这 些 情 况 下 ， 这 个 过 程 的 功率 谱 密度 
的 估计 值 就 可 能 只 能 通过 周期 图 取 平均 的 方式 来 得 到 。 对 于 前 面 伯 努 利 独立 同 分 布 过 程 的 
例子 ， 这 个 过 程 的 仿真 是 非常 简单 的 。 

在 图 11.3 中 ， 第 1 行 的 每 个 曲线 图 展示 的 是 窗 长 度 为 50 的 周期 图 ， 没 有 取 平 均 ( 因 
此 M==1)， 是 通过 运行 一 个 仿真 独立 计算 出 4 个 独立 且 不 同 的 数据 段 。 这 些 曲线 图 展示 了 
从 一 段 数据 到 另 一 段 数据 的 分 析 结 果 如 何不 同 ， 因 为 它们 是 随机 变化 的 。 尝 试 把 这 些 曲线 
中 的 任何 特殊 峰值 解释 为 关于 这 个 过 程 的 根本 性 东西 的 指示 ， 那 都 可 能 是 错误 的 。 对 于 每 
一 种 情况 ， 其 纵 轴 方 向 扩展 的 数值 反映 了 在 周期 图 估计 中 的 标准 偏差 ( 即 方差 的 平方 根 )。 
作为 频率 DO 的 函数 ， 周 期 图 波形 的 变量 (variation) 是 与 选择 的 平滑 期 望 值 的 窗 相 当 的 。 对 
于 一 个 长 为 50 的 窗 ， 周 期 图 波形 的 变量 以 x/50 为 刻度 变化 。 

图 11.3 中 的 第 2 行 曲线 图 展示 了 对 于 窗 长 为 50 和 200 的 周期 图 ， 但 是 用 了 M=4 重 
县 窗 的 平均 。 在 这 两 种 情况 下 方差 会 减少 到 1/4， 也 就 是 说 会 让 标准 差 减 少 到 1/2。 对 于 
两 种 长 度 的 窗 ， 纵 轴 上 值 的 扩展 程度 是 类 似 的 ， 因 为 它们 有 相同 的 值 M。 并 且 正 如 预计 的 
那样 ， 可 以 看 到 这 个 值 的 扩展 只 是 第 一 行 图 形 中 的 一 半 。 这 两 个 窗 长 度 的 差异 是 针对 Q 上 
周期 图 波形 的 变量 : 对 于 较 短 的 窗 ( 窗 长 为 50 的 ) 是 以 x/50 为 刻度 变化 的 ; 对 于 较 长 的 窗 
( 窗 长 为 200 的 ) 是 x/200 为 刻度 变化 的 。 这 反映 了 较 长 的 窗 可 以 获得 在 Q 上 更 好 的 理解 
(也 就 是 频率 分 辩 率 )。 

最 底 行 重复 了 第 2 行 的 实验 ， 但 是 在 实现 上 进行 了 M=16 个 窗 的 平均 ， 这 与 原始 的 
独立 周期 图 情况 相 比 ， 减 少 到 了 1/4 标准 差 。 

在 这 些 不 同 的 曲线 图 中 发 现 的 行为 与 前 面 基于 EWK 理论 结果 的 谱 估 计 讨 论 是 一 
致 的 。 
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M=1, T=50 
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图 11.3 ”利用 周期 图 平均 法 对 一 个 士 1 的 伯 努 利 过 程 的 功率 谱 密度 进行 谱 估计 。 第 1 行 中 的 几 个 曲 
线 图 展示 了 窗 长 为 50 的 每 个 独立 的 周期 图 ， 这 是 用 一 个 仿真 程序 运行 的 不 同 数据 段 的 处 
理 。 第 2 行 的 曲线 图 展示 了 对 于 窗 长 分 别 为 50 和 200 的 周期 图 ， 但 是 进行 了 M 一 4 个 窗 的 
平均 。 最 下 面 一 行 重复 了 第 2 行 的 实验 ， 但 是 进行 了 M=16 个 窗 的 平均 。 所 有 的 曲线 都 在 
频率 范围 L0，2xj] 上 的 < 


11.3 应 用 


本 节 将 给 出 一 些 设 定 的 额外 例子 ， 在 这 些 例子 中 ，PSD 提供 了 有 用 的 分 析 或 者 是 计算 
工具 ， 以 及 洞察 能 力 。 
11.3.1 揭示 循环 分 量 

PSD 计算 的 一 个 重要 的 应 用 就 是 揭示 循环 行为 的 存在 ， 它 与 PSD 出 现 的 峰值 相关 联 。 
接 下 来 给 出 来 源 于 生物 医药 信号 过 程 的 例子 ， 也 是 这 类 观察 的 代表 。 

心脏 心率 变化 

图 11. 4a 展示 了 一 个 心电图 记录 (electrocardiogram，ECG)， 这 是 一 位 正在 休息 的 正 
常人 的 心 电 信和 号。 定义 一 个 人 的 心跳 (heartbeat) 为 连续 尺 波 之 间 的 间隔 。R 波 是 心电图 
记录 中 那些 高 高 的 尖峰 ， 它 是 由 心脏 心室 每 一 次 按 节拍 收缩 致使 电极 产生 的 电波 。 计 算 
心跳 持续 时 间 的 倒数 ， 可 得 到 以 每 秒 多 少 次 心跳 为 单位 的 瞬时 心率 (HR)， 这 让 人 联想 
到 心跳 是 与 所 有 时 间 点 有 关 的 。 倒 数 计算 产生 了 分 段 常 数 的 HR 信号 ce), WA 11. 4b 
所 示 。 

对 于 PSD 度 估 计 ， 可 以 通过 对 信号 w() 进 行 采样 来 得 到 一 个 离散 时 间 信 和 号， 采样 率 
至 少 与 数据 中 的 最 快 的 心率 相等 ， 因 此 定义 这 个 离散 信号 x[nj 二 xCnT)， 要 求 在 一 次 心跳 
至 少 有 一 个 数据 。 这 里 的 荆 在 数据 记录 中 是 最 小 的 心跳 持续 时 间 ， 或 类 似 地 ，1/ 丁 是 数据 
记录 中 最 快 的 心率 。 对 于 这 个 数据 的 合理 选择 是 以 2Hz 对 xz(t) 进 行 采样 。 为 了 避免 混蛋 
效应 ， 在 采样 之 前 ，x(t) 事 实 上 应 该 通过 一 个 初步 滤波 操作 来 带 限 信号 的 频率 ， 使 得 信号 
频率 低 于 1/2T。 或 者 也 可 以 考虑 ， 一 开始 使 用 一 个 可 接受 的 高 的 采样 率 来 采样 信号 x(1)， 
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图 11.4 在 呼吸 频率 处 的 强 的 峰值 ， 以 及 在 呼吸 循环 过 程 中 ， 心 率 的 系 
统 变化 


这 时 候 的 混 释 就 可 以 忽略 不 计 的 ， 例 如 选择 一 个 整数 开交 1 的 采样 频率 K/T， 接 着 通过 合 
适 的 离散 时 间 滤 波 ， 使 这 个 离散 时 间 信 号 带宽 限制 在 1/(2TK)， 在 处 理 完 最 后 输出 之 前 ， 
通过 因子 K 的 降 采 样 率 来 恢复 最 初 需要 的 采样 率 1/ 工 。 

为 了 避免 有 “DC” 或 零 频 分 量 主导 了 这 个 PSD， 在 计算 好 每 个 窗 中 的 周期 图 后 ， 可 
以 首先 在 那个 窗 中 减 去 xz[nj] 的 平均 值 ， 来 获得 零 均 值 信 号 TY[n]。 实 际 上 ， 这 里 在 最 后 佑 
计 波 动 谱 密度 D,, (er?)。 这 个 人 [nj 信号 的 PSD 现在 可 以 通过 周期 图 取 平 均 得 到 。 
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图 11. 4c 显示 了 基于 韦 尔 奇 方法 ,使 用 一 个 圆锥 形 窗 而 不 是 一 个 矩形 窗 ， 并 将 这 些 窗 
进行 一 些 交 释 ， 通 过 每 个 窗 50 点 的 4 个 窗 CM 二 4) 取 平均 ， 来 获得 PSD HHI. MR 
上 标记 的 是 从 一 1/(2T) 到 1/(2T)Hz， 而 不 是 从 一 x 到 弧度 ， 以 对 原始 的 连续 时 间 心 率 
信号 做 解释 。 

这 个 PSD 的 一 个 特别 令 人 感 兴趣 的 特征 是 频率 0.166Hz 处 的 峰值 对 应 着 这 个 实验 项 
目 中 的 平均 呼吸 率 。 这 个 峰值 暗示 着 在 一 个 呼吸 周期 的 过 程 中 ,心率 周期 性 地 变换 。 对 于 
从 呼吸 到 心率 耦合 的 生理 解释 ， 涉 及 呼吸 对 填充 和 清空 心脏 的 机 械 效应 ， 以 及 控制 反射 的 
行为 。 这 些 反 射 包括 调节 身体 中 的 血压 ， 甚 至 可 以 通过 调制 心率 ， 来 调节 一 个 单一 呼吸 周 
期 的 时 间 长 短 。 < 


11.3.2 模型 滤波 器 


产生 一 个 单位 强度 离散 时 间 白 过 程 w[L ] 的 样本 函数 是 简单 的 ， 例 如 在 例 11. 5 中 所 描 
述 的 士 1 伯 努 利 过 程 就 是 这 样 一 类 过 程 。 这 在 仿真 随机 系统 和 在 其 他 应 用 中 是 有 用 的 。 然 
而 在 多 种 情况 下 ， 人 们 想 要 的 样本 函数 是 一 个 有 着 指定 均值 K 和 指定 自 协 方差 函数 
Cu[z] 王 Re [zz 一 性 ， 或 者 指定 波动 谱 密度 Doa E) Sa (Ce2) 一 2r08(CO) 的 一 个 有 色 离 
散 时 间 广 义 平稳 过 程 z[ .]。 

构建 这 样 的 一 个 有 色 过 程 ， 一 个 自然 能 想到 的 方式 是 让 一 个 白 过 程 通过 一 个 经 过 合适 
选择 的 稳定 滤波 器 ， 该 滤波 器 的 单位 冲 激 响 应 为 h[nj]， 或 者 频率 响应 为 He), RE ER 
单位 强度 的 白 过 程 ww[ .用 作 这 个 滤波 器 的 输入 ， 在 输出 端 就 能 产生 一 个 零 均 值 广义 平稳 
HAET], CHIRN RREH FRA H: 

Srel L= D,, (&") = HHA = HA] (11. 67) 

st (11. 67) 中 的 第 2 个 等 号 说 明了 所 期 望 的 瓦 (e2) 是 波动 谱 密度 D,, (ea ) 的 频谱 因子 

(factor) ， 正 如 在 第 2 章 中 描述 的 物理 意义 。 这 个 频谱 因子 构成 了 这 个 波动 谱 密度 的 广义 
平方 根 。 

对 于 指定 的 D,. (e?)， 如 果 可 以 选择 出 一 个 合适 的 频率 响应 来 满足 式 (11. 67)， 然 后 
给 这 个 频率 响应 的 滤波 器 加 上 一 个 单位 强度 的 白 噪声 输入 ， 在 这 个 滤波 器 输出 端 就 会 输出 
一 个 过 程 [，] 的 样本 函数 。 在 输出 端 再 添加 上 常数 y,.， 就 可 以 获得 zL*j] 的 一 个 样本 函 
数 ， 并 具有 正确 的 均值 。 因 此 ， 滤 波 器 五 (e2) 称 为 是 模型 滤波 器 (modeling filter) MAM 
型 滤波 器 (shaping filter) ， 因 为 它 刻 画 了 有 色 过 程 的 信号 模型 ， 或 者 说 使 常数 强度 的 白 过 
程 进行 成 型 ， 以 整形 成 为 给 定 的 有 色 过 程 。 

一 个 特定 的 频率 因子 也 (e?) 有 时 候 可 以 通过 验证 法 得 到 ， 或 者 通过 基本 的 计算 得 到 ， 
就 像 下 面 例 11. 10 所 描述 的 那样 。 更 普遍 的 是 利用 Da (e2) 是 实 的 、 偶 对 称 的 且 非 负 的 性 
质 ， 并 且 假设 它 不 包含 冲 激 ， 所 以 说 它 有 一 个 平方 根 VD (es)， 且 同样 是 实 的 、 偶 对 称 
的 且 非 负 的 。 要 保证 该 系统 是 BIBO 稳定 的 ， 这 个 对 应 的 滤波 器 可 能 是 非 因 果 ， 因 为 一 个 
合理 的 、 连 续 的 VD (e”) 往 往 会 限制 在 Q 上 快速 的 变化 。 由 于 第 2 章 展示 了 对 频谱 分 解 和 
全 通 滤波 器 的 讨论 ， 下 面 给 出 对 于 互 (ee) 的 所 有 可 能 选择 的 表达 式 : 

Hl) = Al) /D,, Ce”) (11. 68) 
其 中 ，A(e2) 是 一 个 全 通 滤波 器 的 频率 响应 ， 即 一 个 满足 |A(Ce2) | = 1 的 稳定 的 滤波 器 。 
通过 选择 这 个 全 通 的 参数 ， 来 获得 一 个 描述 应 用 和 实现 所 需要 的 性 能 特性 的 频率 响应 
He), 

如 果 原 始 的 D,. (e?) 在 Q=0 或 者 在 非 零 频 率 组 O= N 处 有 冲 激 ， 那 么 首先 用 前 面 
的 模型 滤波 器 来 产生 对 应 于 D;. (e”?) 的 非 冲 激 部 分 的 过 程 。 再 利用 例 11. 6 中 的 方法 ， 对 这 
个 过 程 添 加 一 个 零 均 值 随机 常数 ， 来 在 Dal) Q=0 处 产生 一 个 合适 的 冲 激 。 类 似 地 ， 
可 以 利用 例 11. 1 所 给 出 的 关于 离散 时 间 情 况 的 方法 ， 在 频率 ASA 处 添加 一 个 随机 相位 
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余弦 ， 来 在 频率 士 Q; 处 的 原始 Di (e”) 中 产生 一 组 冲 激 。 
模型 化 一 个 一 阶 相关 过 程 
假设 需要 产生 一 个 零 均 值 DT 广义 平稳 过 程 z[nj 的 样本 函数 ， 如 在 例 11.4 中 所 描述 
的 ， 它 的 自 协 方 差 函 数 被 指定 为 
Calm] = è (pLm—1j+6Lm]+t plm +1 (11. 69) 
也 就 是 说 ， 该 过 程 在 任何 时 刻 只 在 相 邻 的 时 间 步 长 内 相关 ， 但 超过 这 个 步 长 就 不 相关 。 这 
个 自 协 方差 足够 简单 ， 以 至 于 在 时 域内 可 以 描述 得 很 清楚 。 因 此 首先 在 时 域 进 行 分 析 ， 然 
后 并 行 地 给 出 非常 相近 的 频谱 分 析 。 
过 程 z[n] 是 由 一 个 稳定 的 模型 滤波 器 的 输出 产生 的 ， 这 个 滤波 器 有 单位 冲 激 响应 hle], 
输入 w[n] 为 单位 强度 的 白 过 程 。 显 然 CowLmj 二 6[m]。 利 用 第 10 章 所 推导 的 关系 : 
Gaim] = Rum] (11. 70) 
其 中 ， 表 达 式 右 端 是 h[nj 的 确定 自 相关 。 由 于 Cs[mj 在 m 域 上 仅 有 三 个 值 处 是 非 零 的 ， 
所 以 上 面 的 表达 式 上 暗示 了 ， 可 以 选择 h[nj] 仅 在 两 个 时 刻 处 是 非 零 的 ， 例 如 


h[n] = a[n] + 63[n—1] (11. 71) 
从 而 其 对 应 的 Ry lm lz 
Ry [m] = abds[m — 1] + (a? +6*)d[m] 十 ap8[m + 1] CIT. 72) 
考虑 式 (11. 69) 和 式 (11.70)， 系 数 a Hb 就 必须 满足 
a tb = t, ab = “0 C1173) 


H y a+ +2ab=(a £0)? S0, EAA 142050 K|p|<0.5. ZAARA T 
一 个 模型 滤波 器 的 实现 是 必要 的 ， 早 在 例 11.4 中 就 发 现 了 这 个 约束 。 这 不 是 巧合 ， 这 是 
对 于 相关 频率 谱 密度 的 非 负 性 约束 。 此 外 这 个 约束 也 保证 了 能 找到 一 个 实 的 & 和 2， 同 时 
满足 式 (11.73) 中 的 两 个 关系 。 从 式 (11.73) 可 以 推导 出 


a‘ — a’ + (op)? =0 Gi. 74) 
2 
e ENEE e 35 多 (11. 75) 


2 
总 体 来 说 ， 式 (11. 74) 中 的 a 有 四 个 可 能 的 实数 值 解 ， 然 后 从 式 (11.75) 可 以 得 到 与 之 
对 应 6 的 实数 值 。 多 种 解决 办 法 的 存在 说 明了 h[nj 可 以 有 不 同 选择 来 产生 相同 的 Ra Cm] 
接 下 来 的 频 域 分 析 可 以 证 明 ， 对 于 求 得 的 任何 一 个 解 Lr], 用 一 个 全 通 滤波 器 的 单位 冲 
激 响应 来 卷 积 ， 可 以 产生 出 另外 一 个 h[nj 的 选择 ， 它 将 提供 相同 的 PSD 模型 ， 或 者 整形 
效果 。 
对 于 这 个 例子 的 频谱 讨论 ， 可 以 与 前 面 的 时 域 推导 对 应 来 并 行 分 析 得 到 。 注 意 过 程 
ZX[nj 的 FSD 是 
Da (er) 一 中 (1 十 2pcosGO)) (11. 76) 
有 |p| 志 0.5 的 限制 要 求 。 要 确定 一 个 适当 的 频谱 因子 ， 其 方法 是 通过 FSD 的 复数 形式 来 
计算 。FSD 的 复数 形式 通过 设置 sn 一 = 得 到 。 对 于 这 个 例子 ， 复 数 形式 为 l 
Da (2)= of At ple+z")) = (at bz) (a+ bz") 
= (a? Fy +ab(z+2") (11. 77) 


这 里 ，a 和 6b 同样 需要 满足 表达 式 (11.73)。 因 此 ， 模 型 滤波 器 的 传递 函数 可 以 写 为 

H(z) = A(z)(a bz) (11:78) 
其 中 ，A(z) 是 一 个 (稳定 的 ) 全 通 系 统 的 传递 函数 ， 满 足 A(z)ACz 1) 一 1。 当 A(z) 一 1 时 ， 
这 个 滤波 器 的 单位 冲 激 响应 完全 由 式 (11.71) 确 定 。 对 于 满足 式 (11.73) 的 一 个 特定 的 a 和 
5， 选择 其 他 的 全 通 滤波 器 A(z)， 由 式 (11.78) 将 会 产生 出 式 (11.73) 的 其 他 滤波 器 的 解 。 
选择 形式 为 A(z) 王 =-v 的 全 通 系统 ， 将 会 对 式 (11.71) 中 的 单位 冲 激 响应 版 本 ， 产 生 延 迟 
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442 


(对 于 N>0) 或 产生 超前 (对 于 N<0) 。 这 里 可 能 有 无 穷 多 种 选择 设置 ， 尽 管 其 他 的 情况 将 
可 能 不 再 是 有 限 持 续 时 间 的 单位 冲 激 响 应 。 
图 11. 5a 展示 了 在 p=0.5 这 个 极端 情形 下 ， 两 个 独立 产生 的 伯 努 利 士 1 序列 通过 前 面 
的 模型 滤波 器 ， 得 到 随机 过 程 的 样本 函数 的 情况 。 图 11. 5b 展示 了 po 一 一 0.5 时 随机 过 程 
产生 的 情况 。 这 两 种 情况 下 的 样本 函数 显示 了 例 11.4 最 后 所 提 到 的 期 望 值 。 
1.5 1.5 
1 1 
0.5 0.5 
0 0 
-0.5 -0.5 
Lf af 
0 ao 3040-50-60 15010. 20 30 40 50 60 
a) 对 于 p=0.5 的 情形 ， 两 个 独立 产生 的 伯 努 利 十 1 序列 通过 例 11.10 中 的 
模型 滤波 器 ， 得 到 一 阶 相关 过 程 的 两 个 样本 函数 
1.5 1.5 
1 1 
0.5 0.5 
0 0 
-0.5 -0.5 
| Si 


-1.5 -k5 
0 10 720° 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60 


n n 


b) 对 于 p=-0.5， 重 复 a) WE 
图 11.5 


一 个 DT 广义 平稳 过 程 的 PSD， 即 它 的 自 相关 函数 的 离散 时 间 侍 里 叶 变 换 ， 必 须 是 实 
的 、 偶 对 称 的 且 非 负 的 。 上 述 模型 滤波 器 的 推导 暗示 了 为 什么 会 有 以 下 推论 : 如 果 Se) 
KF 2 是 实 的 、 偶 对 称 的 和 非 负 的 且 周 期 为 2x 的 函数 ， 并 且 它 在 [一 x*，x] 上 的 积分 是 有 
限 的 ， 那 么 它 的 反 变换 RLm] 是 一 个 广义 平稳 过 程 的 自 相 关 函 数 ， 且 有 R[L0] 一 ce 。 这 个 推 
论 简称 为 赫 尔 格 罗 芯 定 理 。 之 前 提 到 过 这 个 结果 的 连续 时 间 版 本 ， 称 为 波切 内 尔 定理 。 对 
于 这 些 结 果 更 仔细 的 陈述 和 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 。 < 
11.3.3 白化 滤波 器 

后 面 的 章节 将 要 讨论 估计 和 检测 问题 。 如 果 这 些 问 题 涉 及 的 随机 过 程 (比如 一 组 量 测 
信和 号) 可 以 用 白 过 程 描述 ， 即 用 一 个 平坦 的 功率 谱 密 度 来 描述 ， 那 么 就 可 以 相对 轻松 地 用 
公式 来 表达 、 分 析 和 求解 。 当 涉及 的 随机 过 程 不 是 白 过 程 而 是 有 色 的 ， 如 果 有 色 过 程 能 符 
合 下 列 情形 之 一 ， 那 么 通常 也 可 以 使 用 从 在 白色 情形 下 获得 的 结果 来 进行 适当 的 处 理 。 

e 这 个 有 色 过 程 能 被 模拟 成 一 个 白 过 程 通过 某 个 线性 时 不 变 模型 滤波 器 (或 者 成 型 滤 

波 器 ) 所 得 到 的 结果 ， 就 像 前 面 小 节 所 提 到 的 那样 。 这 个 模型 滤波 器 对 输入 白 过 程 
成 型 ， 得 到 一 个 具有 给 定 的 有 色 过 程 谱 特性 的 输出 。 
© 通过 一 个 合适 选择 的 线性 时 不 变 滤 波 器 ， 能 将 这 个 有 色 过 程 转换 为 一 个 白 过 程 。 这 
个 滤波 器 将 平滑 输入 的 有 色 过 程 的 谱 特性 ， Vee AS TANEN. 平滑 
的 谱 特性 。 那 样 的 滤波 器 称 为 白化 滤波 器 (whitening filter) 。 

为 了 获得 进行 白化 滤波 器 设计 的 表达 式 ， 假 设 这 个 滤波 器 的 输入 zx[nj 是 一 个 广义 平 
稳 过 程 ， 其 功率 谱 密度 Sa (e?) 是 没有 冲 激 的 ,希望 得 到 的 输出 w[nj 能 变 成 一 个 方差 为 
oz 的 白 过 程 。 因 为 滤波 器 输出 满足 
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Siw (29) = | H(e) |?S.. (en) (11. 79) 
因此 ， 滤 波 占 需 遵 循 
o, 


(11. 80) 
i SCeny) 
这 个 表达 式 说 明了 ， 乘 以 该 线性 时 不 变 白化 滤波 器 的 频率 响应 的 幅度 平方 ， 必 人 然 会 得 


到 一 个 方差 为 于 的 白 输出 。 如 果 功 率 谱 密 度 的 复数 表达 式 Se (z) 是 一 个 合理 = 域 表 达 式 ， 
就 可 以 通过 合适 的 因子 分 解 A (2) (2 ) 来 得 到 Cz), RASS 2 章 所 讨论 的 那样 。 


[有 | 








白化 滤波 器 
为 了 描述 如 何 确定 一 个 白化 滤波 器 ， 假 设 
S (ei) = Š —cos(a) = (1- se) (1—- Fe") (11. 81) 

ATH zz 进行 白化 滤波 ， 需 要 一 个 稳定 的 线性 时 不 变 滤 波 器 

| H(e%) |? = i : ; (11. 82) 

t+ AYR ser] 
或 等 价 地 表示 为 
BQH”) = 1 (11. 83) 


为 了 产生 一 个 广义 平稳 输出 ， 这 个 滤波 器 要 限制 为 是 稳定 的 。 在 这 里 ， 顾 (z) 的 一 个 
选择 结果 由 下 列表 达 式 给 出 ， 收 和 敛 域 为 |z| 二 1/2， 它 是 一 个 因果 滤波 器 。 


1 
H(z) = Loe 
1-32 
实际 的 白化 滤波 器 系统 函数 可 以 通过 HDRVNEMABAAKARABRKRAQDAZAF 
到 ， 全 通 系 统 的 系统 函数 满足 A(z)A(z 1) 王 1。 因 为 |ACe2)|: 王 1， 这 样 会 产生 相同 的 白 
色 效 果 。 < 
11.3.4 带 限 随机 过 程 的 采样 
如 果 一 个 广义 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密 度 是 带 限 的 ， 即 在 一 些 有 限 频 带 外 ， 它 的 功率 
谱 密 度 值 为 0， 就 称 为 是 带 限 的 过 程 。 对 于 带 限 的 确定 性 信号 ， 可 以 通过 以 不 低 于 奈 奎 斯 
特 率 的 采样 率 来 采样 ， 以 及 准确 地 恢复 这 个 信号 。 经 过 适当 的 理解 ， 就 像 下 面 所 描述 的 那 
样 ， 也 可 以 得 到 一 个 针对 带 限 过 程 的 类 似 的 结论 。 
ABUSE ae PE BE A Va) SO Re BL BE oe.) A OE POR, (tr)， 其 对 应 的 功率 谱 密 
FES... (jw) 为 限制 在 |w| 二 x/T 范 围 内 有 值 ， 即 
S. 2 Gw) = 0 š lol >F (11. 85) 
对 该 过 程 进行 采样 得 到 离散 时 间 情 况 下 的 过 程 xzLnj] 二 x.(nT)， 并 且 应 该 很 容易 理解 ， 
sin] tE SOF RM. JPA BAK PHAR... [m]=R,.,, (mT). 


就 像 在 确定 性 信和 号 分 析 的 那样 ， 从 离散 时 间 采 样 样本 进行 重 构 ， 得 到 的 连续 时 间 信 和 号 
定义 为 





(11. 84) 


x A sin(x(t — nT )/T) 
yet) = 2 [一 (11. 86) 
接着 利用 在 随机 情况 下 的 采样 理论 ， 可 以 证 实 2 OAM y OLARA OO, BD 
E{(z.(t) — y(t) ¥ )=.0 (11. 87) 


换 句 话说 ， 对 于 原始 信号 与 从 它 的 采样 信号 重 构 的 信号 的 差 值 ， 其 功率 的 期 望 为 零 。 
这 个 结果 的 一 个 证 明 列 在 了 习题 11. 21 中 。 
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11.4 延伸 阅读 


第 7 章 和 第 10 章 的 最 后 有 几 篇 关于 广义 平稳 过 程 细节 内 容 的 参考 文献 ， 建议 读者 进 
行 延伸 阅读 ， 其 中 ,包括 通过 功率 谱 密度 来 获得 的 频 域 特性 。 可 以 在 [Dav] 和 [Leej] 的 文献 
中 看 到 在 工程 上 进行 频谱 处 理 的 入 门 知识 。 而 在 [Jen][LKay4][Koo][Ma2][Mar]LPer] 
[Por] 和 [Sto] 等 人 的 文章 中 主要 致力 于 对 广义 平稳 过 程 谱 分 析 的 学 习 和 应 用 。 本 章 所 列 出 
的 、 经 典 的 、 基于 周期 图 法 的 功率 谱 密 度 估计 算法 是 一 个 非 参 数 解 决 问题 的 基本 方法 。 而 
与 之 相对 应 的 参数 方法 ， 其 典型 的 模型 滤波 器 方法 ， 旨 在 直接 确定 对 于 感 兴趣 的 广义 平稳 
过 程 的 模型 滤波 器 的 参数 ， 通过 利用 模型 滤波 器 产生 随机 过 程 的 样本 函数 。 可 以 假设 模型 
滤波 来 源 于 一 些 特殊 的 参数 模型 家 族 的 设计 ， 例如 自 回 归 模 型 (Autoregression Model， 
AM), ， 并 且 选 取 它 的 参数 以 满足 最 小 化 某 个 成 本 函数 ， 这 个 成 本 函数 评估 了 性 能 好 坏 。 通 
过 观测 输出 的 过 程 样本 函数 数据 ， 可 以 不 断 修正 模型 滤波 器 的 参数 。 不 论 是 参数 方法 ， 还 
是 非 参数 方法 ， 上 述 的 参考 文献 都 有 论述 。 


习题 
基础 习题 RE m]=—1, 在 其 他 m 值 处 ， 
11.1 (a) 图 P11.1 显示 了 一 个 连续 时 间 广 义 平稳 RLm]=0。 
随机 过 程 z( 四 的 自 相 关 函 数 Ra Ce) KS 11.2 假设 qi (是 由 zx1(*) 通 过 一 个 频率 响应 为 
候选 函数 。 对 于 每 一 个 候选 函数 1 一 ju 
nits heehee are TRER. q: O 
PHEIL c H AKRA. X r E E 1 — 
和 个 稳定 滤波 器 系统 得 到 的 。 假 设 x C+) 
he id acl zs(，) 都 是 广义 平稳 的 。 请 用 Sa (jw) 表 示 
t | t 互 谱 密度 Sye Go). 
Senki 1 tela ce 11.3 ”假设 w[ 轨 是 一 个 零 均 值 广义 平稳 随机 信 
i 号 ， 有 Cawlm]=o'd(m], MH wLnj 是 一 
i 不 因果 系统 的 输入 ， 这 个 系统 的 输出 满足 ， 
| | yLnj = won]+win—1]+wln—2] 
Sep Oy eee TF 求解 这 个 系统 的 单位 冲 激 响应 h[*]， 并 用 
b) o 表示 出 协 方差 函数 Cy [mj] 和 Cy Em]. 
: RE, A= 对 于 10| 志 x 时 ， 求解 并 
Eo, 画 出 输出 的 功率 谱 密度 Sw (en ) 。 
s 11.4 图 P14 描述 了 一 个 稳定 的 线性 时 不 变 系 
o) 统 ， 其 输入 为 z[n]、 输 出 为 y[n]， 输 入 和 
图 “Pil. 1 输出 为 关联 的 实数 广义 平稳 随机 过 程 ， 对 
(b) 对 于 下 列 的 每 一 个 函数 Rim]. AE 应 的 功率 谱 密 度 为 Su (ern) 和 Sy (P), E 
是 否 可 以 成 为 一 个 离散 时 间 广 义 平稳 谱 密度 为 Ss Ce"). 
随机 过 程 的 自 相关 函数 ， 其 中 m 表示 
FER. 如果 不 可 以 , 解释 为 什么 。 如 x[n] Ate] yin 
果 可 以 ,详细 解释 你 是 怎样 通过 合适 
地 滤波 一 个 在 每 个 时 间 等 概率 取 值 为 | ret 
常数 十 1 或 一 1 的 伯 努 利 过 程 ， 来 得 到 对 于 下 面 的 每 一 种 陈述 ， 判 定 它们 是 否 正 
那个 过 程 的 。 确 ， 并 给 出 你 的 理由 。 
G) xt m=0, REim]=1; 对 |m|=1， (a) 对 于 0 取 任 何 值 ，S,, (e*) 是 非 零 的 ， 
R[m]= 0.7, 在 其 他 m 值 处 ， 则 Sw (er) 必定 是 非 零 的 。 
R[m]=0. Cb) 对 于 0 取 任 何 值 ，S。 (e?) 是 非 零 的 ， 


Gi) 对 m=0，R[mj]=2; X |m|=1, TU So (e?) 必 定 是 非 零 的 。 





IR? 


(c) 对 于 0 取 任 何 值 ，S,, ORE, Ml 
S,,(e?) 必 定 为 零 。 
(d) 互 功率 谱 密 度 Say (e?) 的 实数 部 分 必定 
是 非 负 的 。 
假设 zx(*) 和 y(*) 是 两 个 关联 的 实数 广义 平 
稳 随 机 过 程 。 其 中 ，z( 四 的 自 相关 函数 是 
Ra) =el). 说 明 是 否 可 以 找到 一 个 
y( 四 满足 互 功率 谱 密 度 Sy Go), OM 
图 Pll.5 所 示 。 注 意 幅 度 在 ww 二 1 时 
j= V 一 1。 如 果 你 的 答案 是 不 可 以 ,解释 为 
什么 。 如 果 你 的 答案 是 可 以 , 说 明 你 怎样 
确定 或 构建 ya). 


S,, (ja) 





Al. P11.5 


设 z(t) 是 一 个 实数 零 均值 的 广义 平稳 过 程 ， 
其 自 相关 函数 为 R,. (rz)， 它 的 自 相 关 的 傅 里 
叶 变 换 是 功率 谱 密度 ， 为 Sa (jw)。 假 设 x(t) 
经 过 如 图 P11.6 所 示 的 一 对 稳定 的 LTI 系统 
进行 处 理 ， 假 设 它们 的 冲 激 响应 是 已 知 的 。 


y ð 


yz) 


P11. 6 


(a) 依据 Ra lr), hi (OD. halt), Se Gow) 
H, (jw) Al He (jw) 的 值得 到 Ry s, Cc) 和 
Sao (7) 的 值 。 

Cb) 证 明 如 果 HiGw) 和 H: (jw) 占 据 着 不 同 
的 频率 带宽 ， 那么 yn C+) A ys(*) 是 不 
FAZER. FE y C+) Al yo Co) FE MAE 
保证 是 统计 独立 的 ? 

假设 广义 平稳 随机 过 程 g[:] 和 ols ASH 

值 和 不 相关 的 。 令 rlin] = gin] t oln]. X 

里 已 经 知道 这 个 和 的 复数 功率 谱 密 度 由 如 

下 表达 式 给 出 : 

=z") 


(-4y0-3 
(1-42) (1 一 去 =!) 


以 及 tm 的 自 相关 函数 是 RLm] 一 了 6[m]。 





Si (2) = 


11.8 


11. 10 
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求 出 Sw (z) 和 Ss (z) 的 值 。 
考虑 一 个 复数 广义 平稳 随机 过 程 zxLzj， 它 
的 复数 域 功 率 谱 密度 为 
(1 一 号 =) (1-42) 
(1=+42) (1 一 二 一 ) 
找到 一 个 白化 滤波 器 互 。(z) 将 过 程 
Zz[w]j 白 化 ， 让 它 变 得 稳定 和 因果 ， 并且 有 
着 稳定 和 因果 的 逆 。 你 的 答案 是 否 是 唯一 
的 稳定 因子 ?如 果 是 ， 解释 为 什么 。 如 果 
不 是 ， 构 建 出 第 二 个 白化 滤波 器 。 
图 P11. 9-1 展示 了 一 个 数字 化 系统 ， 它 的 
输入 zx.() 是 一 个 零 均 值 广义 平稳 随机 过 
程 ， 有 着 如 图 P11. 9-2 所 示 的 功率 谱 密 度 。 
假设 图 P11. 9-1 中 的 连续 到 离散 (C/D) 转 换 


系统 是 一 个 理想 的 采样 器 ， 它 的 输出 是 
xaln]=zx.(nT). 


x, (t) xala] 


£ 
fA. PiL 9-1 





SoG) = 


Se (jo) 
1 


—2n x 104 0 2n x 104 
图 P11. 9-2 


(a) 求解 输入 过 程 x. (2) 的 均 方 值 EL oO]. 

Cb) 证 明 Rajeg LM] = Rae, (7) Eite Hit 
上 式 正 确 ， 陈 述 是 否 存在 对 工 的 取 值 
有 任何 限制 ， 如 果 存 在 ， 这 个 限制 是 
什么 ? 


(e) Gi) 对 于 示 = 40kHz， 求解 并 画 出 


Sk Ga 
Gi) 对 于 示 = 15kHz, 求解 并 画 出 
Si. @)! 


ta" 

假设 一 个 因果 线性 时 不 变 离散 系统 的 输入 

输出 关系 如 下 所 示 : 

y[n] = py[n—1]+ wLa] 

对 所 有 的 时 间 n 都 成 立 。 

(a) 这 个 系统 的 单位 冲 激 响应 hLnj 是 什 
么 ，8 满 足 什 么 条 件 将 会 保证 这 个 系 
统 是 稳定 的 ， 即 满足 有 界 输入 和 有 界 
输出 ? 

假设 剩 下 的 问题 满足 你 在 (a) 中 所 
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11. 11 


TI. 12 


确定 的 稳定 性 条 件 。 同 样 ， 假 设 输入 
w[nJ 事 实 上 是 一 个 广义 平稳 过 程 ， 它 
的 功率 谱 密度 Su Ce?) REE TAL BY Hl 
RO, E M>0 的 某 个 值 处 为 常数 。 

Cb) 输入 w[n]j 的 平均 值 py 是 多 少 ? win] 
的 自 相关 函数 Cw [nj 是 什么 ? 

余下 的 问题 用 8 和 M 来 表征 答案 。 

Ce) 求 出 输出 的 功率 谱 密度 Sw (ez )。 假 
Bpo, MERREM |a |< tt, 
什么 频率 使 输出 功率 谱 密度 取得 最 大 
值 和 最 小 值 ， 同 时 找 出 这 些 最 大 值 和 
最 小 值 。 

(d) 使 用 任何 方法 来 确定 C,, [0] 和 Cs[1j， 
其 中 Cw [xm] 表 示 输 出 的 自 协 方差 
函数 。 

Ce) 用 y[3] 来 得 到 yL4j 的 线性 最 小 均 方 误 
差 估计 

4] = cy[3] +d 
请 找到 常数 c Ald 让 均 方 误差 
E[LCyL4] — 504)? ] 
最 小 化 。 同 时 确定 相应 的 均 方 误差 是 
多 少 。 

Cf) 用 y[4] 来 得 到 y[3] 的 线性 最 小 均 方 误 
差 估 计 值 [3]， 以 及 相应 的 方 均值 
误差 。 

(g) 用 所 有 过 去 的 数据 yL&] (x 三 3) 来 求 得 
到 y[4] 的 最 小 均 方 误差 估计 值 ， 并 确 
定 相应 的 均 方 误差 。( 提 示 : 用 所 得 到 
的 LMMSE 估计 ， 接 着 证 明 必 要 的 正 
交 条 件 是 满足 的 。) 

一 个 特定 的 传递 函数 为 H(z) 的 一 阶 系统 ， 

其 输入 是 一 个 单位 冲 激 白 噪声 过 程 wLnj， 

即 一 个 功率 谱 密 度 SL. (O°) = 1 的 过 程 。 

其 对 应 的 输出 y[nj 蚌 一 个 广义 平稳 过 程 ， 

其 功率 谱 密度 为 

i (1— 37!) — 3z) 

Sale TGS ed wD | 

(a) 当 |Q| 志 x 时， 画 出 作为 O 函数 的 功 
率 谱 密 度 。 

(b) 假设 知道 这 个 系统 有 一 个 稳定 的 和 因 
果 的 道 ， 同 样 是 一 阶 的 ， 请 找到 与 这 
个 信息 一 致 的 选择 互 (>) 。 

运用 如 图 P11. 12 所 示 的 一 个 LTI 滤波 器 ， 

要 产生 一 个 指定 自 相 关 函 数 为 Ry Lmj] 的 

广义 平稳 随机 过 程 yLnj]。 


H(z) 
Al PH.12 
方法 是 对 LTI 滤 波 器 输入 一 个 白 的 随机 过 


xin] yln] 


11.13 


11. 14 


程 z[z]， 这 个 过 程 是 零 均 值 的 且 有 自 相关 
函数 
1, m=0 


Relm] = dim] = ms 0 


0.51"! ， 对 应 的 功率 谱 密度 为 


1 


fe Side bea gee A 
1 7° 1 








Sy (82) = 


3 
= 5— kosh 

(a) 确定 下 列 陈述 哪 一 个 是 正确 的 ， 并 解 
释 你 的 原因 。 为 了 获得 想 要 的 yLnj， 
H(z) 必 须 代 表 一 个 
Ci) 稳定 的 最 小 相位 系统 ; 

Gi) 稳定 系统 ， 但 不 需要 是 最 小 相位 ; 
GD 不 需要 是 稳定 或 最 小 相位 系统 。 
(b) 确定 下 列 陈 述 哪 一 个 是 合适 的 ， 并 解 
释 你 的 原因 。 根 据 给 出 的 条 件 中 ， 可 

以 说 ain lA zn +k ](kA0) Ee: 

Ci) 绝对 独立 ， 

GD 绝对 不 独立 ; 

Gii) 可 能 是 独立 的 。 

确定 下 列 陈 述 哪 一 个 是 合适 ， 并 解释 

你 的 原因 。 根 据 给 出 的 条 件 中 ， 可 以 

说 yin JA yin +k ]|RADE: 

G) 绝对 独立 ， 

GD 绝对 不 独立 ; 

GiD 可 能 是 独立 的 。 

(d) 确定 一 个 H(z) (包括 它 的 收敛 区 域 )， 
以 产生 所 希望 的 R,,[mj 的 过 程 yLnj。 

(a) 假设 x(*) 和 xy(*) 是 独立 的 随机 过 程 ， 并 
且 每 个 都 是 广义 平稳 的 。 证 明 z0) = 
ayo RES ORR. 并 且 用 功 
率 谱 密度 Sa CHM Sy (CREPE 
的 功率 谱 密 度 。 

(b) 假设 xz() 是 一 个 广义 平稳 过 程 ， 并 且 
有 y(t) = 二 z(t 一 mr )。 是 否 对 于 所 有 的 工 
都 有 Cy (1) 宇 Cy (1)? 用 Se Go) X 
表示 Sa (jw)。 

一 个 连续 时 间 的 随机 过 程 的 测量 功率 谱 密 

度 被 描述 为 


S(jw) = 


(c 


w 


w +1 

a + 100 

如 果 想 把 这 个 系统 表示 为 一 个 传递 函数 为 
ECs) 的 线性 滤波 器 的 输出 ， 该 滤波 器 的 激 
励 为 一 个 白 噪 声 过 程 w(t)， 其 中 

Suw Go) = 1 
(a) 假设 Hs) RDA, We Hs) 
的 一 个 选择 。 





14.15 


11. 16 


ih Ion EF 


Cb) 假设 Hs) AAL BR h AE BS FR A iE 
的 ， 而 不 是 最 小 相位 。 假 设 同 样 已 知 
A(t) 后 在 1 一 co 时 那样 渐进 衰减 ， 
E4 too, h(t) 大 约 与 e' 成 比例 。 
确定 瓦 (s) 的 一 个 选择 。 

现在 有 一 个 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 ， 在 

区 间 [ 一 x*，x]j 内 ， 它 的 频率 响应 为 H(e?)。 

4(r/4< |A| <r tt HC) H1, 4 

1Q| 志 (x/4) 时 为 0。 换 名 话说 ， 这 个 系统 

函数 是 一 个 理想 的 高 通 滤波 器 ， 输 入 是 一 

个 白 噪声 过 程 win], A E{w*[n]}=10. 

如 果 二 站 表示 系统 的 输出 ， 那 么 Ele Cna] 

是 什么 ? 

对 下 面 每 一 个 部 分 说 法 ， 判 断 其 是 正确 的 

或 错误 的 ， 并 且 给 出 一 个 简要 的 解释 。 

(a) 考虑 一 个 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 
它 的 频率 响应 是 


He) =2, |al<+> 
且 在 区 间 [ 一 x*，wj 的 其 他 地 方 值 为 零 ， 
BI-<|0Q|<w it HA o. AB 


这 个 系统 被 一 个 独立 同 分 布 且 等 概率 
取 值 为 士 1 的 输入 信号 驱动 ， 因 此 这 
个 系统 的 输出 yLn] 有 单位 方差 ， 即 
Sr — te 
(b) 如 果 一 个 广义 平稳 随机 过 程 xLnj] 的 自 

相关 函数 由 下 式 给 出 : 

R; Lm] =éLm] — 0. 3m — 1] 
十 6[m 十 1]) 

那么 这 个 过 程 的 瞬时 功率 的 期 望 在 频率 

上 的 分 布 将 会 在 低频 处 比 高 频 更 集中 。 
考虑 如 图 P11. 17-1 所 示 的 一 个 线性 时 不 
变 系 统 ， 这 里 的 x[nj 是 一 个 均值 为 p= 


1、 方 差 为 必 一 二 的 独立 同 分 布 过 程 。 这 
个 系统 的 冲 激 响应 h[nj 由 图 P11. 17-2 给 
出 。 输 出 yE REMTE =S 
这 个 系统 输入 和 输出 之 间 的 互 谱 S,. (em ) 
是 关于 0 的 实数 函数 。 


x[n] h[*] yln] 


图 Pll. 17-1 


F <9. SG i See So 
图 P11. 17-2 
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(a) 结合 所 给 定 的 信息 求解 系数 a、5 和 c 
的 值 。 

(b) 对 于 QE[ 一 x，xj， 求解 并 画 出 这 个 
过 程 y[z] 的 功率 谱 密 度 S (Ce). 
h[nj 是 什么 类 型 的 滤波 器 ( 低 通 、 高 
通 、 带 通 、 带 阻 、 全 通 )? 

(c) 如 果 可 能 的 话 ， 找 到 一 个 因果 稳定 的 
线性 时 不 变 系 统 ， 给 出 它 的 冲 激 响应 
gin], BRYCE HMA BLUE yle] 
时 ,输出 w[*] 是 一 个 白 过 程 。 如 果 不 
可 能 ， 解 释 为 什么 。 


高 级 习题 


11. 18 
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假设 图 P11. 18 中 的 cin BSH MF 
稳 的 ， 它 的 相关 函数 为 Relm], 功率 谱 
密度 为 5,. (ea ) 。 假 设 过 程 ww[ ,与 过 程 
z[*] 独 立 ， 并且 在 任何 时 刻 以 概率 p 取 值 
1 或 者 以 概率 1 一 p 取 值 0; 同样 假设 z[，] 
在 不 同时 刻 的 数值 是 独立 的 。 因 此 信号 
y[n] 二 zx[njw[nj 是 通过 随机 设置 zL*] 值 
为 零 得 到 的 。 


win] 


x[n] yln] 


图 P11.18 


回答 下 面 的 问题 ， 并 检查 你 的 所 有 答 

案 ， 明 确 给 出 它们 在 极端 情况 p= 1 和 

p= 二 0 时 应 取 的 合理 数值 。 准 确 地 解释 为 什 

么 你 认为 这 些 极端 的 数据 是 合理 的 。 

(a) 求 出 这 个 广义 平稳 过 程 wLnj 的 均值 
xs。 证 明 它 的 自 相关 函数 有 形式 
Rw [mj 二 a6Lmj 十 B， 其 中 a 和 8B 是 你 
应 当 确 定 的 常数 ， 且 6[mj 是 单位 冲 激 
函数 。 同 样 ， 求 出 过 程 w[Lnj 的 功率 谱 
密度 Su (ea) 的 表达 式 。 

(b) 证 明 yl JM cl JMET MPH, 
同时 计算 Relm], Ry Lm] Ay i 
密度 S,, (e?)。 

假设 xLnj 是 一 个 零 均值 的 广义 平稳 过 程 ， 

有 Ri[mj 二 No6[m]， 因 此 它 的 自 相关 的 

傅 里 叶 变 换 (也 就 是 功率 谱 密 度 ) 在 所 有 频 

率 处 都 是 相同 的 ， 即 Sa (H) Noo MA 

话说 ，z[nj 是 一 个 白 的 过 程 。 假 设 这 个 过 

程 运用 到 一 个 稳定 系统 的 输入 ， 这 个 系统 

的 传递 函数 为 


(a) 确定 输出 y[nj 的 功率 谱 密 度 S,, Ce) 
是 什么 ? 
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x[n] 


这 个 滤波 器 互 (z) 称 为 过 程 yin dh 
成 型 滤波 器 ， 因 为 它 将 输入 的 平坦 频谱 
成 型 后 输出 ， 并 在 输出 信号 中 表现 出 自 
己 的 频率 特性 。 对 于 输出 yLn]， 也 同样 
称 为 一 个 成 型 滤波 器 ， 因 为 它 通 过 与 简 
单 的 白色 过 程 相关 以 成 型 为 yin]. 

(b) 确定 一 个 稳定 的 、 因 果 的 、 一 阶 滤波 
器 的 传递 函数 G(z)， 当 它 的 输入 是 在 
(a) 中 定义 的 过 程 yLnj 时 ， 它 将 在 自 
己 的 输出 端 产生 一 个 广义 平稳 白 噪声 
过 程 。 那 样 一 个 滤波 器 称 为 对 yLnj 的 
一 个 因果 白化 滤波 器 。 

(c) 这 里 是 否 存 在 另外 的 、 稳 定 的 、 因 果 
的 一 阶 滤波 器 ， 来 用 作 在 Ca) 中 定义 
y[nj 的 白化 滤波 器 ? 如 果 存 在 ， 它 们 
是 怎样 与 (b) 中 的 G(z) 相 关联 的 ? 

(d) 这 里 是 否 存在 高 阶 因果 滤波 器 ， 以 作 
为 在 (a) 中 定义 的 yLnj 的 白化 滤波 器 ? 
如 果 存 在 ， 再 一 次 指出 它们 是 怎样 与 
G(z) 相 关联 的 ? 

(e) 这 里 是 否 存在 一 阶 非 因 果 滤 波 器 ， 以 
作为 yLnj 的 白化 滤波 器 ? 如 果 存 在 ， 
给 出 一 个 例子 。 

A zx[n] 是 一 个 广义 平稳 离散 时 间 过 程 ， 给 

出 它 的 功率 谱 密 度 是 SL Ce), TRAY, {Be 

设 这 个 功率 谱 密 度 不 包含 冲 激 。 

(a) 如 果 想 将 xz[Lnj] 通 过 如 图 P11. 20-1 所 
示 的 线性 时 不 变 系统 进行 滤波 ， 这 个 
系统 的 频率 响应 为 了 H(e?*)， 得 到 一 个 
输出 z[n]， 它 们 的 互 谱 密 度 Sa Ce) 
是 某 个 确定 函数 Te"). Whe IX TE 
波 的 He) RIK, AAS. Ce?) Ml 
T(e? ) 来 表示 你 的 答案 。 


x[n] z[n] 


图 P11. 20-1 


(b) S e[n] 是 一 个 与 上 述 定义 的 xLnj 无 关 的 
零 均值 广义 平稳 过 程 ， 即 有 RLmj] 二 0， 
且 它 的 功率 谱 密度 定义 为 Se Ce2 ) 。z[7] 
在 (a) 中 定义 ， 并 定义 yLnj 二 zxLnj 十 
e[nj]。 这 些 信号 的 关系 在 如 图 P11. 20-2 
中 表示 出 来 。 证 明 Su (e?) 可 以 仅 通过 
S. (VRE R. 同时 用 Sz Ce). 
HH(e?) 和 S。(e?) 来 表示 出 Sy). 


zn] 四 y[n] 


e[n] 
图 P11. 20-2 
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(c) 假设 已 挑选 了 一 个 辅助 Te2)， 因 此 ， 
可 以 得 到 Sa Ce) Al Sy (ea ) 的 表达 
式 。 这 里 同样 想 让 S,, (e? ) 等 于 某 个 
指定 的 实 的 、 非 负 的 、 关 于 频率 的 偶 
Xt PK BE UC), IBA Fl FARE (Cb) P 
得 到 的 结果 来 说 明 ,， 该 怎样 选择 
S (ei?) 才 能 满足 SCei2 ) 的 这 个 条 件 ， 
并 用 Sj (er?)、T(e?) 和 U(e?) 来 表示 
HS. Ce), Se (e?) 是 一 个 功率 谱 密 
度 这 个 事实 将 会 告诉 你 ,事实 上 不 可 
能 让 U(e?) 是 一 个 随意 的 、 实 的 、 非 
负 的 和 关于 频率 的 偶 对 称 函 数 。 请 写 
出 一 个 Sj (e?)、T(e?) 和 U(e?) 必 须 
满足 的 约束 条 件 。 

如 果 你 在 (c) 的 末尾 定义 的 约束 被 
满足 了 ， 从 而 上 面 的 系统 提供 了 如 何 
生成 一 个 与 x[nj 指 定 了 互相 关 的 并 具 
有 指定 的 自 相 关 的 一 个 过 程 yLnj。 

这 个 问题 引导 你 完成 对 一 个 带 限 随机 信号 

的 采样 定理 的 推导 。 图 P11.21 中 的 两 个 

子 系 统 的 公共 输入 是 一 个 功率 谱 密 度 为 

Sz (e?) 的 广义 平稳 随机 过 程 rC) 。 





y ð 
x(t) 


yd) 


图 P11.21 


(a) 用 Hi Gw), He (jw) 和 Se Go) KR 
示 E{[x OyO] e 
假设 在 接 下 来 的 问题 中 ，S (jw) 
仅仅 在 频率 范围 |w| 二 w (对 于 某 个 
om 值 ) 时 是 非 零 的 ， 从 而 过 程 x (2) BY 
表示 为 一 个 带 限 的 随机 过 程 。 
假设 对 于 | w | <in A Hi (jw) = 
H: (jw) ， 但 是 在 频带 之 外 ， 这 两 个 频 
率 响应 可 能 不 同 。 利 用 你 在 Ca) 中 得 
到 的 结果 求解 这 种 情况 下 
下 {Ly (2) — 92 (2) J? } AA. 
(c) 假设 H (jw) =e", HFEA r 成 立 ， 
HAA 


Hp (jo) = >) sin], T= x/wn 


一 一 co 


其 中 ，s[ 四 是 一 个 实数 序列 。 用 C+) 
来 表示 yi (DAN yz (1). 

Cd) 假设 (0) 中 的 序列 s[] 可 用 如 下 表达 式 
表示 ， 


sin] = 


(b 


_ 


sin(w, kr nT )) 
@m(t— aT) 
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仔细 说 明 为 什么 在 这 种 情况 下 ， 对 于 
o| <an 有 Hi (jw) = H: (jw). CHE 
示 : 在 (c) 中 的 Hi Go) KF w 是 周 
期 的 。) 
Ce) 把 前 面 的 计算 放 在 一 起 ， 来 推断 出 对 
于 带 限 广 义 平稳 过 程 的 采样 定理 ， 并 
用 z(t) 的 采样 来 表示 rlr). 
H Sa (ea) 来 表示 一 个 离散 时 间 广 义 平 稳 
随机 过 程 z[nj 的 功率 谱 密 度 ， 并 假设 这 个 
过 程 的 均值 是 y,。 
(a) & qlin] = zin] u, FA Su (el). p 
来 表示 Sulh). 
(b) 假设 Sa (297) =10+Ke®+Ke™, K 
为 某 个 常数 ， 计 算 下 列 问题 : 
CD 自 相关 函数 Relm]; 
Gi) E{a*in]}; 
(iii) 均值 p, (Ca) 中 的 答案 可 能 会 帮助 
你 ， 调 用 Sp (e2) 三 0); 
Gv) K 可 以 取得 的 最 大 值 和 最 小 值 ; 


N 


Cv) 时 间 平 均 lim di 


其 中 ，z[nj 表 示 该 随机 过 程 的 一 
个 特定 样本 函数 。 
假设 (b) 中 的 及 = 一 2。 用 zxLnj 表 示 
z[n 十 1] 的 线性 最 小 均 方 误差 估计 值 ， 
写 出 一 个 表达 式 和 它 的 均 方 误差 。 同 
RE z[nj 表 示 x[n 十 2] 的 线性 最 小 均 
方 误差 估计 值 ， 写 出 一 个 表达 式 和 它 
的 均 方 误 差 。 
(d) 假设 将 上 述 过 程 z[z]， 对 于 某 个 
K 盖 0, 作为 输入 加 到 一 个 滤波 器 中 ， 
这 个 滤波 器 有 单位 冲 激 响 应 
h(n] = d[n—100] + d{n— 101] 
得 到 的 输出 过 程 为 yLn]。 确 定 自 相关 
函数 R, [mj]， 并 给 出 它 的 一 个 完全 标 
记 草 图 。 
一 个 离散 时 间 的 、 广 义 平稳 的 静态 随机 过 
程 vLnj 的 功率 谱 密 度 由 下 式 给 出 : 
Ss, Ce) = K++ 
其 中 ，K 是 常数 。 
(a) K 可 以 取 的 最 小 值 是 多 少 ? 画 出 K 取 
最 小 可 能 值 时 S。(e?) 在 范围 | | <a 
内 的 图 形 ， 并 且 指 出 在 这 个 K 取 值 情 
况 下 ，v[nj 瞬 时 功率 的 期 望 集中 在 什 
么 样 的 频率 或 频率 范围 (是 低频 、 中 频 
还 是 高 频 ) 。 
在 接 下 来 的 问题 中 ， 指 定数 据 K 二 4。 
Cb) 确定 [nj 的 均值 p, (仔细 解释 你 的 原 
因 )， 并 同时 求解 和 画 出 自 相 关 函 数 
Relm]. 


(c 


w 
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Co) 求解 下 列 四 个 vLn 十 1 的 线性 最 小 均 
方 误差 估计 值 和 相关 的 均 方 误差 : 
(GD 利用 区 站 的 测量 值得 到 vLn 十 1j 的 
估计 值 ; 
GD 利用 v[n 一 也 的 测量 值得 到 vLn 十 1] 
的 估计 值 ; 
(ii) 利用 v[nj 和 v[Ln 一 1] 的 测量 值得 
到 v[n 十 1] 的 估计 值 ; 
Civ) 利用 v[n 一 1] 和 wvLn 一 3 的 测量 值 
得 到 v[Ln 十 1j 的 估计 值 。 
(d) 随机 过 程 z[nj 的 定义 为 zLn] 二 wvLnj 十 A， 
其 中 ，x[ 站 在 上 述 中 指定 了 ，A 是 一 个 
对 所 有 n5 v[ 站 无 关 且 方差 为 中 之 0 
的 零 均值 随机 变量 。( 因 此 ，A 的 一 个 
随机 选择 是 由 每 个 随机 过 程 的 实现 得 
到 的 ， 并 且 这 个 A AB nZ), OR: 
(iD 均值 x, 和 自 相关 函数 RLmj; 
GD 利用 zx[ 四 的 测量 值 来 得 到 zLz 十 1] 
的 线性 最 小 均 方 误差 估计 值 ; 

Gii MEE |Q | <a 上 的 功率 谱 密 度 
Siler ds 

Gv) 过 程 z[nj 是 否 具 有 均值 各 态 历 
经 性 。 


11.24 考虑 一 个 离散 时 间 广 义 平稳 过 程 zLn]， 它 


的 功率 谱 密度 由 下 式 给 出 : 


Si (6) = 2 
Grey\Gte) 

请 找 出 一 个 可 能 的 白化 滤波 器 的 单位 冲 激 

响应 hEn], HEM n<1 有 1 四 三 0。 此 

时 保证 对 所 有 频率 Q，y[n] 二 zx[nj * hln] 

的 功率 谱 密度 S,, (ea) 都 是 一 个 非 零 的 

常数 。 





扩展 习题 
11.25” 现 要 求 你 为 某 个 汽车 设计 一 个 基于 微 处 理 


器 的 导航 控制 系统 。 令 区 站 表示 在 第 ”个 
采样 时 刻 汽车 速度 与 想 要 的 速度 之 间 的 偏 
差 。 同 时 ， 令 zx[ 站 表示 此 时 汽车 节 流 阀 位 
置 与 所 需要 速度 应 保持 的 节 流 阀 位 置 之 间 
的 偏差 。 设 定 节 流 阀 位 置 仅仅 在 采样 时 刻 
发 生变 化 。 现 在 假设 这 些 变量 可 以 用 一 阶 
状态 空间 描述 

ola+1] = O — aoln] + prin] + dEn] 
其 中 ，d[ 站 表示 作用 在 汽车 上 的 其 他 干扰 
因素 ， 这 里 假设 d[nj 是 零 均值 白 噪 声 ， 即 
它 的 功率 谱 密 度 在 所 有 频率 处 是 常数 ， 
Su (er?)= 二 ao* ， 相 应 的 ， 它 的 自 相关 函数 是 
Rulmj=o'dlm]. & a( 代 表 摩 擦 阻尼 影 
响 ) 是 小 于 1 的 正 数 ，B 为 正 数 ， 并 约定 这 
两 个 参数 都 是 已 知 的 。 现 在 假设 以 状态 反 
馈 形 式 进行 控制 ， 即 zx[nj 二 gvLn]， 其 中 
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g 是 一 个 常数 增 量 。 因 此 ， 这 个 闭合 环 路 
系统 可 以 表示 为 
oln+1] = (1— a+ fe)o[n]+d[n] 
(a) g 满足 什么 条 件 ， 可 以 确保 这 个 从 
d[nj 映 射 到 vLnj 的 闭合 回路 系统 是 一 
个 稳定 的 线性 时 不 变 系 统 ， 满 足 有 界 
输入 有 界 输出 。 
Cb) 假设 通过 一 个 方式 选择 的 g 满足 (a) 中 
的 条 件 ， 求 解 
O 速度 的 功率 谱 密 度 S。(Ce2)， 即 自 
相关 函数 RLmj 的 侍 里 叶 变 换 ; 
GD E{w [nj} 的 表达 式 。 
现在 ,同样 假设 (a) 中 的 条 件 
满足 ， 假 设 控 制 设计 任务 是 选择 g 
来 最 小 化 Ev [n] tre [nj}。 这 
个 标准 反映 了 保持 速度 偏差 和 节 
流 阀 位 置 偏差 接近 于 0 的 愿望 。 
正 参 数 r 用 于 反映 相对 于 速度 偏 
2, 不 可 取 的 节 流 阀 偏 差 是 怎么 
样 的 。 如 果 不 想 要 过 度 的 节 流 阀 


偏差 (比如 考虑 燃油 经 济 或 发 动 控 
制 等 原因 )， 可 以 使 用 一 个 较 大 的 
r fË. 


(c) 利用 你 在 (b) 中 (iD 所 求解 的 表达 式 ， 
来 找到 一 个 可 能 用 于 确定 最 佳 g 的 表 
达 式 。 

一 个 特定 的 离散 时 间 广 义 平稳 随机 过 程 

k[nj 有 自 相 关 函 数 

R, [Lm] = 108Lm] + 3Y(6[Lm 一 韦 十 6Lm 十 1]) 

(a) 在 这 种 情况 下 ,7 可 以 取得 的 最 大 或 
最 小 的 值 分 别 是 多 少 ? 确定 xLnj 的 均 
值 和 方差 ， 同 时 确定 xLnj] 和 kLn 一 1] 
之 间 的 相关 系数 。 

对 于 接 下 来 的 问题 ， 假 设 y=1. 

Cb) 证 明 xLnj 可 以 作为 一 个 合适 的 、 稳 定 
的 一 阶 状态 空间 系统 的 输出 ， 该 系统 
被 一 个 单位 强度 的 ( 零 均值 ) 白 过 程 
w[Lnj， 从 时 间 一 开始 激励 。 其 中 
w[Lnj 的 方差 为 1。( 提 示 : 首先 考虑 你 
在 这 个 系统 想 要 什么 样 的 单位 冲 激 响 
应 ， 或 者 说 是 传递 函数 )。 明 确 地 用 以 
下 的 这 个 形式 写 下 这 个 状态 空间 系统 : 

qln+1]= ag[nj 二 BwLn] 
«Ln]= &[n]+ dw[n] 
给 出 你 所 选择 的 、 合 适 的 系数 a、 
B、& 值 ， 并 解释 你 的 理由 。 
你 可 能 会 找到 超过 一 阶 状态 的 模型 
来 完成 这 个 目标 。 确 定 它们 中 的 任何 一 
个 ， 以 作为 完成 设计 目的 的 一 个 答案 。 
(c) 假设 有 另外 一 个 一 阶 状态 空间 系统 ， 
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它 通过 (b) 中 系统 产生 的 有 色 过 程 kLnj 
驱动 。 令 p[nj 表 示 这 个 系统 的 状态 变 
Hh, 并 且 假 设 这 个 系统 的 输出 yLnj 可 
以 被 测量 。 因 此 这 个 系统 采取 以 下 的 
形式 描述 : 

pln+1]= ap[n] + x[n], 

yLnj= pln] + vin] 

这 里 的 a 和 2 为 固定 非 零 标量 参数 ， 
它们 是 对 结果 没有 多 少 影 响 的 一 些 精 
度数 据 ， 且 wv[nj 是 一 个 与 w[，] 不 相 
关 的 ( 零 均 值 ) 方 差 为 a HARA 
程 。 结 合 这 个 系统 的 描述 以 及 你 在 (b) 
中 得 到 的 结果 ， 写 出 一 个 包含 状态 变 
E gL[nj 和 pLnj、 白 输入 w[Lnj] 和 测量 
输出 y[xj 的 二 阶 状态 模型 。 同 时 确定 
与 这 个 系统 相关 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 
即 这 个 系统 的 一 阶 状态 传输 和 矩阵 的 特 
征 向 量 。 作 为 结果 的 检查 ， 你 的 模型 
中 的 一 个 特征 值 应 该 为 0。 
如 果 可 能 的 话 ， 通 过 结合 (c) 中 的 系 
统 ， 确 定 这 个 问题 中 的 各 个 系数 必须 
满足 下 列 什么 条 件 ? 
G) 从 输入 信号 w[Lnj] 的 可 达 性 ; 
GD 从 输出 信号 yLnj 的 可 观测 性 。 

无 论 是 上 述 情形 中 的 哪 一 个 ， 同 
样 指出 当 条 件 不 满足 时 ， 什 么 模式 变 
得 不 可 达 或 不 可 观测 。 
Ce) 尽管 wln], «inlA vine ER E 
性 质 是 已 知 的 ， 但 是 假设 它们 是 不 可 
测量 。 不 过 yLnj] 是 可 测量 的 ， 就 像 之 
前 提 到 的 那样 。 请 详细 写 出 这 个 二 阶 
观测 方程 ， 对 no 时 ， 分别 指定 估计 
ACn] ANJER gL[nj 和 pn]. E 
时 写 出 一 个 二 阶 状 态 模 型 ， 来 描述 演 
AIR Tin] =qln]— Gin] M F(a] = 
pLnj 一 SLn]。 选 择 观 测 增 量 来 让 两 个 
误差 模型 特征 值 为 0。 
针对 你 在 (e) 中 的 观测 量 ， 写 出 持续 状 
态 变 量 P[nj 的 表达 式 ， Ala, b Alo 来 
表示 。 
在 光盘 上 以 采样 频率 44. 1kHz 来 存储 音频 
信号 (在 光盘 上 上， 按照 允许 有 效 的 误差 检 
测 和 校正 的 码 流 形式 存放 )。 作 为 数字 到 
模拟 (D/A) 转 换 的 一 部 分 ， 数 据 被 上 采样 
到 更 高 的 采样 频率 。 正 如 下 面 要 探讨 的 这 
个 问题 ， 这 里 允许 使 用 更 简单 的 从 而 可 能 
更 便宜 的 D/A 转换 器 。 

基本 策略 在 图 P11. 27-1 中 给 出 。 这 
里 的 xz[nj] 表 示 光 盘 上 的 音频 ， 它 是 一 个 适 
度 的 带 限 信 号 r(t), A 44. 1kHz 采样 ， 


(d 


VY 


Gi 


w 


并 且 量 化 处 理 得 非常 好 ， 以 至 于 对 于 解决 
本 问题 时 可 以 忽略 x[nj 的 量化 误差 。 过 采 
样 器 将 ol FEM LX 44. 1k Hz 速率 对 
x.(t) 进 行 采样 的 采样 样本 。 也 就 是 说 ， 如 
 a[n]=a.(nT), 就 有 gL[n] 二 x. (nT/L)。 


x[n]|[ 用 ZL 因子 上 lel” qin] w(t) = 
[pie 


T/L 
图 Pll. 27-1 


假设 应 用 一 个 5 比特 (加 号 位 ) 线 性 量 
化 器 到 gn], WA P11. 27-2 所 示 。 用 Q 
表示 量化 器 的 峰值 输出 ， 这 里 可 以 将 这 个 
量化 器 的 误差 e[nj 模 型 化 为 一 个 独立 同 分 
布 过 程 ， 并 与 gL*] 无 关 , 在 Q2“ 范 围 上 
均匀 分 布 ， 且 在 每 个 时 刻 都 为 零 均 值 和 方 


ae dah =2b 
žo pe? ' 


gin] 三 线性 | gla) w(t) 
be 


量化 器 

全 
gin] 四 | qin] nic w(t) 
| 1 
! | ! 
i eln] | T/L 
re 4 
图 P11. 27-2 


如 图 P11. 27-3 所 示 ， 假 设 xin] EA 
44. 1]kHz 采样 一 个 连续 时 间 信 和 号 ze O) G 
到 的 一 个 随机 过 程 ， 且 ze (2) 的 功率 谱 密 
度 显 示 在 图 P11. 27-4 中 。 


x(t) Le x[nJ=x, (nT) 


=o x108 


44.1 
Al Pill. 27-3 


S,,(@) 


-0 wu=2fr 22-10 ? 
图 ” PIL 274 
(a) 画 出 xz[n]、g[nj]、e[nj 和 w(t) 的 功率 
谱 密 度 。 
(b) 在 听 音 频 之 前 ， 提 出 如 何 进一步 提高 
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w(t) 的 信 品 比 (SNR) 的 处 理 方法 。 

(c) 作为 对 图 P11. 27-2 中 量化 器 的 替代 ， 
考虑 图 P11. 27-5 中 的 过 程 ， 其 称 为 是 
一 阶 噪 声 整形 。 对 于 这 个 量化 器 ， 画 
出 gL JAM w(z) 的 功率 谱 密 度 。 


b 比 特 量化 器 





Al Pll.27—5 


(d) 在 一 个 高 品质 C/D 播放 器 中 ， 工 二 256 
和 0 一 1 比特 。 你 认为 这 两 个 量化 器 哪 
个 性 能 更 好 ? 
一 个 模拟 到 数字 (A/D) 转 换 器 可 以 描述 
为 ， 由 一 个 C/D 转换 器 (连续 到 离散 的 转 
换 器 ) 再 跟着 一 个 量化 器 构成 。 在 一 个 线 
性 量化 器 中 ， 对 于 量化 误差 的 一 个 有 用 的 
模型 是 将 误差 表示 为 一 个 方差 为 me 的、 
零 均 值 的 独立 同 分 布 过 程 ， 并 且 与 离散 时 
间 量化 器 的 输入 el J] 无关。 这 导致 该 模 
型 为 一 个 如 图 P11. 28-1 所 示 的 一 个 A/D 
转换 器 ， 其 中 ，g[Ln] 表 示 量 化 信和 号， 而 
e[nj] 表 示 通 过 量化 器 引入 的 误差 。 





图 P11. 28-1 


假设 
G) zx(7) 是 一 个 零 均值 广义 平稳 随机 信和 号; 


Gi) e[nj 是 一 个 方差 为 = 于 XI10- :的 零 


均值 独立 同 分 布 过 程 ; 
Gii) ral. JA ele EAR AK AY BEL Es 
Civ) xz(z) 的 功率 谱 密 度 Sa (jw) 显示 在 图 
P11. 28-2 中 ，; 


(v) 采样 周期 是 T= x10", 即 采 样 频 
率 是 w, == 8X 10°, 

(a) 在 范围 |Q | 三 4x 内 确定 和 画 出 aLnj 的 
功率 谱 密 度 Sw (e?) 的 示意 草图 。 

(b) 量化 信号 qn] Wy fa MR EK SNR, 被 定 


272 信号 、 
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系统 及 推理 


Sa (jw) 





-rx 105 O axi ® 
P11. 28-2 
义 为 
4 E{zi[n]} 
SNR Be [n]} 
求解 SNR,- 

(c) 现在 假设 gLnj 被 描述 为 如 图 P11. 28-3 
所 示 的 一 个 过 程 ， 其 中 互 (e2 ) 是 一 个 
如 图 P11. 28-4 所 示 的 低 通 滤 波 器 ， 
Zr[nj 仅 由 xa[Lnj 得 到 ， 且 e:[Lnj 仅 由 
e[n] 得 到 。 为 了 使 得 Rao [nl] = 
R,,:,(n], BEz? Cn] = E{e[n]} 
( 即 滤波 后 的 信 噪 比 ) 最 大 化 ， 你 需要 





q tf nen | rin =x,[n]+e,[n] 


图 P11. 28-3 


H(e) 
1 


-n -2,,0 Qe a~ Q 
图 P11. 28-4 


一 个 零 均 值 广义 平稳 随机 过 程 5) B—T 
A/D 转换 器 的 输入 。 这 个 A/D 转换 器 紧 
接着 一 个 D/A 转换 器 。 如 图 P11. 29-1 所 
示 ，A/D-D/A 级 联 可 以 这 样 建 模 : 由 一 
个 理想 的 C/D 转换 器 (含有 加 性 量化 噪 
声 )， 然 后 紧 跟 着 一 个 理想 的 D/C 转换 器 


构成 。 


e,ln] 


s(t saln] Aral] r(t) H(jo) RO) 


T T 
图 P11. 29-1 
特别 地 ， 


Gi) 输入 过 程 ;s(1) 有 带 限 的 功率 谱 密 度 ， 


如 图 P11. 29-2 Bras; 
Gi) 这 个 C/D 的 输出 是 saLn]==s(n7T); 


GD 这 个 量化 噪声 es[n] 是 一 个 功率 谱 密 
度 为 Sey (en) =o? 的 零 均值 广义 平 


稳 白 噪声 过 程 ; 


Sy Go) 


-n/2T O mT 只 
Pll:29-2 


Civ) 过 程 es[nj 与 过 程 ssL*j 不 相关 ; 

(v) 这 个 A/D 的 输入 是 raln]=saln]+-eaLn]; 

(vi) D/A 的 输出 是 
ro = D ral S 

(a) 确定 和 画 出 r OIRRE S, (jw) 。 

Cb) 确定 和 夯 出 s(t) 和 x(t) 的 互 谱 密 度 
Sy (jw) 。 

为 了 降低 量化 噪声 的 影响 ,希望 
让 r() 通 过 一 个 频率 响应 为 H Gw) K 
LTI 滤 波 器 ， 来 获得 s(t) 的 估计 值 
$(z) ,尽量 减少 误差 的 措施 是 使 均 方 误 
差 最 小 化 。 

e = El[s — sW] h} 

(c) 在 这 里 ， 可 以 限制 滤波 器 互 (jw) 是 有 
着 单位 增益 且 截 止 频率 为 we 的 一 个 理 
想 低 通 滤 波 器 ， 如 图 P11. 29-3 所 示 。 
对 于 A>coT, HA, TA o? 确定 ww。 
的 值 ， 以 便 达 到 最 小 化 上 述 定 义 的 均 
方 误差 e。 


H (jo) 


1 


w, O ®, @ 


Al P11. 29-3 


(a) (i) 数 字 生 成 100 点 的 一 个 随机 信号 
v[Lnj 数 据 段 (n= 二 1，…，100)， 作 
为 一 个 独立 同 分 布 序列 的 实现 。 
这 个 序列 任何 时 间 的 取 值 是 在 间 
隔 ( 一 1，1) 上 均匀 地 选取 ， 给 出 
这 个 独立 同 分 布 过 程 的 均值 心 、 
自 相 关 函 数 Ro [mj] 和 它 的 功率 谱 
密度 S,(e?) 的 解析 表达 。 

Gi) 画 出 100 点 信号 vLnj 的 两 种 不 同 
实现 形式 。 计 算 每 种 实现 的 时 间 
均值 ， 同 时 与 理论 (全 体 ) 均 值 y。 
比较 。 对 于 m= 二 0, 1, 2, 3, 4 
(如 果 你 喜欢 的 话 ，m 还 可 选择 其 
他 值 ) ， 计 算出 每 种 实现 的 自 相 关 
函数 值 。 


R,,[m] = Neel +m]vin] 


其 中 , 求 和 的 范围 N, 是 由 vLn 十 
m JAN v[nj 取 值 范 围 所 定义 的 (这 
个 是 必要 的 ， 因为 你 仅仅 定义 
v[nj 有 100 个 数据 )。 将 你 的 结 
果 与 之 前 计算 的 理论 的 (全 体 ) 自 
相关 函数 Ry [mj] 做 比较 。 就 考 
虑 均值 和 自 相关 而 言 ， 这 里 是 否 
有 证 据 显 示 过 程 vLnj 是 各 态 历 
经 的 ? 

Gii) 对 于 (ii 中 的 每 一 种 实现 方式 ， 
计算 和 画 出 出 周期 图 。 周 期 图 定 
义 为 这 100 点 信号 的 离散 时 间 传 
里 叶 变 换 的 幅度 平方 除 以 100。 
在 两 种 实现 之 间 ， 指 出 周期 图 的 
任何 明显 的 相似 和 差异 之 处 。 同 
时 计算 和 绘制 超过 200 种 实现 的 
平均 经 验 周期 图 ( 即 实验 得 到 的 
周期 图 )。 如 果 你 使 用 持续 时 间 
为 400 点 的 信号 段 ， 而 不 是 100 
点 的 ， 如 果 有 的 话 ， 那 么 与 前 面 
结果 相 比 会 发 生 什 么 变化 ? 


(b) G) 考虑 定义 为 z[Lnj 二 3 十 (一 1)" 十 


v[n]j 的 随机 信号 ， BE, vin 
在 (a) 中 所 构建 的 。 求解 这 个 随机 
信号 的 均值 p, [nj]、 自 相关 函数 
Ralntm, nj 和 自 协 方差 函数 
Culn+m, nl) WR RIA. Wie 
哪些 数值 (如 果 存 在 的 话 ) 是 不 依 
靠 n 的 。 

Gi) 产生 和 画 出 xz[nj 的 一 个 150 点 实 
现 ， 接 着 将 它 作为 一 个 因果 滤波 
器 的 输入 ， 这 个 滤波 器 的 传递 函 
数 H(z) te z 二 1 和 z= 二 一 1 处 有 零 
点 ,在 z= 二 0.8 土 j0.2 处 有 极点 。 
XF n=1, =, 150, mi H $AH 
yin]. FEW y[ 站 所 反映 出 来 的 似 
乎 是 由 滤波 器 特性 所 施加 的 任何 
功能 。 计 算 和 画 出 yLnj 的 周期 图 ， 
忽略 滤波 器 的 任何 初始 瞬 态 。 

Gi) 重复 这 个 实验 的 200 种 实现 ， 接 
着 计算 和 画 出 yLnj] 的 平均 周期 
图 。 将 这 幅 图 与 输出 功率 谱 密度 
的 理论 表达 式 比 较 ， 也 就 是 与 
Sy Ce) =o? [HCA] 比较 ， 
其 中 , 二 Rs[0j] 是 vLnj 在 任何 
时 刻 的 方差 。 
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值 有 一 个 相关 系数 p， 但 是 这 个 信号 值 超 

过 一 个 瞬间 间隔 就 是 不 相关 的 。 

(a) 对 于 p=+0.1, p= 10.4 Moe’ =9 W 
情况 ， 分 别 利用 一 个 由 白 过 程 驱动 的 
模型 滤波 来 生成 数字 化 的 yin], JF mi 
出 100 点 y[nj] 的 连续 数据 。 对 于 四 种 
情况 的 每 一 种 ,分 别 计算 


joek] 


和 ag Dollie + 21 


其 中 , 在 第 一 个 对 有 求 和 的 公式 中 ， 
涉及 的 是 对 于 yLk&] 和 y[k 十 1 都 定义 
了 数据 的 中 间 99 个 数字 ， 而 在 第 二 个 
对 有 求 和 的 公式 中 ,涉及 的 是 对 于 
y[k] 和 wy[Lk 十 2] 都 定义 了 数据 的 中 间 
98 个 数据 。 这 些 数据 是 否 接近 你 期 望 
找到 的 值 ? 

(b) GD 基于 y[ 刀 的 量 测 值 ， 为 yL8 十 1j 设 
计 一 个 线性 最 小 均 方 误差 估计 器 
$[k 十 1]， 并 且 在 p= 二 0.4 的 情况 
下 ， 用 你 的 数据 集 对 它 进行 测试 。 
特别 是 要 计算 


D lk +1]— yk +1)? 
k 


其 中 , & 的 取 值 是 数据 中 间 的 99 
个 数据 。 这 个 数据 是 否 接近 你 期 
望 找到 的 值 ? 

Gi) 基于 yA] y[k 一 1] 的 测量 值 ， 为 
y[k 十 1 设计 一 个 线性 最 小 均 方 误 
差 估 计 器 3[k 十 1]， 用 你 的 数据 集 
对 它 进行 测试 。 特 别 是 计算 


4D out- s+ 
k 


其 中 , 有 的 取 值 是 数据 中 间 的 98 
个 数据 。 这 样 做 的 结果 是 否 比 (b) 
(iD 中 的 结果 更 好 ， 或 这 些 数据 几 
乎 是 一 样 的 ? 在 一 个 无 限 长 实验 
而 不 是 只 有 100 个 点 的 限制 下 ， 你 
是 否 会 期 望 这 个 数据 比 (b) GD 中 计 
算得 到 的 相应 数值 更 小 ， 或 是 否 
认为 这 两 组 数 应 该 是 一 样 的 ? 
11.32 图 P11. 32 描述 了 一 个 离散 时 间 -人 量化 
器 ， 其 中 ， 随 机 过 程 e[nj 表 示 通 过 一 个 线 
性 量化 器 引入 的 误差 。 
假设 信号 xz[nj 是 一 个 广义 平稳 过 程 ， 它 有 
一 个 在 Q=0 时 值 为 M 的 三 角形 功率 谱 密 
度 ， 并 且 在 0Q= 土 x 时 线性 衰减 到 0。 这 个 
量化 噪声 e[ 站 被 描述 为 一 个 ( 零 均 值 ) 白 品 
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11.31 考虑 一 个 零 均 值 广义 平稳 过 程 yLn]， 其 声 随机 过 程 模型 ， 它 与 z[*] 无 关 ， 并 且 
Ely [nj]) =o? 。 假 设 在 相 邻 的 瞬间 ， 信 号 A AE HAL R.. [mj] 二 oc26[mj。 
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yp[n]=y, [Ln]+y.Ln] 


Al P11, 32 


输出 过 程 y[nj 可 表示 为 一 个 和 的 形 
式 ， 即 y[nj] 二 yz[nj 十 ye[Lnj。 
其 中 ,， [nj] 表示 对 x[nj] 的 输出 部 分 ， 
yen] RRIT e[Lnj 的 输出 部 分 。 


在 图 P11. 32 中 的 方 框图 中 ，a 是 一 个 

可 调整 参数 。 

(a) 确定 从 zx 站 到 y,[nj 的 传递 函数 H (2), 
DAB elm JBN y,Lnj] 的 传递 函数 H(z)。 

(b) 依据 M, of 和 a 来 确定 yanl y.Lnj 的 
功率 谱 密度 。 由 这 些 功 率 谱 密 度 的 和 能 
得 到 y+ ] 的 功率 谱 密 度 S,(e”) 吗 ? 

(c) ME Ely inh MM Ely Cn] 在 频 域 
中 用 合适 的 积分 来 表示 它们 。 

(d) 确定 数据 a 来 使 得 SNR 最 大 化 ，SNR 
的 定义 如 下 所 示 : 


_| Ely) 
BR Et) 
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通过 前 两 章 的 学 习 ， 读 者 已 经 掌握 了 在 时 域 上 和 频 域 上 处 理 随 机 过 程 的 概念 和 方法 。 
现在 则 可 研讨 随机 过 程 所 涉及 的 推理 中 的 一 些 典 型 问题 。 这 一 章 将 讨论 基于 线性 最 小 均 方 
误差 (Linear Minimum Mean Square Error，LMMSE) 的 一 个 广义 平稳 过 程 估 计 ， 即 从 另 
一 个 与 之 关联 的 广义 平稳 的 随机 过 程 来 估计 出 该 随机 过 程 。 早 在 20 世纪 40 年 代 ， 罗 伯 特 。 
维 纳 (Robert Wiener) 就 这 个 具有 挑战 性 的 问题 给 出 了 因果 性 的 解决 版 本 ， 即 维 纳 滤波 。 
在 这 之 后 ， 涉 及 随机 过 程 估 计 ， 一 般 都 会 提 到 维 纳 滤波 。 在 因果 维 纳 滤 波 中 ， 使 用 经 过 最 
佳 选择 的 线性 时 不 变 滤波 器 ， 对 当前 时 刻 和 过 去 时 刻 的 测量 值 滤波 ， 以 实现 令 人 感 兴趣 的 
随机 过 程 的 LMMSE 估计 。 因 果 维 纳 滤波 器 是 由 最 小 相位 的 线性 时 不 变 模型 滤波 器 派生 
的 ， 其 输入 是 白 过 程 ， 输 出 是 待 测量 的 一 个 广义 平稳 过 程 。 

在 20 世纪 60 年 代 ， 重 道夫 . 卡尔 曼 (Rudolph Kalman) 把 LMMSE 估计 拓展 到 非 平 
稳 过 程 中 ， 这 时 待 测量 随机 过 程 的 建 模 是 通过 一 个 时 变 的 、 线 性 的 状态 空间 模型 滤波 器 ， 
用 一 些 白 噪声 干扰 作为 激励 ,来 产生 带 噪声 的 输出 。 卡 尔 曼 滤波 的 目的 就 是 通过 LMMSE 
算法 ， 使 用 量 测 值 估 计 出 状态 空间 的 变量 。 至 于 LTI 系 统 ， 第 6 章 已 经 学 过 了 利用 状态 空 
间 量 测 值 来 合成 所 需 滤波 器 的 方法 ， 只 不 过 使 用 了 一 个 可 能 是 时 变 的 增益 向 量 。 如 果 干 扰 
和 噪声 过 程 是 平稳 的 ， 以 及 干扰 和 噪声 过 程 是 可 达 系 统 的 ， 同 时 输出 的 待 测 量 值 是 可 观测 
的 ， 则 观测 增益 与 卡尔 曼 增益 将 收敛 于 某 个 不 变 的 向 量 ， 从 而 精确 得 到 状态 空间 的 观测 
器 ， 具 体内 容 详 见 第 6 章 。 

本 章 主 要 关注 维 纳 滤波 器 ， 尽 管 在 最 后 提出 了 一 个 关于 卡尔 曼 滤 波 器 的 简单 实例 ， 旨 
在 给 出 一 个 最 优 状 态 空间 观测 器 。 


12.1 随机 变量 的 LMMSE 估计 
联合 的 广义 平稳 过 程 的 LMMSE 估计 与 随机 变量 的 LMMSE 估计 是 紧密 相连 的 ， 第 8 
章 对 这 个 关键 结果 的 简略 总 结 是 有 用 的 。 第 8 章 展 示 了 如 何 依据 工 个 量 测 随机 变量 
{X,} 上 ,的 某 种 聚合 ， 来 建立 一 个 随机 变量 Y 的 LMMSE 估计 。 估 计量 了 是 对 量 测 随 机 变量 
的 一 个 线性 组 合 ， 如 下 (实际 上 是 一 个 线性 组 合 再 加 上 一 个 常数 ， 也 可 以 看 成 是 一 个 仿 射 
组 合 (affine combination) ) : 
Y= pY + DXi pr) = PY ta" (X— py) (12.1) 


正如 式 (8.79) 所 表示 的 那样 。 以 前 是 用 六, 来 表示 LMMSE 估计 量 ， 但 是 从 这 章 开 
始 只 处 理 线性 佑 计量 ,， 所 以 可 以 丢弃 1 下 标 来 简单 地 标记 。 式 (12.1) 中 的 数据 项 my 和 
mx 表示 其 下 标 指示 的 各 个 随机 变量 的 期 望 ， 或 者 说 是 均值 。 在 这 里 常常 用 如 下 的 向 量 
标记 : 


| | a |: (12. 2) 
aL XL 
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式 (12. 1) 给 出 的 估计 结果 是 无 偏 的 ， 也 就 是 说 EDLY =p = EL]. 
最 优 向 量 a 是 通过 求解 式 (8. 87) 的 正规 方程 获得 的 。 它 是 通过 让 估计 误差 一 六 与 每 
个 所 量 测 随机 变量 X, 正 交 ， 来 推导 出 结果 ， 采 用 和 矩阵 方程 ， 式 (8. 87) 可 以 写 为 
(Cxx) * a = Cxy (12,3) 
这 里 ，Cw 是 一 个 关于 随机 向 量 X AY LX LRRD SEE. BG, DATERER ENM 
机 变量 X; 与 X; 的 协 方差 sxx ， 也 等 于 第 (j， DAER oxx 。 类 似 地 ，em 是 一 个 工 X1 的 
向 量 ， 其 第 i 个 分 量 是 量 测 随机 变量 X, 与 待 估计 的 随机 变量 Y 之 间 的 协 方差 oxy。 等 效 
地 ， 可 以 分 别 给 出 协 方差 矩阵 与 向 量 的 定义 表达 式 ， 即 
Ca = EL(X—p,) (着 一 由， ey = ELX — pY — pu) = ctx 2.4) 
这 里 的 矩阵 或 向 量 的 期 望都 是 通过 输入 向 量 逐 Ms 
项 对 应 计算 出 来 的 ， 因 此 LMMSE 估计 量 可 以 
由 所 涉及 的 随机 变量 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 来 完全 


a r—€ ot 
前 面 式 (12. 1) 可 以 表示 为 图 12.1 式 (12.5) 的 框图 表示 。 显 示 了 基 

Y = py tex (Ce) X — py) (12: 5) 于 LMMSE 算 法 实现 的 从 量 测 随 

这 个 关系 的 框图 如 图 12.1 所 示 ， 它 给 出 了 一 个 机 向 量 六 对 随机 变量 Y 的 估计 


有 用 的 参考 ， 以 便 与 后 面 推导 的 结果 进行 对 比 。 
可 以 直接 计算 与 之 关联 的 MMSE， 表 示 如 下 
MMSE= E[(Y —Y)?] = EL(Y — HY] = ELY’ ] — ELY] 


= ø, — a" cxy = o% — Cxy (Cx) | Oxy 





1 4 
= o (1 — z chr (Cun) ' ex) (12. 6) 


表达 式 中 的 第 二 个 等 式 表示 零 均 值 的 了 一 立 与 每 个 量 测 随机 变量 是 正 交 的 ， 因 此 也 就 
与 立正 交 ， 所 以 ，E[(Y 一 妆 关 二 0。 第 四 个 等 式 表 达 的 是 前 一 个 等 式 减 去 和 加 上 yx 的 结 
果 ， 然 后 合并 方差 和 协 方差 。 出 现在 式 (12. 6) 最 后 一 行 的 非 负 量 


piy = bek (Cart (12.7) 


必须 不 大 于 1， 因 为 MMSE 必须 是 非 负 的 。 它 扮演 着 与 py 类 似 的 角色 。 在 从 单个 随机 变 
it X 31 Y 的 LMMSE 估计 时 ，piy 代 表 随 机 变量 X 和 了 之 间 的 相关 系数 的 平方 。 第 8 章 
介绍 的 使 用 向 量 空间 来 表征 LMMSE 中 ，pisy 的 值 是 向 量 Y 与 其 在 向 量 {X;) 子 空间 的 投影 
之 闻 夹 角 的 余弦 值 平方 ,或 者 等 效 于 Y 和 Y 之 间 夹 角 的 余 弱 值 平 方 。 

这 一 章 的 目标 是 拓展 LMMSE 估计 算法 ， 在 量 测 信号 为 广义 平稳 过 程 中 的 运用 。 也 就 
是 说 通过 广义 平稳 过 程 的 量 测 值 ， 估 计 出 另 一 些 联合 的 广义 平稳 过 程 在 某 些 时 刻 的 值 。 
LMMSE 估计 问题 正如 预期 的 那样 ， 解 决 方案 仅仅 需要 相关 随机 变量 的 一 阶 憩 和 二 阶 矩 ， 
特别 是 它们 的 均值 、 自 协 方差 函数 与 互 协 方差 函数 。 本 章 将 详细 讨论 离散 时 间 情 况 下 的 
LMMSE 估计 问题 ， 因 为 它 更 加 透明 易 懂 。 不 过 ， 很 多 离散 时 间 情 况 下 的 结果 与 连续 时 间 
情况 的 结果 是 紧密 并 行 的 ， 这 在 本 章 的 最 后 会 简短 地 介绍 。 


12.2 FIR 维 纳 滤 波 器 


假设 z[.] 和 y[*] 是 关联 的 广义 平稳 随机 过 程 ， 均 值 为 x,、y,， 自 协 方差 函 数 为 
Cs[m] 和 C[m]， 互 协 方差 函数 为 Cs [m]。 如 果 想 要 通过 JH LAR rin], 
z[n 一 1],…，x[n 一 工 十 1] 来 得 到 y[nj 在 某 些 特定 时 刻 n 的 LMMSE 估计 。 这 个 估计 可 从 
下 面 的 方程 得 到 : 
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Lal 
SEn] = m, + Dhein j] a) (12. 8) 
j=1 


这 里 使 用 一 些 最 佳 选择 的 系数 h[0]，h[1]，…，h[ 工 一 1]。 这 个 公式 本 来 就 是 式 (12. 1), 
除了 一 些 符号 标记 的 变化 。 进 一 步 ， 所 选择 的 最 佳 有 [让 只 与 联合 的 广义 平稳 随机 过 程 在 时 
间 轴 上 的 相对 位 置 关 联 ， 对 于 任何 n 值 都 是 同样 的 ， 因为 n 不 会 改变 本 问题 所 涉及 的 采样 
数据 之 间 的 相对 关系 。 


[站 的 最 佳 值 是 式 (12. 3) 所 表示 的 正规 方程 式 通过 适当 的 变换 求解 得 到 的 。 特别 地 ， 


£12. 3) 中 协 方差 矩阵 Cw EKG, PMCKG, 站 会 变 成 C.[i 一 让， 也 就 是 说 xzL* J 在 
间隔 i 一 j 的 自 协 方差 。 同 样 地 ， 式 (12. 3) 中 cx 的 第 i 个 元 素 会 变 成 C。[Li 一 1]， 也 就 是 
cE JA y[*] 互 协 方差 在 间隔 i 一 1 的 值 。 下 面 的 例子 说 明了 这 个 问题 ， 4 10.5.2 FP 
的 那个 例子 很 相似 。 

有 加 性 噪声 污染 的 信号 FIR 估计 

想象 有 一 个 噪声 污染 的 量 测 随机 过 程 xz[n]， 它 是 一 个 广义 平稳 随机 过 程 yl A R BN o 

x(n] = 2yEn] + vin] (12. 9) 

xe, inlZEHRPHE(AKRRE OHM), H wx BHA C.Lm]=o'dlm], FR 
yl TAK. BR yin p, =l, BA BA C,[m j=. 3)!" HA eine = 
个 广义 平稳 过 程 ， 均 值 ,二 2， 并 上 且 


C..[m] = 4C,,[m] +C,,[m] = 4 Xx (0. 3)!" a (12. 10) 
同时 ，xz[.] 和 y[*] 是 联合 的 广义 平稳 过 程 ， 其 协 方差 为 
Cs[m] = 2C,,[m] = 2 X (0.3)™ (12. 11) 


基于 量 测 x[n]、z[n 一 1] 和 zx[n 一 2]，y[Lnj] 的 LMMSE 估计 为 
SEn] = 1+ hEoICz[n]—2)+htil(zLn—1]—2)+hL2](zLn—2]—2) 


(12. 12) 
这 里 ，h[ 门 的 值 可 通过 求解 下 面 正规 方程 式 来 确定 : 
1 二 (0:/4) 0.3 Co Dy ALO] 1 
4 0.3 1+ (@’/4) 0. 3 | ATi) |=2) 0.3 | (12. 13) 
(0. 3)? 0.3 14+ (o’?/4)} AEZ] (0. 3)? 











为 了 检验 这 些 方程 解 的 正确 性 ， 可 以 假设 没有 噪声 ， 也 就 是 说 到 天 0， 那么 该 系统 的 

方程 式 有 唯一 解 ， 即 ACO]=1/2, AL1]=0, AL2]=0, WU 
- jlr] 三 工 十 (1/2)(Cz[Lz] 一 2) = x[n]/2 

即 在 无 噪声 的 情况 下 ， 准 确 等 于 yLnj。 这 种 情况 必然 是 一 个 最 佳 估 计 。 其 他 极端 情况 下 ， 
噪声 强度 非常 高 ， 即 0 污 l， 那 么 所 有 的 h[jij 会 非常 小 ， 所 以 有 3[n] 守 1 二 pj,。 换 名 话说 ， 
高 噪声 情况 下 ，y[nj 的 最 佳 估 计 接 近 它 的 均值 。 < 

式 (12. 8) 中 的 求 和 可 以 很 容易 识别 出 是 一 个 卷 积 求 和 ， 可 以 假设 由 一 个 线性 时 不 变 滤 
波 器 来 实现 ， 其 结构 如 图 12.2 所 示 ， 这 就 是 维 纳 滤波 器 ， 可 用 于 解决 所 有 n 时 刻 上 的 
LMMSE 估计 问题 ， 因为 涉及 的 所 有 随机 过 程 是 联合 的 广义 平稳 过 程 。 这 个 估计 器 一 开始 
是 去 掉 所 量 测 的 广义 平稳 过 程 中 的 均值 ， 得 到 0 
均值 的 广义 平稳 过 程 波动 Zin]=2z[n]—p,. 2 
后 ,将 它 提供 给 单位 冲击 响应 为 [Lj] 的 这 个 LTI 
系统 ( 维 纳 滤波 器 ) 。 其 中 ，j 一 0，1，…， 工 一 1 的 “xm 一 人 @ O— tn 
h[ 门 值 ， 是 通过 最 优选 择 计 算得 到 的 ， 对 于 其 他 ”图 12.2 维 纳 滤波 器 结构 。 从 关联 的 随机 


Hs My 


的 [站 值 设 定 为 0。 因 此 ， 这 个 滤波 器 的 单位 冲 过 程 X[*] 的 量 测 来 估计 广义 平稳 
击 响应 只 有 有 限 长 时 间 ， 是 一 个 因果 的 有 限 单位 过 程 了 时 ， 利 用 最 优选 择 的 单位 
冲击 响应 ， 或 者 说 FIR 滤波 器 。LTI 系 统 的 输出 冲 激 响应 A «136 LMMSE 的 
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是 零 均值 的 WSS 波动 过 程 了 nj 一 x,， 因 此 再 加 上 jy, 就 得 到 LMMSE fits En]. 

与 式 (12. 8) 关 联 的 LTI 系统 通过 对 量 测 的 波动 信号 进行 滤波 ， 可 以 产生 LMMSE 估 
计 的 波动 ， 这 是 维 纳 滤波 器 的 一 个 简单 例子 ， 称 为 因果 FIR 维 纳 滤 波 器 (causal FIR 
Wiener filter) 。 就 这 同一 类 解决 方案 ， 因 果 FIR 维 纳 滤波 器 也 有 许多 经 过 验证 是 可 行 的 
变化 形式 ， 比 如 需要 定义 一 个 如 下 形式 的 估计 量 : 


L 
SEn] = y, + DAL aln—j]—p,) (12. 14) 
j=—L 


此 表达 式 用 时 间 窗 口 范 围 为 [n 一 L，n 十 Lj] 的 x[，] 的 量 测 值 ， 去 估计 随机 过 程 yle TE o 
中 心 时 间 的 yLnj。 同 样 地 ， 列 出 时 间 窗 口 对 应 的 2L 十 1 个 标准 方差 ， 就 可 求解 得 到 h[ 门 
最 优 值 。 除 了 这 个 滤波 器 不 是 因果 的 之 外 ， 这 个 结果 和 图 12. 2 所 示 的 维 纳 滤波 器 是 一 样 
的 。 接 下 来 的 例子 阐明 了 另 一 种 变化 ， 称 为 FIR 维 纳 预 测 (FIR Wiener prediction)， 它 是 
通过 量 测 的 当前 值 以 及 特定 范围 内 的 过 去 值 ， 去 预测 随机 过 程 将 来 的 值 。 

FIR 预测 

对 于 一 个 广义 平稳 过 程 z[.]， 考虑 用 量 测 的 zn], alas l set. aln—L+1]R# 
得 LMMSE 估计 量 z[z 十 1]。 用 最 新 量 测 的 工 个 值 来 进行 广义 平稳 过 程 的 单 步 LMMSE 预 
测 是 合理 的 。 当 然 可 以 定义 一 个 广义 平稳 过 程 y[n]， 对 于 所 有 的 nn 都 有 y[n] 二 zx[n 十 1]， 来 
进行 分 析 ， 但 这 会 降低 精确 描述 本 节 开 始 时 提出 的 问题 。 使 用 3$[nj] 二 全 [n 十 1] 来 改写 式 
(12. 8) 给 出 的 估计 量 ， 可 以 得 到 





anti] = p, + DGN j] p) (12. 15) 
然后 用 正规 方程 求解 h[j] 的 最 优 解 。 因 为 Cu[z] 王 Ce[m 一 1]， 可 以 得 到 
Ca LO] E I O T D CofE S) ALO] CE 
Se ES G.A-0] CLl] «+ C,[L—2] h[L1] aal Gal—2] 
eno C,.(2—L] oe oe c [o] ME GT-L] 
(12. 16) 


因为 Ca[L 一 mj 二 CLm]， 所 以 左边 的 方 阵 是 对 称 的 。 式 (12.16) 又 称 为 Yule-Walker 
方程 。 i 
这 里 只 对 两 种 特殊 情况 感 兴趣 : 一 种 是 几何 级 数 ( 也 就 是 以 指数 方式 ) 相 关 过 程 ， 另 一 
种 是 有 限 相 关 过 程 。 

几何 级 数 相关 过 程 (geometrically correlated process) ”作为 第 一 种 特例 ， 假 设 C,[m]= 
Co (o) ”的 情况 ， 其 中 ，Co>>0 和 po 幅度 小 于 1， 这 称 为 几何 级 数 相关 过 程 ， 在 高 散 时 间 
内 等 效 为 指数 相关 。 正 规 方程 或 者 Yule-Walker 方程 就 变 成 了 


TO | 0 
Aah a h[1 ; 

ep 1 和 a by =|? (12. 17) 
i a ot l hLL— 1] o 


对 于 |po| 坟 1， 左边 的 矩阵 是 可 逆 的 ， 因 此 上 述 方程 有 唯一 解 。 通 过 检验 可 以 知道 ， 假 设 
AL0] 王 po 和 在 1<j<L—-1 情况 下 h[ 站 二 0， 满 足 式 (12.17)。 因 此 ， 对 于 一 个 几何 级 数 相 
关 的 过 程 ， 其 LMMSE 单 步 预测 (one-step predictor) 可 写 为 
t[nt1]= p, + pGaln]—p,) = arin] + A pp, (12. 18) 
此 外 注意 到 ， 它 仅仅 需要 最 近 的 量 测 值 z[n]。 尽 管 z[n 十 1] 和 之 前 每 个 量 测 值 都 相关 ， 
但 是 所 有 在 xz[Lnj 之 前 的 量 测 值 都 可 忽视 。 因 为 z[nj] 携 带 了 所 有 关于 估计 zx[n 十 1] 的 知识 。 
相应 的 MMSE 由 式 (12.6) 的 第 四 个 等 式 直 接 决 定 ， 其 结果 是 
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MMSE = C,,[0]—AL0JC,.[—1] = QA =p) (12. 19) 
对 于 形 如 有 h[ 门 Ca.[ 一 j 一 1j] 的 其 他 求 和 项 ( 即 G 的 求 和 项 ) 在 上 述 方程 中 没有 出 现 ， 是 因 
AE j> 时 h[ 门 =0。 式 (12.19) 与 第 7 章 和 第 8 章 从 一 个 随机 变量 估计 另 一 个 随机 变量 
的 表达 式 是 一 致 的 。 
临近 相关 过 程 (proximally correlated process) 第 二 种 特殊 情况 是 假定 
Cs [Lm] = Co (pdm + 1] + dim] + pdlm—1]) (12. 20) 

从 上 式 可 以 看 出 随机 过 程 中 任意 时 刻 的 值 ， 只 与 其 前 后 相差 一 步 的 值 相关 ， 相 差 超过 
一 步 就 不 相关 (推广 到 更 一 般 的 情况 ， 是 讨论 随机 过 程 的 值 只 与 其 前 后 相差 有 限 步 的 数据 
值 相 关 )。 正 如 例 11.4 所 讨论 的 那样 ， 一 个 有 效 的 自 协 方差 函数 所 必需 的 约束 是 |o| 去 
0.5， 这 与 要 求 其 离散 时 间 侍 里 叶 变 换 (DTFT) 为 非 负 的 约束 一 样 ， 这 是 频谱 密度 所 必需 
的 。 在 本 例 中 可 以 限制 工 二 3， 为 了 使 得 计算 简单 ， 此 时 正规 方程 ， 即 Yule-Walker 方程 
变 成 : 
| core hLo] 
eo 1 p|{aLl) 
Oe J h[2] 

左边 的 矩阵 揭示 了 临近 相关 过 程 可 使 用 另 一 个 名 字 ， 即 带 状 过 程 (a banded process). 
求解 包含 了 系统 三 个 未 知 数 的 三 个 方程 ， 得 到 的 解 为 

Cl 2 3 

no] = a ALL = a MO] = 7 yy 

注意 h[1] 和 h[2] 是 非 零 的 ， 所 以 x[n 一 1] 和 xz[n 一 2j 要 与 xz[nj 一 起 来 估计 zxLn 十 1j， 
即使 在 z[n 十 1] 与 xz[n 一 1] 和 xzLn 一 2] 不 相关 的 时 候 。 

相应 的 MMSE 可 以 很 容易 地 由 式 (12.6) 中 第 四 个 方程 得 到 ， 方程 如 下 : 

MMSE = C,,[0] —h[0]Ca[—1] = C (1 =a (12. 23) 

对 于 形 如 hG] j RARER, ELRFRPRAUM, ÆR AE j> 时 
Ca[—j—1]=0. 

# (12. 23) 的 MMSE, 会 比 用 sin] MAN zn +1] 4) MMSE Go (1 一 pg ) 的 要 小 。 例 
如 ， 对 于 |p| 二 0.5， 式 (12.23) 的 MMSE 大 概 为 0.625C。， 然 而 后 一 种 的 MMSE 为 0.75Co。 
从 使 用 单独 量 测 值 z[nj 到 使 用 量 测 值 x[n]，z[Ln 一 1]，x[Ln 一 2]， 可 以 降低 16.7% 的 误差 ( 标 
准 偏差 减少 8.7%6)。 这 种 幅度 降低 在 一 些 特殊 应 用 中 是 意义 重大 的 。|p| 的 值 越 小 ，MMSE 
的 降低 就 越 小 。 

式 (12. 20) 中 零 均 值 过 程 x[nj 的 自 协 方差 函数 的 具体 实现 如 图 12. 3a 所 示 ， 其 中 po 一 
0.5，C, 二 1。 在 前 面 例 11.10 中 描述 过 这 个 信号 怎么 生成 的 。 图 12.3b 所 表示 的 是 由 
式 (12.15) 和 式 (12. 22) 所 表示 的 LMMSE 估计 量 得 到 的 单 步 预测 随机 过 程 ， 其 中 Aol 
0.75,，h[1]== 一 0.5，h[2] 二 0.25。 图 中 相关 的 估计 量 是 以 人 [n 十 1] 为 标记 。 与 此 估计 量 
关联 的 MMSE 为 0.625， 而 通过 图 12. 3b 显示 的 所 有 离散 时 间 点 的 数据 ， 求 出 其 平均 时 间 
均 方 误差 (time-averaged square error) 为 0. 614。 

作为 对 比 ， 图 12. 3c 所 示 的 单 步 预测 是 只 使 用 量 测 值 zLnj 来 预测 Z[z 十 1] 的 LMMSE 
估计 量 而 产生 的 。 其 中 相关 估计 的 标示 为 Zi [Ln 十 1j， 并 且 给 出 和 [nn 十 1] prn] = 
0. 5x[n]。 与 此 估计 和 值 关联 的 MMSE 为 0.75， 而 通过 图 12.3c 显示 的 所 有 离散 时 间 点 的 数 
据 ， 求 出 其 平均 时 间 均 方 误差 为 0. 746。 

从 图 12.3 可 以 很 明显 地 看 出 b 和 c 的 振幅 比 信号 x[n 十 1j 要 小 。 产 生 这 种 情况 的 原因 
在 式 (12.15) 中 ，LMMSE 估计 值 是 取决 于 所 获取 的 量 测 值 和 均值 y,， 但 在 MMSE 计算 中 
vw, 与 量 测 值 无 关 。 本 例假 设 了 jp, 二 0， 所 以 就 有 把 估计 值 向 0 值 拉动 的 趋势 。 随 着 更 多 的 
量 测 值 用 于 估计 中 ， 也 就 是 说 随 着 二 值 增 大 ， 均 值 ,的 重要 性 就 降低 了 ， 此 时 的 估计 和 值 

















p 
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0 10 20 30 40 50 60 
a) 零 均 值 过程 x*[n] 的 自 协 方差 函数 的 实现 ， 其 中 Cyw(m)= 
0.56[m+1]+6[m]+0.56[m-1] ， 由 例 11.10 生 成 


0 10 20 30 40 50 60 
b) 例 12.2 给 出 的 有 限 相 关 情 况 下 的 LMMSE 单 步 预 测 x[n+1] 情 
况 。 使 用 量 测 x[n] 、x[n-1] 、x[n-2] ， 预 测 得 到 X,[n+3]。 


0 10 20 30 40 50 60 


n 
c) 只 用 当前 量 测 x[n] 的 LMMSE 单 步 预测 x[n+1] 情 况 ， 
预测 结果 记 为 [n+1]。 


图 12.3 
将 更 多 地 由 量 测 值 来 决定 。 < 
12.3 无 约束 的 离散 时 间 维 纳 滤波 


针对 前 一 节 定 义 的 联合 广义 平稳 过 程 CJA >y[']， 现 在 假设 想 要 再 次 构造 一 个 
LMMSE 估计 ， 对 一 些 特定 n 的 y[nj 进 行 估 计 ， 但 使 用 的 量 测 值 为 所 有 nn 的 xzLn]， 即 有 


IEn] = p, + >) heln j] p) (12. 24) 


其 中 ， 相 关系 数 AL LEHR HORN RPE. RIRA 8) 不 同 的 是 ， 求 和 的 范围 变 
成 了 一 ~2。 在 以 前 的 讨论 中 ， 对 所 有 nn 使 用 相同 的 一 组 系数 [jj]， 这 是 有 用 的 ， 因 为 
涉及 的 随机 过 程 都 是 广义 平稳 过 程 。 之 前 方程 涉及 卷 积 处 理 ， 正 如 图 12.2 所 示 的 框图 那 
样 。 然 而 ， 现 在 这 里 的 滤波 器 ， 其 单位 冲击 响应 潜在 的 是 无 限 区 间 长 。 因 此 ， 正 规 方程 不 
再 是 有 限 阶 的 矩阵 形式 ， 所 以 不 得 不 进行 改进 。 
回想 一 下 ， 由 X 进行 LMMSE 估计 以 得 到 y 的 正规 方程 所 揭示 的 内 容 : 
o LMMSE 估计 的 推导 必须 是 无 偏 的 ， 也 就 是 EL[Y] 二 EL[Y]， 从 而 得 到 了 式 (12. 1) 的 
估计 公式 ; 
© 以 及 可 以 导出 正 交 性 条 件 : 当 Y 是 LMMSE 估计 值 ， 则 误差 Y 一 了 或 者 等 价 的 (Y 一 
jy) 一 (YY 一 py)， 与 在 估计 中 用 到 的 所 有 量 测 值 正 交 ， 也 就 是 说 ,与 向 量 X 的 组 成 
部 分 或 者 一 jy 的 组 成 部 分 正 交 (因为 无 偏 性 确保 随机 过 程 可 以 和 任意 党 
HIE). 
无 偏 性 和 正 交 性 可 以 分 别 通 过 简单 的 计算 来 得 到 。 比 方 说 ， 将 均 方 误差 关于 估计 值 的 
权 系 数 进行 一 阶 求 导 ， 然 后 设 导数 等 于 0 就 可 以 计算 出 来 。 
相同 的 原因 适用 于 这 里 所 讨论 的 情况 ， 所 以 就 不 一 一 歼 述 细节 了 。 基 于 无 偏 估计 的 条 
件 可 推导 出 估计 值 公式 ， 即 式 (12. 24), ， 估 计 误 差 为 
ela] = in = Cln]—p,) — Gln] — z,) (12. 25) 
ERA 0 均值 。 而 基于 正 交 性 的 条 件 ， 有 下 列 公 式 对 于 所 有 m 都 成 立 。 


第 12 章 信号 估计 


Ele[njz[n—m]] = 0 = Eleln](al[n—m]—p,)] (12. 26) 
当 m>0 时 ,确保 了 误差 e[nj 与 随机 过 程 zL。 “] 的 当前 值 和 过 去 值 正 交 : 当 m<0 时 ， 确 保 
T eln] A cle IWE HRK AEE 
假设 图 12. 2 所 示 滤 波 器 的 单位 冲击 响应 h[* j 是 稳定 的 ， 或 者 至 少 频率 响应 是 定义 明 
确 的 ， 这 将 使 得 它 的 输出 yLnj 一 p, 与 所 量 测 的 输入 过 程 值 是 联合 广义 平稳 的 。 因 此 ， 正 
交 条 件 可 以 简化 为 
Calm] = Calm] — Chim] = 0 €12. 27) 
或 者 
miad Cig (12. 28) 
对 于 所 有 m 都 成 立 。 后 面 一 个 公式 为 满足 正 交 条 件 的 最 优 系统 提供 了 另 一 种 说 法 ， 那 就 
是 ， Sbload iei SG tet ty) BEAST MORNE 与 量 测 值 的 
互 协 方差 (上 述 公 式 等 号 右边 的 ) 。 
为 了 计算 单位 冲击 响应 h[*，]， 观 察 一 下 外 Ln]， 它 是 zLnj 通 过 线性 时 不 变 系 统 滤波 所 
得 的 ， 这 里 线性 时 不 变 系统 的 单位 冲击 响应 为 h[L*]。 接 下 来 关系 的 应 用 与 前 面 建立 
式 (10. 65) 的 过 程 相似 ， 即 


Calm] = 2 hj 1C..[m —j] = him] * Calm] (12. 29) 
结果 可 由 式 (12. 24) 直 接 推导 出 来 的 。 先 改 写 式 (12. 24) 为 
3[n]—p, = = ALj](a[n —j]—p,) (12. 30) 


然后 两 边 同 乘 (zx[n 一 mj 一 u,)， 再 将 右边 相 乘 运算 移 到 求 和 的 里 面 ， 最 后 两 边 计 算 期 望 值 
(就 可 以 得 到 式 (12. 29))。 
将 式 (12. 29) 与 式 (12. 28) 合 并 可 得 
him] « Caim] = Cp Em] Che, 313 
它 对 所 有 都 成 立 ， 其 中 Cs [mj 和 Cx [mj 是 已 知 的 ，h[Lmj 是 待 求 的 。 将 时 域 上 的 着 积 
系 转换 到 频 域 上 ， 就 变 成 了 简单 的 乘法 关系 : 
H(e)D, Ce") = D, Ce") CE2. 32) 
重新 整理 方程 可 以 得 到 ， 在 对 于 所 有 频率 2，D- (e?) 关 0 时 ,无 约束 的 LMMSE fi 
计 ， 或 者 维 纳 滤波 所 希望 的 频率 响应 的 表达 式 : 
gs. Wa Gry 
H(e ) S D, (en) (12. 33) 
对 于 那些 使 得 Da (29) =0 的 频率 Q， 从 式 (11. 51) 可 以 确保 此 时 的 Dae (Ce) =0, Fk, E 
这 些 频率 处 及 (e?) 可 以 选择 任意 值 。 这 个 选择 不 会 影响 均 方 误差 ， 因为 量 测 随 机 过 程 
Zz[nj 的 频谱 内 容 不 在 这 些 频 率 之 内 。 这 个 结果 表明 ， 理 (e?) 在 适度 满足 连续 条 件 (a mild 
continuity condition) 下 是 一 个 平稳 的 滤波 器 。 
其 整体 构造 如 图 12.4 所 示 ， 它 与 图 12. 1 所 示 的 LMMSE 估计 结构 和 细节 表达 很 相 


WL. Da (en) 和 Dy, (ea) 分 别 对 应 着 Ca 和 z j 

Fy ery $8, REN BR RTE 

果 ， 人 们 就 可 以 像 解决 两 个 随机 变量 之 — 

间 的 LMMSE 估计 问题 一 样 ， 很 简单 地 “人 |? wy ais 
处 理 两 个 联合 的 广义 平稳 过 程 间 的 。 ”5 图 12.4 BARENE Cee 


LMMSE 估计 问题 。 特 别 要 说 明 的 ， 在 频 域 中 滤波 器 在 每 个 频率 之 间 的 特性 互 不 关联 。 在 
后 面 的 章节 中 ， 这 种 类 似 的 模型 还 会 出 现 。 
最 佳 滤波 对 应 的 均值 均 方 误差 ， 也 就 是 说 MMSE 为 
MMSE = E[e’[n]] = C.[0] (12. 34) 
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为 此 ， 这 里 需要 得 到 Ce。[Lzzj] 的 表达 式 ， 与 式 (12. 6) 中 的 第 四 个 方程 类 似 : 
Calm] = Cp im] — Ch imn] = C,,[m] — Chim] * Calm] (12. 35) 
其 中 ，h[mj] 是 最 优 滤波 器 的 单位 采样 响应 。 等 式 右边 是 全 部 已 知 的 ， 所 以 ，C。[mj 和 
Ca[L0j 都 是 可 计算 的 。 
MMSE 的 频 域 表达 式 也 是 有 用 的 。 将 式 (12. 35) 进 行 离散 时 间 傅 里 叶 变换 ， 就 可 以 得 
到 波动 谱 密 度 的 误差 : 
D,, Ce") Dy Ce?) — HC) D,, Ce) =D, (8) — p Ce) (en)) 《12. 36) 
其 中 ， 
D,, Ce”) 
JV Dyy (27) Diz Ce) 
这 里 ， 函 数 o, (Ce ) 扮 演 的 角色 是 频 域 上 的 一 个 复数 相关 系数 ， 可 以 认为 是 两 个 过 程 的 相 
FM, SEE, A2 36) 中 的 D。(e*) 对 于 所 有 频率 都 是 非 负 的 ， 只 要 确保 对 于 所 有 频 
KARA lo, (CO) | 过 1。 这 一 结论 的 发 现 ， 提 供 了 一 条 计算 式 (11. 51) 的 边界 条 件 的 新 思 
路 。 现 在 改写 MMSE 为 


MMSE = C.[0] = +f D. (er) dn = 支 | Dy (2) — |p, Ce) |2)dQ (12. 38) 


在 一 些 频率 范围 内 ， 相 关 函 数 的 幅度 接近 1。 在 这 些 频 率 范 围 内 ，LMMSE 估计 的 
多 "能 更 好 地 接近 于 yL*]， 也 就 是 说 ， 对 这 个 频率 范围 内 的 z[* ] 组 成 分 量 ， 进 行 适当 的 
LTI 滤波 可 得 到 更 好 的 估计 。 

此 外 ， 还 应 该 注意 到 ， 式 (12. 38) 最 后 一 个 等 式 的 被 积 函 数 D,, (e?)(1 一 |p,, (e?)|?)， 
与 在 LMMSE 估计 中 用 随机 向 量 关 去 估计 随机 变量 Y 时 所 给 出 的 MMSE 表达 式 中 的 
oy (1 一 px) 是 相似 的 。 所 不 同 的 是 在 广义 平稳 过 程 的 环境 中 ， 表 达 式 针对 所 有 频率 积分 计 
算得 到 MMSE。 

接 下 来 的 一 些 例子 进一步 展示 了 在 各 种 设置 下 估计 方法 的 变化 。 第 一 个 例子 主要 是 对 
维 纳 滤波 器 解决 方案 的 一 个 简单 检验 。 

非 因果 预测 

假设 量 测 过 程 zLnj] 是 广义 平稳 的 ， 现 在 想 预 测 其 no 二 0 之 前 的 值 ， 所 以 

yla] = zaln+ n ] (12. 39) 

对 于 无 约束 维 纳 滤波 器 来 说 ， 这 是 很 简单 明了 的 ， 直 接 选 取 滤 波 器 的 单位 冲击 响应 

h[nj 二 6[n 十 moj 就 可 以 了 。 这 也 可 以 用 式 (12. 33) 推 出 : 


pr (È) = (12. 37) 


Cy Lm] = C..[m+ nm ] (12. 40) 
所 以 有 
D,, Ce?) = & D, (e) (12. 41) 
推 得 最 优 滤波 器 的 频率 响应 为 
H(e?) = D,, (e")/Dz(e*). = &™ (12. 42) 


正如 期 望 那样 ， 相 应 的 单位 冲击 响应 为 8SLz 十 zxo]。 这 个 滤波 器 将 输入 时 间 左 移 no 个 
时 刻 。 用 式 (12. 38) 很 容易 得 到 相应 的 MMSE 为 0。 

因果 预测 还 有 很 多 挑战 和 乐趣 ， 本 章 后 面 还 将 进行 一 一 印证 。 < 

HEP RAS BFK ie EY HE TOE. RRMA Be Be OER 
声 干扰 的 一 组 信号 量 测 值 中 估计 出 信号 本 身 。 

又 加 了 加 性 噪声 的 信号 无 约束 估计 

就 像 在 例 12. 1 中 所 假设 的 那样 ， 一 个 量 测 信号 xzLnj] 是 以 一 个 潜在 的 广义 平稳 随机 信 
号 yLnj] 为 基础 进行 扩展 的 且 司 加 了 骂 声 干扰 的 信和 号， 表示 为 

ain] = 2y[n]+v[n] (12. 43) 


第 12 章 “信号 估计 


其 中 ，wLn] 是 广义 平稳 的 噪声 过 程 。 假 定 ol 15 yL*j] 是 不 相关 的 ， 所 以 它们 之 间 的 协 方 
差 为 0， 也 就 是 说 对 于 所 有 的 m 都 有 Cy[Lmj 二 0。 同 时 也 假定 ， 已 知 它 们 的 均值 jy,、jx, 和 
自 协 方差 为 CyLm]、CwLmj]。 现 在 想 要 用 全 体 记录 的 量 测 值 zL "来 构造 一 个 LMMSE f 
计 值 yLn]。 如 图 12.4 实 现 结 构 所 示 ， 这 里 使 用 一 个 维 纳 滤 波 器 ， 它 以 量 测 值 cella 
As È u, =2u, ty, RP EHSL]. 

这 个 需要 维 纳 滤 波 器 滤波 处 理 的 值 可 以 非常 直接 地 计算 出 来 。 为 了 简化 表达 式 ， 引 用 
C,,[m]=0, Æ 

C..[m]= 4C,,[>m]+ C,,[m]+2C,.[m] + 2C,,[—m] 





=4C,,[m]+C,[m] (12. 44) 
和 
Cy Lm k 2C,, lmJ+C,.Lm] = 2C,,[m] (12. 45) 
经 过 对 式 (12. 35) 的 转换 和 替代 ， 维 纳 滤 波 器 的 频率 响应 可 以 表示 为 
Sat acu 2D,, Ce”) 
H(e”) = 1D, (Cen) + De Ce) (12. 46) 
注意 ， 这 种 情况 下 的 维 纳 滤波 器 的 单位 冲击 响应 
必须 是 关于 时 间 的 偶 函 数 ， 因 为 滤波 器 的 频率 响应 是 “7 i. 
关于 频率 的 实 的 、 因 此 也 是 对 称 的 频率 函数 。 由 此 可 + 
知 此 滤波 器 是 非 因 果 的 。 3.5 


对 于 那些 信号 的 波动 功率 远大 于 噪声 的 波动 功率 3 
的 .2 频率 范围 内 ， 互 (ea) 和 1/2; 而 对 于 那些 噪声 的 2.5 
波动 功率 远大 于 信号 的 波动 功率 的 只 频率 范围 内 ， 2 
H(e) =2D,, (&7)/D,, (ep)0。 例 如 ， 对 于 一 个 方 15 
Žž J= 的 白 噪声 ， 以 及 一 个 符合 式 (12.20) 的 临 1 
近 相 关 的 C,,[mj]， 其 中 Co 二 2，p 二 0. 5， 可 得 到 0.5 
D, (ep) = 2(1 + cosh) Oe By © fuse a Sey 
那么 可 推 得 最 优 滤波 器 具有 一 个 低 通 频率 响应 ， Be Tg t ?3 


ME 12. 5 DL » 图 12.5 ”信号 波动 谱 密度 Dy Ce). H 
该 滤波 器 的 仿真 曲线 如 图 12.6 所 示 。 这 个 图 从 噪声 波动 谱 密 度 D, (ea)， 以 

上 到 下 分 别 给 出 了 潜在 信号 yLn]、 实 际 量 测 信号 及 维 纳 滤波 器 的 频 域 响 应 

ZX[nj]， 以 及 基于 LMMSE 对 yin] i tkt OE A SEn H(e?) 的 曲线 

的 具体 实现 。 


yin] 
jks 


x[n] 


$in] 
o 


10 20 30 40 50 60 
n 


图 12.6 有 加 性 噪声 干扰 的 信号 估计 。 从 上 到 下 分 别 表 示 : 潜在 的 信号 y[zj、 实 际 的 量 测 信 
号 z[nj] 以 及 LMMSE 估计 对 y[nj 的 估计 ， 记 为 $n] 
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经 过 式 (12.38) 的 适当 变形 ， 可 以 推出 该 滤波 器 的 MMSE， 其 结果 是 


Sr E sD GEDER 
ee aa 1D, Co D, Ce)? ay 
如 果 噪 声 强 度 相对 信号 的 FSD 是 比较 低 的 ， 表达 式 可 以 简化 为 


MMSE ~ = N 1p, ean = +c Eo] (12. 49) 
ea a 4 





这 与 下 列 事实 相 一 致 :在 低 噪声 情况 下 ， 引 nm] 心 卫 x[n]， 其 误差 范围 基本 上 为 去 v[]。 
另 一 种 极端 情况 ， 当 噪声 强度 相对 信号 的 FSD 是 非常 高 的 时 ， 有 
MMSE ~ + |" D,, (e®) da = C,,[0] (12. 50) 


这 就 是 信号 的 方差 。 类 似 地 ， 这 与 下 列 事 实 相 一 致 : 在 高 噪声 情况 下 ，3[nj]y,， 所 
以 误差 自然 就 是 yLnj 与 其 均值 的 差 值 。 

接 下 来 的 这 个 例子 比 之 前 的 更 进 了 一 步 ， 所 说 明 的 场景 会 在 很 多 应 用 中 出 现 。 

模糊 信号 的 去 卷 积 

如 图 12.7 所 示 ，r[z] 表 示 将 一 个 有 趣 的 aln) 
广义 平稳 信号 y[nj 进 行 滤波 处 理 过 或 者 说 模 
糊 化 处 理 后 的 版 本 。 这 里 用 G(z) 表 示 这 个 稳 
定 的 线性 时 不 变 有 系统 的 传递 函数 ， 或 者 说 是 J 一 | co hrer 2 ?0 
表示 用 来 测量 yLnj 的 传感器 的 系统 函数 。 因 已 知 的 稳定 系统 维 纳 滤波 
wh, rl JZ y[.] 和 单位 采样 响应 g[L.] 的 卷 图 12.7 一 个 模糊 信号 琶 加 噪声 的 维 纳 滤 波 器 
积 。v[*] 是 广义 平稳 加 性 噪声 ， 它 和 yL，j] 是 
不 相关 的 ， 所 有 Cw[mj] 二 0。 由 此 可 知 ， 噪 声 与 r[*] 也 是 不 相关 的 ， 因 为 C,,.[m]=glm] « 
Com]. ETUE -ARAT EE i y AMAL ole], 现在 想 设 计 一 个 线性 时 不 
变 系 统 ， 其 传递 函数 是 百 (z)， 可 以 通过 量 测 信号 来 得 出 输入 信号 yLnj] 的 估计 值 。 这 种 滤 
波 操作 就 是 去 卷 积 (deconvolution)， 或 者 说 是 去 模糊 (deblurring)。 

在 没有 加 性 噪声 的 情况 下 ， 有 x[n] 二 r[n]。 此 时 当 传 输 信 号 及 (z) 二 1/G(z) 就 能 精确 地 
还 原 yll wF G(z) 是 满足 最 小 相位 的 系统 ， 则 对 应 的 这 个 反 向 滤波 器 可 以 是 稳定 和 因果 
的 ， 正 如 2.32 节 所 阅 述 的 那样 ， 但 是 其 他 情况 下 它 都 是 非 因 果 的 。 然 而 ， 当 存在 噪声 时 ， 
反 向 滤波 不 是 一 个 好 的 解决 方案 ， 因 为 对 于 GCe?) 幅 度 值 较 小 时 的 频谱 分 量 ， 该 反 向 滤波 的 
频率 响应 百 (ea) 的 幅度 会 很 大 。 造 成 的 结果 是 ， 在 量 测 信号 中 rLnj 的 功率 相对 噪声 功率 较 小 
的 那 部 分 频率 分 量 ， 反 而 被 反 向 滤波 器 增强 了 ， 因 此 造成 估计 值 yina ATES HRE. A 
此 需要 设计 一 个 维 纳 滤 波 器 来 产生 LMMSE 估计 量 yLn]， 以 取代 反 向 滤波 器 设计 。 

式 (12. 33) 给 出 的 维 纳 滤波 器 的 频率 响应 表达 式 表明 ， 需 要 求 得 Du Ce) 和 Du (Ce")。 直 
接 计 算 可 得 

D, (ep) = D, (e) + Du (er) = G(e)Gle in)D, (ee?) + Dn Ce) (12.51) 








和 
Dy, Ce) = Dy (H) = Gle™)D,, Ce”) (12. 52) 
维 纳 滤波 器 的 频率 响应 
= T Gle 2)D,, Ce) 
iss atte GC GCE D,, Ce?) + Dw Ce) (12. 53) 
整理 重 写 为 
jn 
HO) 一 ge ET (12. 54) 


= G D, (ern) + D,, (er) 
上 式 表明 ， 如 果 能 先 找到 cin] LMMSE 估计 F[nj( 具 体 见 例 12.4)， 然 后 再 将 FLnj] 
通过 反 转 滤波 器 1/G(e?) 得 到 的 结果 ， 就 和 从 维 纳 滤波 器 所 获得 的 结果 一 样 。 
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当 噪 声 极 低 时 ， 也 就 是 Ds(e”)->0， 这 就 变 成 了 反 转 滤波 器 ， 频 率 响应 为 1/G(e”)。 
WRREF RARE, Dell) =o, 在 分 母 中 占 主导 地 位 ， 此 时 有 








1 D,(e) 
He") ~ ay (12. 55) 
该 表达 式 符合 对 所 量 测 的 随机 过 程 x[nj] 先 进行 一 次 滤波 处 理 ， 即 优先 通过 那些 在 
r[nj 中 很 强 的 频率 分 量 ， 随 后 再 使 用 反 向 滤波 器 进行 处 理 。 < 


接 下 来 的 例子 是 对 信号 乘 以 而 不 是 有 到 加 一 个 不 确定 性 信号 或 者 噪声 信号 ， 以 进行 维 纳 
滤波 的 情况 。 

去 乘 性 因子 处 理 

一 个 均值 为 ww 、 自 协 方差 函数 为 Cs[Lzzj] 的 广义 平稳 信号 sLzj] 在 一 个 乘 性 信道 中 传播 ， 
所 以 接收 到 的 信号 rLnj 在 时 刻 n 处 的 值 为 

rin] = flnlsLn] (12. 56) 

其 中 ，f[nj 是 信道 在 时 间 n 时 的 乘 性 因子 。 信 道具 有 时 变 的 传输 特性 ， 在 这 里 也 被 当 作 衰 
落 信道 (a fading channel) 来 提 及 。 例 如 s[nj 可 以 看 作 一 个 光源 第 nn 次 传输 的 强度 ，f[Lnj 是 
经 过 有 扰动 的 传输 媒介 的 衰减 ，r[nj 为 接收 到 的 强度 。 假 设 f[nj 是 广义 平稳 过 程 ， 均 值 
为 x;、 自 协 方 差 函 数 为 Cyy[m]， 并 且 和 输入 信号 s[L，] 是 统计 独立 的 。 现 在 希望 用 维 纳 滤 
KEM rle liait sin]. 479 

显然 r[nj 是 广义 平稳 过 程 ， 均 值 为 ,二 jx,， 自 协 方 差 函 数 为 

C,[m]= Reim] — pe = RyLm)RsLm)— pius = (Cyl) +p) (Colm) + ed) — pipes 





= Cy[m]C.Lm] + Cs Em] + piC ym] (12. 57) 
因为 %L。] 是 联合 的 广义 平稳 过 程 ， 互 协 方差 为 

Colm] = Relm] — py, = Rslm]u, — pin, = Calm]p, (12. 58) 

维 纳 滤波 器 的 频率 响应 为 
H(e%) = pete =i PAO les (12. 59) 

这 里 的 定义 为 周期 卷 积 : 
Dy (2) @ Ds (en) = Dire") Q Ds eo) do (12. 60) 

<2r> 


计算 这 个 积分 需要 注意 ，Drr Ce) 和 DCe2) 是 周期 的 ， 周 期 为 2r。 

下 面 用 一 个 特殊 情况 来 核实 一 下 这 个 结果 。 假 设 fLzj] 在 值 wr 处 ， 是 个 固定 的 ， 
Djj(e?) 二 0,， 易 得 有 (e?) 二 1/p;,， 可 以 很 容易 地 得 到 $Lnj] 二 sLn]， 所 以 输入 信号 可 以 很 好 
地 得 到 还 原 。 

另外 一 种 特殊 情况 是 假定 f[nj 为 有 均值 ， 在 均值 上 的 偏差 为 白 噪声 过 程 ， 所 以 Dr Ce) 一 
do HA 
D. Cer) x, 


ed 
He) = SE(#Lal) t ADAT) 





(12. 61) 
< 


12.4 离散 时 间 的 因果 维 纳 滤波 


在 前 面 两 节 关 于 DT 情况 的 维 纳 滤波 处 理 的 几 个 例子 中 ， 已 经 给 出 了 相对 较 直 接 的 解决 方 
案 。 在 FIR 预测 的 例子 中 ， 已 经 建立 了 相应 的 正规 方程 以 及 求解 。 在 无 约束 的 情况 下 ， 由 正 交 
性 条 件 可 以 推出 在 整个 时 间 轴 上 的 卷 积 关系 ， 转 换 这 种 关系 到 频 域 表征 ， 就 允许 最 优 滤 波 器 存 
在 简单 的 代数 解 。 在 两 种 类 型 的 例子 中 ， 滤 波 器 实现 所 涉及 的 结构 如 图 12. 2 所 示 ， 其 中 ， 在 第 
一 种 情况 下 LTI 滤波 器 是 FIR 系统 ， 而 在 第 二 种 情况 下 LTI 滤波 器 是 无 约束 的 。 
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关于 维 纳 滤 波 的 其 他 应 用 方案 可 能 要 更 细致 地 讨论 。 一 个 最 重要 的 情况 就 是 将 LTI 滤 
波 器 约束 为 因果 性 的 情况 ， 即 有 [站 二 0，j 二 0。 此 时 估计 方程 就 被 规定 为 如 下 形式 


[nd = p, + alsa i] — u) (12. 62) 


其 求 和 下 限 值 规定 为 从 0 开始 。 这 种 情形 下 y[z 的 估计 值 决 定 于 当前 和 过 去 的 zL"]， 但 是 
将 来 的 值 是 被 排除 在 外 的 。 滤 波 器 的 这 种 形式 已 经 确保 估计 值 的 无 偏 性 。 估 计 误 差 eL zj] 三 
y[nj 一 9[nj 与 当前 的 和 过 去 的 xz[，] 正 交 ， 这 种 特性 可 以 写成 
ELefnjzx[n—m]] = 0 = ELelnj(zLn—m]— yp,)] (12. 63) 
或 者 等 价 地 描述 为 
Cz. [m] = Cs Lm] (12. 64) 
但 是 注意 ， 式 (12. 63) 和 式 (12. 64) 只 是 对 于 m>0 成 立 。 类 似 地 ， 可 以 推出 不 受 约束 
的 情形 下 所 得 到 的 这 个 公式 ， 即 
him] * Calm] = Ca Lm] (12. 65) 
同样 地 ， 这 也 仅仅 在 m0 情形 下 成 立 。 
对 于 式 (12. 63) 一 式 (12. 65) 中 zm 为 非 负 的 限制 条 件 ， 意 味 着 这 与 以 前 使 用 的 普通 双边 
傅 里 叶 变 换 是 不 同 的 ， 所 以 先前 的 对 于 维 纳 滤波 的 频率 响应 的 解决 方法 就 不 再 适用 。 不 过 
当 Ci [mj=o26[mj] 时 ， 也 就 是 当量 测 的 过 程 是 白 噪声 过 程 的 时 候 ， 这 个 就 不 是 障碍 了 。 
这 是 因为 ， 在 h[m]x Cs[mj 二 oi4[mj 的 情形 下 ， 对 于 m<0 的 值 来 说 ， 这 种 情况 是 没有 
什么 关联 的 。 利 用 这 一 点 ， 式 (12. 65) 可 以 写成 如 下 所 示 : 


hEm] = ZC lm], m > 0 和 h[m] 二 (12. 66) 


解决 该 问题 的 一 种 常见 方法 是 ， 在 因果 情况 下 实现 量 测 的 白化 处 理 ， 或 者 说 进行 因果 
的 白化 转换 ， 然 后 再 采用 前 面 的 解决 方式 进行 处 理 ， 最 后 总 体 体 现 为 滤波 器 对 原始 量 测 的 
随机 过 程 进行 工作 。 在 进行 下 一 步 讨 论 前 ， 这 里 需要 对 原始 的 维 纳 滤波 器 解决 方案 进行 更 
加 细节 、 更 加 本 质 的 讨论 。 

回 到 式 (12. 65) 所 反映 的 一 般 关系 上 ， 目 前 的 难题 是 把 (12.65) 的 左边 (m 宇 0) 给 隔离 
出 来 ， 同 时 仍然 保留 足够 的 信息 去 计算 出 h[*] 及 其 DTFT 变换 。 这 个 问题 的 维 纳 解决 方 
法 是 : 在 合适 的 假设 条 件 下 识别 出 自 协 方差 。 自 协 方差 公式 定义 如 下 : 

Calm] = flim] * fim] CIZE 67) 
其 中 ，7[k]= [一 kj 是 f[&j 的 时 间 反 转 ，f[*] 是 一 个 因果 稳定 系统 的 单位 冲 激 响 应 ， 对 
应 存在 一 个 稳定 的 、 因 果 的 逆 系 统 。 在 转换 域 中 这 个 公式 可 写成 


D,, (e9) = PP (e9) = Fe) F(e™) (12. 68) 
Hp, pra « RIM. FORIR f[Lnj 的 xz 变换， 可 以 得 到 
D(z) = F(z) F(z") (12. 69) 


显然 因果 性 和 稳定 性 条 件 就 等 价 为 FCz) 的 所 有 零 极 点 都 在 单位 圆 内 ， 因 此 ，F(z) 是 最 
小 相位 函数 ， 正 如 在 2. 3. 2 节 讨 论 的 那样 。 将 Du (ez ) 或 者 Da (z) 分 别 分 解 成 式 (12. 68) 和 
式 (12. 69) 的 形式 ， 就 称 为 最 小 相位 谱 分 解 ， 这 在 2.4 节 有 所 讨论 。 基 于 Palay 和 Wiener 所 
阐述 的 功率 谱 D,(e2) 的 条 件 ， 也 就 是 说 要 求 |logD. (e2) | 在 一 个 2r 间隔 内 有 一 个 有 限 积 
分 ， 可 以 确保 最 小 相位 谱 因子 分 解 的 存在 。 基 于 Palay 和 Wiener 所 阐述 的 FSD 条件， 排除 了 
D,,(e?) 在 [一 x*，xj 的 一 些 有 限 间隔 内 恒 等 于 零 的 情况 。 这 是 合理 的 ， 因 为 ， 此 时 FSD 的 谱 
因子 的 道 将 不 会 有 关于 频率 响应 的 明确 定义 ， 因 此 不 能 实现 相位 最 小 化 。 

上 面 的 描述 说 明了 一 个 特性 ， 即 式 (12. 67) 中 的 函数 元 ,] 对 应 于 一 个 非 因 果 系 统 的 、 稳 定 
的 单位 冲 激 响 应 。 它 存在 一 个 非 因果 的 、 稳 定 的 逆 系 统 ， 用 ele ] 来 表示 这 个 逆 系 统 的 单位 冲 激 
响应 。 从 而 ， 天 门 =0 王 红 门 ，)>0， 开 .和 gL ] 均 是 绝对 可 和 (absolute summability) 的 ， 同 时 
A Fle] x g[&] 二 6[&]。g&[*j 的 绝对 可 和 确保 了 后 面 可 以 很 好 地 求 出 卷 积 结果 。 

现在 可 以 从 式 (12. 65) 得 出 Al]. H g[] 来 卷 积 处 理 方 程 的 左边 ， 得 到 函数 Alm) x 
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fim], APERE mS0) ABR F himn] x C[mj( 其 中 mm 三 0) 的 值 ， 因 为 el? le 

非 因果 的 。 通 过 观察 ， 因 为 hLm] x* fLmj 是 两 个 因果 函数 进行 卷 积 ， 所 以 它 本 身 也 是 因果 
的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 m 二 0， 其 值 全 都 是 0。 

用 5] 来 卷 积 式 (12. 65) 的 右边 ， 得 到 函数 g[m] x* Cw [mj]， 其 中 对 于 任意 的 m 来 

说 ， 其 均 没 有 零点 。 但 是 ， 对 于 m> 的 值 来 说 ， 这 取决 于 C,.[m] 的 值 ， 因 为 gie JÆ 
因果 的 。 式 (12. 65) 适 用 于 m0, FUSE A 

him] x fim] = elm] « CLm])uLn] (12. 70) 

这 里 ，uLnj] 是 单位 阶 跃 函数 。 现 在， 对 方程 两 边 做 DTFT 变换 ， 重 新 整理 结果 可 以 得 出 
因果 维 纳 滤波 器 的 频率 响应 的 理想 表达 式 ， 


ate SL a 
HOE) = aoa aly (12.71) 





这 里 定义 Peen = Del, 是 区 站 信号 的 DTFT ERORA RMA), [PD] 


表示 信号 pLnj 的 因果 部 分 的 变换 ， 也 就 是 pLnjuLnj 的 变换 。 在 z 变换 的 形式 下 能 够 写 出 
因果 维 纳 滤波 器 的 传递 函数 : 


要 1 Dus) wg [CP Ce) © 
pe C5) kzen F(z) ole We 
相应 地 ，MMSE 由 下 面 公式 给 出 : 
MMSE= C,[0] = 支 | D。(eo)do 








= 元 | Dp — HCD, (e) — HE) Do) 
T J 一 r 
+ | HC) |? Da Ce2))d0 (12. 73) 
这 涉及 比 无 约束 响应 式 (12. 38) 所 给 出 的 更 多 的 项 ， 这 是 因为 式 (12. 65) 中 的 关系 仅 适合 因 
果 条 件 下 m0 的 情况 ， 所 以 不 能 用 来 简化 上 述 表达 式 。 尽 管 这 里 忽略 了 推导 过 程 ， 但 仍 
能 直观 地 看 出 ， 这 里 的 MMSE 在 数量 上 超过 了 无 约束 维 纳 滤波 器 的 MMSE, 
AMMSE = 二 |- [Bat ic Af [Pd dQ (12.74) © 
其 中 ，LP(e2)]- 表 示 信 号 pLnj 中 的 严格 反 因 果 部 分 的 离散 时 间 健 里 叶 变 换 ， 也 就 是 
pLnj(1 一 uLnj) 的 变换 。 
因果 离散 时 间 维 纳 预测 器 
假设 有 一 个 量 测 随机 过 程 信号 zx[n]， 它 是 由 单位 方差 的 白 嘿 声 ( 零 均值 ) 通 过 建 模 或 
整 型 滤波 器 产生 的 ， 假 定 滤波 器 传递 函数 中 的 系数 wo 和 ,ai 为 非 零 值 ， 有 











F(z) = a +2" (12. 75) 
该 滤波 器 是 稳定 (因果 ) 的 ， 所 以 z[nj 是 WSS 的 ， 具 有 零 均值 。 它 的 PSD 为 
Ds (t) = Fe) F* (eo) = Fe) Fle) (12. 76) 


wRilal<lal, MARKS FF[z] 的 逆 是 因果 稳定 的 。 在 该 不 等 式 情况 下 ，FLzj] 是 
由 D(z) 的 最 小 相位 谱 因 子 组 成 的 。 在 这 里 假设 满足 不 等 式 ( 对 于 不 满足 不 等 式 的 情况 会 
在 下 面 的 例子 中 进行 说 明 )。 
现在 对 于 zx[nj 进 行 连续 的 单 步 预 测 : 利用 z[kj] 的 所 有 kn 项， 获得 对 y[ 店 一 
Xx[n 十 1] 的 LMMSE 估计 值 Ln]。 因 为 CLmj] 二 CszLm 十 1]， 所 以 
Dy (2) = D alz) = F (JFC) ATO 





日 ”第 二 个 等 式 由 译 者 添加 ,一 一 译 者 注 
昌 ” ”第 二 个 等 式 由 译 者 添加 ,一 一 译 者 注 
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因此 
Dyke) Vi) 2 
Rey | [zF (2)] = a (12. 78) 
现在 使 用 (12.72) 的 表达 式 ， 因 果 维 纳 预 测 器 的 传递 函数 是 
as 1 D,, Cz) a Ql 
HORS esa Faia (12. 79) 


无 约束 的 维 纳 预 测 器 的 MMSE 是 0， 正 如 例 12.3 所 指出 的 那样 ， 因 果 滤 波 器 的 MMSE 
由 式 (12.74) 给 出 ， 计 算 结 果 为 %。 作 为 比较 ， 利 用 均值 对 ZLz 十 1] 估 计 的 结果 ， 均 方 误 差 为 
C,.L0O]=ai tai; 仅仅 只 使 用 量 测 xLnj] 对 zxLn 十 1] 的 LMMSE 估计 ， 其 均值 误差 为 





2 2 
a tai 一 mar 7 (12. 80) 
ao 十 ai 


对 于 |a| 污 |ao | 二 a， 因 果 维 纳 预测 器 的 均 方 误差 是 ar， 而 使 用 均值 来 预测 zLz 十 1] 
时 ， 有 2w 的 均 方 误差 ， 直 接 使 用 x[Lnj] 来 进行 的 预测 值 会 有 1. 5a? 的 均 方 误差 。 因 此 在 这 
个 例子 中 ， KEAREEACRAEAST AERA ARES AME 均 方 误差 存在 着 
三 分 之 一 的 减少 ， 其 值 从 1. 5o HAT w 。 

图 12. 8 对 例 12. 2 H17 Eyi A, tet FIR 预测 滤波 器 所 得 的 结果 和 使 用 式 
(12. 79) 所 示 因 果 维 纳 滤波 器 所 得 的 结果 。 这 里 再 次 选择 p=0.5 MC. L0OJ=1, RPA 
po 不 满足 不 等 式 thr |<|aol, 这 种 情况 要 求 模 型 滤波 器 下 (z) 的 逆 ( 例 如 
1/F(z)) 是 因果 稳定 性 。 利 用 式 (12. 79) 进 行 替换 ， 可 以 推出 因果 维 纳 滤波 器 的 传递 函数 : 


ee | 
Hig) = ooo (12. 81) 





x[n+1] 
Dio 


0 10 20 30 40 50 60 


a) 自 协 方差 函数 为 C,[m]=0.56[m+1]+6[m]+0.56[m-1] 的 零 均 值 
过 程 x[nj 的 生成 结果 ， 正 如 例 11.10 所 产生 的 一 样 


2 [n+1] 
b o 


0 10 20 30 40 50 60 
b) 使 用 全 量 测 的 因果 维 纳 滤波 器 ，x[Ln+1] 的 预测 结果 %,[n+1] 


2 [n+1] 
© 
| 
= 
| 
ea 
=i 


c) 使 用 例 12.2 所 设计 的 LMMSE 佑 计 ， 利 用 量 测 信 号 x[n]、 
x[n-1] 和 x[n-2] ， 得 到 的 预测 结果 [n+1] 


£ [n+1] 
1 
cf © 


10 20 30 40 50 60 
d) 使 用 量 测 信号 x[n] 的 LMSSB 估 计 ， 得 到 的 预测 结果 % [n+1] 
A 12.8 
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它 只 在 单位 圆 上 有 一 个 极点 ， 且 处 于 稳定 的 边缘 。 此 时 可 以 进行 补偿 ， 令 选取 的 |ai | 稍微 
小 于 选取 的 |uo | (也 就 是 说 严格 限制 |o|< 雪 1)， 但 是 更 加 务实 的 处 理 是 利用 下 面 近 似 的 传递 
函数 进行 预测 : 
1 
le ny pee 

下 面 将 会 看 到 这 个 滤波 器 的 性 能 ， 这 和 先前 的 结论 是 一 致 的 。 

图 12. 8a 展示 了 例 12.2 中 的 有 限 相关 过 程 的 一 个 实现 ， 但 与 图 12.3a 的 实现 方式 不 
同 。 图 12. 8b 展示 了 由 近似 方程 (12. 82) 来 代替 方程 (12.79) 中 的 全 量 测 的 因果 维 纳 滤波 器 
所 产生 的 预测 值 Z-[Ln 十 1] 的 情况 。 在 这 个 情况 下 ，MHMSE 的 理论 值 是 a: 二 0.5， 而 因果 维 
纳 滤波 实现 方法 的 实验 均 方 误差 是 0.497。 图 12.8c 和 d 显 示 了 FIR 滤波 器 实现 方法 的 预 
测 结果 ， 该 方法 在 例 12.2 中 对 应 预测 结果 ZLn 十 1] 和 zi[n 十 1]。 其 预测 值 的 时 间 均 方 误 
差 是 0.650( 与 对 应 的 MMSE 理论 值 0.625 比较 ) 和 0.754( 与 对 应 的 MMSE 理论 值 0.75 
比较 )。 

上 面 的 推论 假设 |w |< ao |， 这 样 就 保证 了 模型 滤波 器 F(z) 是 最 小 相位 。 如 果 |a l> lal» 
然后 F(z) 二 go 十 aix ! 仍 然 是 因果 稳定 的 ， 其 中 有 一 个 极点 在 2= 0 和 一 个 零点 在 一 aa/ao， 
但 是 这 个 零点 在 单位 圆 外 。 因 此 ，F(z) 的 逆 尽 管 是 因果 的 ， 但 不 稳定 ， 因 为 它 在 单位 加 外 
有 一 个 极点 。 需 要 从 F(z) 来 得 到 的 最 小 相位 因子 F(z)， 这 可 以 通过 选取 一 个 适当 的 全 通 
因子 A(z) 与 F(z) 相 乘 来 获得 ，A(z) 在 式 (2.27) 里 有 给 出 ， 它 是 用 另 一 个 零点 来 代替 这 个 
位 置 上 的 零点 一 al/ao W 


F(z) = F(z)A(z) (12. 83) 
=i 
A asf E Flaa 
= ot fade Yay at | (12. 84) 
=a, 十 ao 过 1 (12. 85) 
BY Wik F(z) F(z!) = F(z) F(z!) =D, (z). < 


预测 中 模型 滤波 器 的 作用 MWS xzLnj 的 最 小 相位 模型 滤波 器 ， 或 者 等 价 于 Da (2) 
的 最 小 相位 谱 因 子 ， 在 因果 维 纳 滤 波 器 中 有 着 重要 的 作用 。 对 于 本 节 所 讲 的 预测 这 个 特定 例 
子 ( 正 如 例 12.7 所 考虑 的 那样 )， 有 更 多 的 直接 方式 可 以 和 弄 明白 模型 滤波 器 的 重要 性 ， 正 如 
后 面 总 结 的 那样 。 在 这 里 把 重点 放 在 单 步 预测 上 ， 尽 管 这 种 方法 可 以 很 自然 地 推广 。 
假设 有 一 个 量 测 信号 ck], HP k<n, MXX z[2 十 1 进行 LMMSE 估计 。 此 时 可 
用 最 小 泪 位 滤波 器 的 输出 来 建 模 ， 滤 波 器 的 传递 函数 为 
F(z) = fot fiz? t+ fortes (12. 86) 
对 应 的 因果 的 单位 采样 响应 为 
fla] = ， 了 之 0 Ail fLn] = 0 ,其 他 (12. 87) 
ebp IAR T Er win | Pre. HA, HEE E ay AA R EE 
应 进行 指定 加 权 的 线性 组 合 ， 可 以 由 w[7] 来 得 到 cin], HP j 委 2， 也 就 是 


z[n] = > fawl] (12. 88) 


F(z) 的 因果 可 逆 性 等 价 于 F(co) = fo £0, 同样 也 确保 了 可 以 采用 恰当 的 线性 加 权 组 
A, 使 用 clk], HP kn, KBB wln]. A, wJ rk] ken BSH. 
注意 ， 可 以 得 到 一 个 与 式 (12. 88) 相 似 的 表达 式 ， 来 表征 x[n 十 1]， 即 


已 知 clk], k<n. 根据 F(z) 的 因果 可 逆 性 ， 确 保 所 有 的 w[j]，j 过 n 是 已 知 的 ， 但 
w[n 十 1] 是 未 知 的 ， 所 以 预测 方程 (12. 89) 中 的 求 和 项 是 已 知 的 ， 但 是 第 一 项 是 未 知 的 。 
事实 上 ，w[，] 是 白 过 程 意味 着 已 知 的 w[j] 与 w[n 十 1] 是 毫 不 相关 的 ， 因 此 对 于 LMMSE 
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估计 没有 可 用 的 信息 。z[n 十 1] 的 LMMSE 估计 是 
Zz[n 十 +1]= We T fayn ws] EFA 90) 


=—oo 


这 能 够 通过 检验 zLz 十 1 一 2[n 十 1] 是 否 对 所 有 的 w], j<n 均 正 交 来 进行 一 般 性 的 
验证 ， 对 于 c[k], kn 也 是 如 此 。 相 关 的 MMSE 就 是 fow[n 十 1j 的 方差 .其 公式 可 由 式 
(12. 89) 和 式 (12. 90) 变 换 得 到 

MMSE = f = [F(co) ]} (12. 91) 

式 (12. 90) 的 和 可 以 看 作 在 时 刻 上 ， 用 一 个 传递 函数 为 [zxF(z)]+ 的 因果 滤波 器 对 w+ | 
进行 卷 积 ， 这 个 传递 函数 符号 在 之 前 的 注释 中 介绍 过 。 为 了 从 cl ] 因 果 地 产生 wL*]， 可 
以 让 x[，] 通 过 一 个 滤波 器 ， 该 滤波 器 的 传递 函数 是 1/F(Cz) 。 综 合 以 上 可 知 ， 因 果 单 步 维 
纳 预 测 滤 波 器 具有 传递 函数 : 


H(z) = 





F [RCR (12. 92) 
这 就 是 前 面 的 例子 得 到 的 式 (12.79) 所 表示 的 结果 的 精确 推导 。 
12.5 最 佳 观测 器 和 卡尔 曼 滤 波 


这 一 节 要 回顾 例 12.4 中 的 典型 问题 一 一 从 一 个 被 加 性 噪声 干扰 的 量 测 中 估计 一 个 DT 
信和 号 :在 这 里 会 限制 这 个 估计 滤波 器 必须 是 因果 的 ， 但 它 的 设计 要 利用 在 12.4 节 中 推导 
出 的 结果 。 更 重要 的 是 ， 在 这 里 假设 感 兴趣 的 信和 号 是 一 个 白 的 DT 过 程 经 过 一 个 因果 稳定 
的 LTI 状 态 空 间 系 统 滤 波 后 的 结果 。 这 个 构想 开启 了 维 纳 滤波 的 一 系列 重要 扩展 ， 也 就 是 
卡尔 曼 滤 波 
12.5.1 受 加 性 噪声 干扰 的 信号 的 因果 维 纳 滤波 

正如 例 12. 4 所 述 ， 假 设 有 可 利用 的 量 测 过 程 信 号 

ain] = y[n]+ vin] (12. 93) 
PRAH WSS 过 程 yin EKRANEM OR A. CESANA of, > 0 的 
白 过 程 w[n] 通 过 一 个 因果 稳定 的 模型 滤波 器 滤波 的 结果 。 模 型 滤波 器 的 传递 函数 是 


Ce (12. 94) 


在 接 下 来 的 小 节 中 ， 将 明确 地 把 模型 滤波 器 考虑 成 可 达 的 、 可 观测 的 工 阶 状态 空间 向 
量 的 一 个 实现 。 但 是 现在 来 说 ， 只 要 注意 <(z) 是 系统 的 首 一 工 阶 特征 多 项 式 (the monic 
L-degree characteristic polynomial) ，7(z) 的 阶 数 小 于 工 。 相 应 地 ， 这 里 做 出 一 个 简单 的 假 
设 ， 即 在 状态 向 量 模型 里 ， 没 有 从 输入 到 输出 的 直接 通路 。 系统 的 可 达 性 和 可 观测 性 保证 
了 (2A a(z) 没 有 相同 的 因子 ， 系 统 的 稳定 性 意味 着 a(z) 的 根 全 部 在 单位 圆 里 面 。 这 也 
意味 着 感 兴趣 的 潜在 信号 yLnj 是 零 均值 的 WSS 过 程 。 其 复数 FSD 由 下 式 给 出 : 
oat eee (z) (2) 
a? “ a(z)a(z') 
假设 加 性 噪声 过 程 z[ .] 也 是 白 的 ， 它 的 强度 是 只 之 0， 且 和 驱动 过 程 ww[ 无关， 于 
是 与 信和 号 y[*] 也 是 无 关 的 。 在 上 述 的 假设 下 ，z[* ] 是 零 均 值 的 WSS。 给 出 定义 r=0.,/o.> 
0, HA zln |W PSD 就 由 下 式 给 出 : 
2 nzZ)n(z !) SeS at (z)n(z!) talz)alz') 
Ter i S Te cee 3 
2 Cz) 
=g » alale) (12. 96) 
式 中 vz) 是 首 一 L 阶 多 项 式 ， 它 的 根 都 在 单位 圆 里 ， 且 满足 
yz)y(z 1) = eD + a(z)a(z") (12. 97) 


(12. 95) 
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这 个 方程 表征 了 在 这 类 问题 中 所 期 望 的 最 小 相位 谱 因 子 分 解 的 步骤 。 

为 什么 在 式 (12. 97) 中 谱 因 子 v(z) 的 全 部 解 一 定 是 在 单位 圆 以 内 ?这 可 由 下 面 这 一 事 
实 推 断 出 来 ， 那 就 是 方程 右边 式 子 的 零点 呈现 为 互 为 倒数 ， 这 就 意味 着 如 果 它 在 z= zx 处 
有 一 个 零点 ， 那 么 在 < 二 z。! 处 也 有 一 个 零点 。 更 重要 的 是 ， 这 个 表达 式 没有 在 单位 贺 上 
的 零点 ， 因 为 假设 在 z= 有 一 个 零点 ， 对 于 "全 0 来 说 ， 意 味 着 

r | Cel ) |? + |aCe%) |? = 0 

上 式 表示 (OM a(z) 会 各 自在 r 上 有 一 个 零点 ， 这 与 7Cz) 和 az) BAR H Tel BS AR AE A 
盾 。 然 后 就 可 以 根据 这 样 的 要 求 来 定义 多 项 式 v(z)， 即 vC) h A2. 97) 右 边 的 所 有 在 单位 
圆 里 面 的 零点 项 构成 。 这 里 还 可 以 注意 到 v(z) 和 a(z) 将 不 会 有 相同 的 零点 ， 因 为 
式 (12. 97) 表 明 ， 使 得 两 个 多 项 式 为 零 的 任意 取 值 必须 会 使 得 7(z) 为 零 ， 但 是 那样 的 话 ， 
会 再 一 次 和 7(z) 与 a(z) 没 有 相同 的 因子 (相同 的 零点 ) 矛 盾 。 最 后 ，7(z) 的 阶 低 于 工 ， 于 是 
L 阶 多 项 式 y(z) 一 定 是 首 一 的 ， 也 就 是 说 ， 它 有 最 高 阶 为 1 的 系数 ， 就 像 a(z) 一 样 。 

从 式 (12. 96) 可 知 ，D(z) 的 最 小 相位 谱 因 子 是 
v (z) 





F(z)! =, aCe) (12. 98) 
要 求 计算 的 因果 维 纳 滤波 器 的 剩余 量 是 D,.(z)。 由 于 yL* J 和 z[* J 是 不 相关 的 ， 于 是 
D,, (z) = Dy, Cz) (12. 99) 


Dy, Cz) FY FAR C12. 95) 给 出 。 
把 上 述 计算 的 结果 带 大 式 (12.72) ， 并 一 起 使 用 式 (12. 97) 来 化 简 。 这 里 看 到 要 求 的 因 
果 维 纳 滤波 器 的 传递 函数 是 
1 DAD pih ale) 4 区 ) 
ped F(z) eae eal t a(zja(z") SA 
了 alz) mE T CCz) Pu) _ a) 
WKD | as v(z) ke a nb 
式 子 v(z)/a(z) 从 [*]+ 的 运算 中 完整 地 保存 了 下 来 ， 因 为 它 的 道 变 换 式 是 因果 的 。 由 
于 式 子 a(z-!)/v(z-!) 有 一 个 反 因果 的 逆 变 换 ， 所 以 对 [*j+ 的 贡献 就 只 是 在 零 时 刻 的 相关 
时 间 函 数 的 值 。 这 个 值 是 1， 因 为 v(z) 和 a(z) 都 是 z 的 首 一 多 项 式 。 于 是 最 佳 因 果 滤 波 器 
由 一 个 简单 表达 式 给 出 : 











Hey = 1 — 2 = Meee (12. 101) 
y(z) ykz) 
它 完 全 由 式 (12. 97) 的 谱 因 子 分 解 的 结果 决定 。 

由 式 (12. 101) 推 得 的 维 纳 滤波 器 把 量 测 过程 z[*] 看 作 输 入 ， 并 因果 地 产生 yLnj 的 
LMMSE 估计 $n]， 从 而 从 加 性 噪声 中 提取 出 来 yLnj( 当 然 还 是 会 有 一 些 剩余 的 错误 )。 
下 一 小 节 会 证 明 相同 的 效应 ， 其 能 够 通过 合理 设计 一 个 产生 信号 yLnj 的 基础 状态 空间 系 
统 (the underlying state-space system) 观 测 器 而 得 到 。 

12.5.2 维 纳 滤波 器 的 观测 器 实现 


在 第 6 章 ， 观 测 器 被 介绍 为 一 个 LTI 状态 向 量 系统 中 的 状态 估计 机 制 。 因 此 ， 用 一 个 观测 





器 来 估计 此 类 系统 的 输出 ， 以 便 获 得 一 个 相关 的 信和 号， 就 不 那么 意外 了 。 本 章节 使 用 的 各 种 信 


号 的 标记 和 第 6 章 的 不 一 样 。 因 此 在 这 里 需要 重新 建立 实现 结构 和 标记 。 
标记 感 兴趣 的 信号 为 y[n]， 其 是 一 个 因果 稳定 的 LTI 状 态 向 量 系统 的 输出 ， 这 个 系 
统 由 一 个 未 知 的 白 过 程 w[*] 来 驱动 ， 该 白 过 程 的 方差 是 之 0。 量 测 信号 zLnj 是 信号 
y[n] 被 一 个 未 知 的 方差 为 之 0 的 白 噪声 过 程 vLnj 所 干扰 以 后 的 输出 。 这 个 和 白 噪声 过 程 
v[n] 和 w[*] 不 相关 。 给 出 相关 的 工 阶 可 达 、 可 观测 的 状态 向 量 空 间 模 型 ， 其 有 如 下 形式 : 
qin+1]= Aq[n] + bw[n] (12. 102) 
yln]= e'gqln] (12. 103) 
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x[n]= yln] + vin] (12. 104) 

注意 ; 这 里 使 用 y[nj 来 表示 实际 的 系统 输出 ， 用 z[nj 来 表示 系统 输出 被 噪声 干扰 的 

版 本 ， 用 以 区 分 第 6 章 所 使 用 的 这 些 信号 。 这 里 还 假设 这 个 系统 已 经 从 一 时间 开 始 运 
行 ， 就 如 同 在 分 析 时 限制 随机 过 程 为 WSS 过 程 一 样 。 从 w[n] 到 yLnj 的 系统 函数 是 


Giz) = eT Ge — A) b = ms) (12. 105) 


这 和 式 (12. 94) — HE, RP, (2) =det(2I -A BLT ABE EES MK 
这 个 系统 的 观测 器 有 如 下 形式 : 
g[n+1]= A Gin] — rln] — $n)) 
一 (4 十 leT) qin|—a\n] (12. 106) 
式 中 , 《 是 观测 器 增益 向 量 ， 且 
SEn] = c" ĝln] (12. 107) 

注意 到 ， 观 测 器 不 是 由 基础 系统 (the underlying system) 的 输出 yLnj 驱 动 的 ， 而 是 由 
量 测 信号 ln RBA, ERS, AAA wll A v[nj 也 没有 进入 观测 器 结构 
中 。$[n] 这 个 量 表示 了 观测 器 对 于 y[Lnj 的 估计 ,但 是 目前 还 没有 表示 说 ， 它 是 对 于 给 定 
的 x[&] 在 & 志 nn 时 的 LMMSE 估计 。 在 第 6 章 中 ， 构造 一 个 观测 器 的 动机 就 是 克服 初始 状 
AS g[0] 的 不 确定 性 ， 然 而 状态 的 不 确定 性 是 因为 w[Lnj 和 wvLnj 未 知 的 结果 。 初始 条 件 并 没 
有 什么 作用 ， 因 为 这 里 已 经 假设 一 个 稳定 系统 从 时 间 一 吕 就 开始 运行 了 。 

式 (12. 106) 和 式 (12. 107) 表 明 ， 在 目前 的 字面 理解 中 ， 可 以 把 观测 器 看 作 一 个 以 ztzj] 
作为 输入 、$[] 作 为 输出 的 LTI 状态 向 量 空间 系统 。 一 个 有 趣 和 重要 的 事实 是 ， 观测 器 
的 增益 2 是 能 被 选择 的 ， 这 样 就 能 够 使 得 系统 的 传递 函数 H O AAA 12. 5. 1 节 中 设计 的 
维 纳 滤波 器 一 样 ， 即 和 式 (12. 101) 表 述 的 一 样 。 选 择 好 了 2&，3[z] 就 真 的 变 成 了 yin A 
果 LMMSE 估计 。 

观测 器 的 传递 函数 的 分 母 是 特征 多 项 式 A 十 le 了。 第 6 章 关 于 观测 器 设计 的 结果 表明 了 
特征 多 项 式 能 够 和 任意 的 首 一 工 阶 多 项 式 相等 ， 只 要 合适 的 选择 & 就 行 ， 因为 给 定 的 状态 
向 量 空间 系统 是 可 观测 的 。 因 此 & 能 够 被 选择 成 为 这 样 的 传递 函数 ， 其 分 母 等 于 v(z)， 正 
如 式 (12. 101) 所 要 求 的 那样 。 这 里 v(z) 是 通过 谱 因 子 分 解 得 到 的 ， 如 式 (12. 97) 所 定义 的 
那样 。 同 样 如 式 (12. 101) 要 求 的 ， 如 果 & 的 选择 导致 了 观测 器 传递 函数 的 分 子 是 v(x) 一 
a(z)， 那 么 就 能 够 得 到 想 要 的 结果 了 。 

下 面 利 用 一 个 间接 的 论证 来 证 明 观 测 器 的 传递 函数 的 分 子 多 项 式 一 定 是 什么 样 的 。 
从 式 (12. 106) 和 式 (12.107) 可 知 ， 要 在 观测 器 上 实现 一 个 单位 增益 输出 反馈 ， 可 以 
设置 


x[n] = 3[n]+ pln] (12. 108) 
式 中 ，p[n] 在 这 里 代表 一 些 新 的 外 部 输入 ， 那 么 状态 向 量 空 间 系 统 的 输出 就 是 
gin +1] =A Gln] — epLn] (12. 109) 


$x] 的 输出 还 是 和 前 面 的 一 样 ， 如 式 (12. 107) 所 示 。 这 种 单位 增益 反馈 给 传递 函数 产生 了 
一 个 新 的 分 母 多 项 式 ， 把 它 从 vy(z) 改 变 成 v(z) 与 原来 分 子 多 项 式 之 间 的 差分 。 然 而 ， 检 查 
前 面 的 方程 表明 它 的 特征 多 项 式 也 是 这 个 新 系统 的 分 母 多 项 式 ， 即 a(z) 二 det(zxI 一 A)， 可 
以 得 出 观测 器 的 原 分 子 多 项 式 一 定 是 v(z) 一 a(z)， 它 正好 是 由 前 面 小 节 推 导出 来 的 维 纳 滤 
波 器 的 分 子 多 项 式 ， 参 看 式 (12. 101)。 

总 结 一 下 ， 如 果 y[] 是 希望 从 被 加 性 白 噪声 干扰 的 量 测 信号 中 估计 出 来 的 信号 ， 它 
是 一 个 稳定 的 LTI 状态 空间 系统 的 输出 。 该 系统 由 另外 一 个 与 量 测 噪声 不 相关 的 白 过程 驱 
动 ， 那 么 所 需要 的 维 纳 滤波 器 就 能 够 通过 一 个 状态 向 量 系统 的 观测 器 来 实现 。 选 择 这 个 观 
测 器 的 增益 ， 使 得 观测 器 的 特征 多 项 式 与 由 式 (12. 97) 谱 因子 分 解 得 到 的 C=) ATA], ABA 
观测 器 的 输出 nj 就 是 yLnj 的 LMMSE 估计 。 
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12.5.3 ”最 佳 状态 估计 和 卡尔 曼 滤 波 


现在 会 很 自然 地 想到 ， 式 (12. 106) 中 观测 器 产生 的 氏 妆 的 状态 估计 人 [四 是 不 是 最 佳 
估计 ， 也 就 是 说 ， 它们 是 不 是 基础 状态 变量 qiLn](the underlying state variable) AY Al 
LMMSE 估计 。 后 面 将 说 明 的 确 有 这 样 的 情况 ， 即 最 佳 观测 器 能 从 状态 q[z] 中 产生 因果 的 
LMMSE 估计 94[n]， 但 却 没有 输出 信号 y[ 四 的 因果 LMMSE 估计 $9[n]。 这 里 将 不 会 解释 
这 个 问题 ， 但 在 后 面 会 提供 一 个 直观 的 解释 。 因 为 产生 y[n] 的 状态 向 量 空间 系统 是 可 达 
的 、 可 观测 的 ， 它 的 状态 向 量 是 完全 活跃 的 ， 而 且 完全 反映 在 输出 的 量 测 信号 的 所 有 时 间 
上 ， 于 是 要 通过 状态 观测 器 产生 最 佳 输出 估计 红 [四 的 唯一 方法 ， 就 是 基础 观测 状态 氏 7 也 
要 是 最 优 估 计 。 

12.5. 2 节 推 导出 的 最 佳 观测 器 的 最 简单 形式 就 是 卡尔 曼 滤波 器 。 在 卡尔 曼 滤波 器 的 
常见 推导 过 程 中 ， 从 状态 向 量 空间 模型 开始 ， 正 如 式 (12. 102)、 式 (12. 103) 和 式 (12. 104) 
所 示 的 那样 ; 然后 推导 基础 状态 向 量 gq[n] 的 因果 LMMSE 估计 ， 在 这 个 过 程 中 ， 发 现 这 
个 估计 有 观测 器 初始 状态 向 量 模型 的 形式 ， 且 它 有 最 佳 的 观测 增益 。 本 章节 已 进行 的 推导 
过 程 是 这 个 过 程 的 反 向 推导 ， 这 是 为 了 能 通过 维 纳 滤波 达到 最 佳 观测 器 设计 的 这 个 目的 。 

卡尔 曼 滤 波 器 能 够 有 更 普遍 的 形式 ， 并 且 它 的 基础 因果 状态 向 量 空间 模型 能 够 随时 间 
恋 化 ， 甚 至 是 不 稳定 的 。 同 时 ， 对 它 的 相关 过 程 没 有 广义 稳定 性 的 要 求 ， 还 允许 多 重 干扰 
输入 和 量 测 输出 。 刻画 因果 维 纳 滤波 的 谱 因子 分 解 步骤 被 所 谓 的 黎 卡 提 方 程 (Riccat' 
cquation) 所 代 兰 。 在 这 种 情况 中 ， 干 扰 和 噪声 过 程 都 是 高 斯 的 ， 状 态 方程 转移 扩散 的 是 状 
态 估 计 误 差 的 协 方差 矩阵 。 


12.6 CT 信号 的 估计 


通过 与 DT 情况 很 类 似 的 推导 ， 可 以 建立 关于 CT 情况 的 几 个 估计 问题 的 估计 模型 ， 
尽管 推导 的 细节 可 能 有 些 不 同 。 需 要 说 明 的 ，DT 情况 中 的 白 噪声 概念 是 简单 的 、 便 于 理 
解 的 ， 但 CT 情况 中 的 白 噪 声 是 极度 理想 化 的 ， 每 个 时 刻 的 白 噪声 都 具有 无 限 大 的 功率 期 
望 。 这 里 简短 地 总 结 一 下 CT 情况 下 的 结果 ， 但 是 忽略 所 有 结果 的 推导 ， 这 与 前 面 DT 情 
况 下 维 纳 滤波 器 的 结果 相 类 似 。 

对 于 无 约束 的 CT 情况 ， 一 些 广义 平稳 过 程 的 量 测 信号 z(* ) 通 过 滤波 来 构建 与 C+) 
关联 的 一 些 广义 平稳 过 程 y() 的 LMMSE 估计 3()， 维 纳 滤波 的 频率 响应 为 











Ho) = Dy ie (12. 110) 
相应 的 MMSE 为 
MMSE= 二 | D, Gw) — H Gw) D.s Go) de 
KE N i De Ga)D Go) 
= z; | (P» Go Dalo) ) do » 32. le, 
对 于 CT 情况 下 的 因果 维 纳 滤波 ， 最 佳 滤波 频率 响应 为 
aA) FG 
HGe) = Ga) Eens (12. 112) 


F(jw) 是 因果 频率 响应 和 Da (jiow) 的 因果 可 逆 谱 因子 。 
最 后 ， 为 了 预测 T> 时 的 一 个 广义 平稳 CT 过 程 ， 滤 波 器 的 传递 函数 为 


T 
H(s) = FG) Lef Fisy] Gi Pa IISI 





12.7 ”延伸 阅读 
维 纳 发 表 在 [Wie] 的 研究 激发 了 许多 人 对 广义 平稳 信号 的 LMMSE 估计 的 最 佳 系 统 设 
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计 。 在 最 近 十 年 的 工程 教科 书 中 这 个 专题 都 会 被 提 及 到 ， 例 如 教科 书 LDAVj 和 [Leej。 可 
以 读 到 的 最 近 的 一 本 关于 维 纳 的 传记 是 [Conj。 第 7 章 、 第 8 章 、 第 10 章 、 第 11 章 引 用 
的 一 些 文献 里 关于 广义 平稳 过 程 和 功率 谱 密度 的 讨论 中 ， 也 对 维 纳 滤波 给 予 了 特别 的 关 
注 。 比 如 ， [Moo][Op2][Pal][Pa3][Pa4][Thl] 等 文献 就 对 维 纳 滤波 过 程 需要 的 谱 分 解 处 
理 进行 了 讨论 。 卡 尔 曼 滤波 也 在 这 些 文献 中 部 分 涉及 ， 同 时 也 在 [Pooj 中 进行 了 讨论 。 为 
外 ， 第 6 章 的 一 些 参考 文献 提 到 了 最 佳 状态 观测 器 的 反馈 控制 的 描述 。 维 纳 滤波 和 卡尔 曼 
ERARE And] Ka] M Kam] pA ME. WARRE. Bi E hy Markov 过 
程 的 滤波 和 预测 在 文献 [Frsj 中 进行 了 讨论 。 


习题 
基础 习题 


12.1 


1222 


设 有 一 零 均 值 WSS te ylin], CA 
E{y*[nj]}= 二 co ， 现 假设 该 信号 值 在 临近 时 
刻 有 相关 系数 o， 但 是 超过 临近 时 刻 信号 值 
就 不 相关 。 已 经 知道 如 何 利 用 当前 值 构造 单 
He LMMSE 预测 器 ， 也 就 是 如 何 选择 最 佳 的 
agaiiin] ayin]. BA URED 

地 看 出 ， 基 于 单个 量 测 值 的 预测 器 ， 信 和 号 

的 过 去 时 刻 值 是 完全 没有 用 的 。 也 就 是 说 

mM 5[n+1]=by[n—k], k>0, W b=0. 
现在 假设 需要 用 当前 值 和 最 近 一 个 过 去 

时 刻 值 ， 去 构造 一 个 单 步 LMMSE 预测 器 ， 

也 就 是 说 , 假如 进行 $[n 十 1] =cyLn] + 

dy[n 一 1] 估计 。 你 可 能 会 想 ， 基 于 前 面 章 

节 所 说 ， 推 证 出 c=a fild=0, a 是 前 面 提 

及 的 最 优 解 。 如 果 这 样 想 ， 那 就 错 了 ! 请 

直观 地 解释 最 佳 的 d 是 非 零 的 ， 然 后 找 出 c 

Ald 的 最 佳 选 择 ， 并 求 出 相关 的 均 方 误差 。 

广义 平稳 过 程 yLnj 的 自 协 方差 函数 为 

R,, [m] = 9C(6[Lm] — lm — 1]—ælm+1) 

Hp, a>0. 

(a) 可 以 取 的 最 大 值 为 多 少 ? 解释 其 原因 。 
如 果 a 的 值 向 最 大 值 增 加 ， 那 么 信号 的 
功率 是 向 低频 转移 还 是 向 高 频 转移 ? 

(b) 求解 下 列 各 项 (如 果 需 要 ， 可 用 a 表示 ): 
G@E({y[n]} M Ely’ Cn]; 

Gi) yl 4] y[5] 的 相关 系数 o。 

(ec) 假设 已 知 y[4]， 想 依据 y[4] 求 得 
LMMSE 估计 y[5]。 给 出 估计 器 ， 并 
求 出 相关 的 MMSE, 

(d) 假设 aln]=yln]+vla], HP, wen] 
是 与 ol JABKH AMA, wll HH 
率 谱 密 度 为 Sw (02) =90" 。 求 解 功率 谱 
密度 Sa (ea)， 将 它 表 示 成 如 下 的 形式 ， 

Sa (ep) = KA — pe) (1 — Be”) 
求解 出 KK 和 8 的 值 ， 如 果 需 要 ， 可 用 a 
表示 。 同 时 求 出 用 a 表示 的 互 谱 密度 
Syn (2), 

(e) 利用 过 程 z[.] 的 全 部 量 测 值 ， 采 样 非 


因果 维 纳 滤波 来 得 到 y[Lnj 的 LMMSE 
的 估计 人 ]。 求 解 出 维 纳 滤波 器 的 频率 
响应 HC). 
Cf) 因果 维 纳 滤 波 是 指 在 nn 时刻， 用 所 有 当 
前 时 刻 和 过 去 时 刻 的 量 测 值 ek, H 
中 ， kn, 来 得 到 LMMSE 估计 ， 也 就 
是 说 aln+1] #9 LMMSE 估计 全 [2 十 1]。 
请 确定 因果 维 纳 滤波 器 的 频率 响应 
G(en)。 另 外 求解 相应 的 均 方 误差 。 
假设 y[Lnj 是 零 均值 广义 平稳 过 程 ， 功 率 谱 
密度 是 S,, (e?) 二 5 十 4cosQ， 相 关 的 自 相关 
函数 如 图 P12. 3-1 所 示 。 


R,,Lm] 
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(a) 画 出 Sy (z) 的 零 极 点 图 ， 一定 要 标 出 极 
点 和 零点 。 

(b) 假设 y[nj 是 由 图 P12. 3-2 所 示 系 统 产 
生 的 。w[n]j 是 单位 功率 谱 密 度 的 广义 
平稳 白 噪声 ， 也 就 是 说 Sw), 
求解 一 个 可 能 的 单位 采样 响应 gL*]。 


win] gl] yin] 


图 P12. 3-2 


为 了 获得 y[nj 的 单 步 预 测 ， 想 要 使 用 
冲 激 响应 为 h[，] 的 最 佳 因 果 LTI 滤波 
器 ， 想 要 的 系统 如 图 P12. 3-3 所 示 。 选 
择 出 让 ELC( 人 $n 十 1 一 yLn 十 1j》*] 最 小 
Whl J. 


yn] hl] PIn+1] 


图 P12.3-3 


(c) 如 果 h[nj 如 图 P12. 3-4 所 示 ， 只 有 两 个 
长 度 的 响应 ， 求 出 h[nj， 也 就 是 说 求 


12. 4 


01 
Al P12. 3-4 


(d) 求 出 让 维 纳 滤波 器 是 因果 的 也 可 能 是 无 
BRAY hEn]. 
一 个 确定 的 零 均 值 WSS 信 号 ya., HAA 
ARAA Ry (Cr)， 相 应 的 功率 谱 密度 是 
Sp (jw) ,通过 一 个 固定 但 增益 G 是 随机 的 信 
道 进行 传输 ，G 的 均值 和 方差 分 别 为 we 和 
cz。 由 于 接收 机 存在 噪声 ， 所 以 接受 信和 号 
a) WRARA 
a(t) = GYOD wt) 
Hp, wO ERIR WSS 噪声 信号 ， 自 
相关 函数 为 R(tr)， 相 应 的 功率 谱 密 度 是 
Sw (jw)。 传 输 过 程 中 y[L*] 与 噪声 wl Je 
不 相关 ， 也 就 是 说 ，Ry (7r) = 二 0， 并 且 它 们 
都 与 G 相互 独立 。 
(a) 根据 所 给 已 知 项 ， 求 出 下 列 各 项 : 
G) ELG]; 
Gi) rO) AAs 
GID z(t) 的 自 相关 函数 Rz lr); 
Civ) zC JA yE. J AK PAR R,. Cr). 
(b) 计算 稳定 的 、 非 因果 的 LTI 维 纳 滤波 
器 的 频率 响应 H Go), WUE w Ak NEH 
是 输入 接收 到 的 信号 z[*]， 来 得 到 
yh LMMSE 估计 $(1)， 也 就 是 说 ， 
确定 滤波 器 ， 使 得 E[{ ($02) 一 y(t))*] 
最 小 。 
O 如 果 有 这 样 一 些 频率 w， 对 应 的 噪声 
功率 谱 密度 Sw Go) 为 零 ， 但 传输 功 
率 谱 密度 Sy Go BAS, Wit, H 
(jw) 可 以 归纳 为 什么 ?这 个 答案 是 不 
是 你 所 期 望 的 ? 请 解释 之 。 
Gi) 如 果 有 这 样 一 些 频率 mw， 对 应 的 品 
声 功率 谱 密度 Sw (jw) 不 为 零 ， 但 
传输 功率 谱 密 度 Sy (jw) 为 零 ， 此 
A, 五 (jw) 可 以 归纳 为 什么 ? 这 个 
答案 是 不 是 你 所 期 望 的 ? 请 解释 之 。 
如 果 你 是 一 名 海洋 研究 所 的 科学 家 ， 可 以 
访问 随机 过 程 z(?) 的 量 测 值 ， 然 而 你 感 兴 
趣 的 却 是 零 均值 广义 平稳 随机 过 程 ya), 
它 与 z(t) 的 关系 如 下 : 
z(t) = y) + wlt) 
HH, we) ERES F RR t 
程 ， 它 与 yL*] 是 不 相关 的 。 若 想 设 计 一 个 
冲 激 响应 为 h(z) 的 LTI 滤波 器 ， 作 用 是 输 
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入 z(t)， 输出 ya) k LMMSE 估计 ， 也 就 
EWI. Am, BERA y(t) 或 者 wa) 
的 量 测 值 ， 所 以 不 能 直接 计算 相关 信息 来 
得 出 最 佳 滤波 器 。 现 在 ， 从 你 的 前 辈 那里 
得 到 的 大 量 量 测 数据 是 用 老 传 感 器 得 到 的 : 
v(t) = g(t) * w(t) 
All 
m(t) = g(t) * (y(t) + w(t)) 
HH, cHOREBERAN MRM, EH 
未 知 的 ，* 代表 卷 积 。 你 可 以 用 这 些 老 的 
记录 数据 去 计算 出 R(t) 和 Rom (rz 的 良好 
近似 值 。 现 在 的 问题 是 这 些 相 关 函 数 结构 
是 否 满足 维 纳 滤波 器 的 设计 。 
(a) 使 用 Sy Go), Suu (jw) 以 及 老 传 感 器 的 
频率 响应 G(jw) 来 表示 出 功率 谱 密 度 函 
数 Sw (jw) 和 Sim Gw) o 
Cb) 仅 用 Sw GOF Spm jw) 来 表示 想 要 的 维 
纳 滤波 器 的 频率 响应 H Gw) o 
(c) 定义 误差 信号 eO=yoO IO HW Ki 
密度 为 Se (jw)。 仅 用 H Go) 和 /或 者 
Sw Ge) AL Sw (jw) 来 表示 出 
Se (jw)/ Sy Gw) 
这 个 比值 给 出 了 维 纳 滤波 器 在 各 个 频率 上 
的 处 理 质 量 ， 因 为 它 揭示 了 估计 后 的 误差 
信号 功率 谱 密度 与 估计 前 的 误差 功率 谱 密 
度 的 比值 。 


12.6 随机 过 程 r[nj 是 零 均值 、 单 位 方差 的 白 噪 


声 。 随 机 过 程 yLnj 是 rLnj 通 过 频率 响应 为 
Gle?) 的 滤波 器 所 得 的 ， 如 图 P12. 6-1 所 示 。 
假设 所 有 信号 和 系统 的 冲 激 响 应 都 是 实数 。 


rln] y[n] 


图 P12. 6-1 


(a) y[Lnj 的 功率 谱 密 度 S,, Ce?) SFB? 
用 G(e2 ) 表 示 出 来 。 
z[nj 是 由 rLnj 加 上 信和 号 wLnj 所 得 
的 ， 如 图 P12. 6-2 所 示 。w[*j 与 rLnj] 
是 统计 独立 的 。 对 任意 时 刻 n，w[Lnj] 都 
是 与 r[nj 独 立 的 ， 以 概率 p 取 值 为 1， 
以 概率 1 一 p 取 值 为 0 
ae 概率 为 p 
0， 概率 为 Sp 


r[n] x[n] 
; 


图 P12. 6-2 


(b) 计算 z[nj 的 均值 以 及 自 协 方差 函数 。 
Zz[nj 是 白 过 程 吗 ? 
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(c) 设计 如 图 P12. 6-3 所 示 的 冲 激 响 应 为 
Hi(e?) 的 LTI 滤波 器 ， 输入 为 zr], 
要 求 输出 的 9[7j 与 在 (a) 中 计算 得 到 的 
y[Lnj 的 功率 谱 密 度 相 同 。 


i T 


图 P12. 6-3 


(d) 设计 如 图 P12. 6-4 所 示 的 冲 激 响应 为 
H,(e?) fy) LTI 滤波 器 ， 输 入 为 xLnj， 
要 求 每 个 时 刻 的 输出 [nj 为 yLnj 的 
LMMSE 估计 。 


x[n] ĝin] 


H, (6°) 


图 P12. 6-4 


(e) 根据 (d) 的 答案 ,计算 其 均 方 误差 。 当 
p= 二 0 和 p= 二 1 时 对 应 的 均 方 误差 分 别 是 
多 少 ? 针对 这 些 答案 ， 说 出 你 的 合理 
解释 。 
假定 图 P12.7 中 的 yin le SH WSS 过 
E, MK MBN R,, [mx]， 功 率 谱 密度 为 
Sp (2), MK wl 15 yLnj] 是 独立 的 ， 在 
任意 时 刻 以 概率 p 取 值 为 1， 以 概率 1 一 Zz 
取 值 为 0。 另外 假设 在 任意 时 刻 wh | AE 
都 是 相互 独立 的 。 因 此 ， 信 号 cin]=yln] 
w[Ln] 是 随机 设置 yLnj] 为 0 得 到 的 。 


win] 





Al P12.7 


(a) 求解 wh WE puo wh JAY FAK Pa 
为 Rlm] = alm] +p, RR a AB 
的 值 ， 其 中 ，5[mj 为 单位 采样 响应 。 
另外 求 出 w[n] 的 功率 谱 密 度 Sw (e”)。 

(b) 计算 R [mj 和 Relm]. 

(c) 频率 响应 为 再 (ea ) 的 、 稳 定 的 LTI 滤 
波 器 的 输入 为 z[n]， 输 出 是 yin A Fh 
Hsin] BL 吾 (e2) 的 选择 满足 均 方 误差 
Bob, th we BE ELL] SEn D’ 1K 
到 最 小 。 可 以 用 y[nj 和 w[Lnj] 的 功率 谱 
密度 来 描述 你 的 回答 。 当 尹 =1 时 
He Zhi EMA? 这 是 否 的 确 如 你 
所 想 ? 

Cd) 求 出 (c) 中 滤波 器 的 均 方 误差 的 表达 式 。 
你 的 结果 可 以 用 yn A w[nj 的 功率 谱 


12.8 


密度 的 积分 形式 表达 。 当 (i)p 二 0 和 

Gi) p=1 时 ， 表 达 式 的 值 能 化 简 吗 ? 这 

两 种 情况 的 结果 是 否 如 你 所 想 ? 
一 个 确定 的 零 均值 CT 的 WSS 信号 yU), 
其 自 相关 函数 为 R,,(r)， 相 关 的 功率 谱 密 
度 为 Sy (jw)。 该 信号 通过 信道 进行 传输 ， 
信道 特性 和 接收 器 的 特征 可 由 如 下 的 接收 
信号 形式 来 表征 : 

a(t) = by(t) + vlt) 

v(t) 代 表 接 收 到 的 噪声 ， 它 是 零 均 值 WSS 
噪声 ， 自 相关 函数 为 Rele), HRN E E 
为 Sw Gods FAS yL*] 不 相关 ,也 就 是 
Bi, Ry) = 二 0。5 是 与 yL*j 和 w[L*j] 独 立 的 
随机 变量 ， 其 取 值 是 0 或 者 1， 反 映 的 是 信 
道 是 否 工 作 ， 当 O=1 时 工作 ,5 二 0 时 不 工 
HE. b=1 的 概率 为 p。 
(a) 计算 Sw Go) Fl Sa (jw)， 找 到 稳定 的 、 
非 因果 的 LTI 维 纳 滤波 器 的 频率 响应 
昌 (jw)， 使 得 当 输 入 为 信号 cle], HH 
为 要 传输 的 信号 y) hy LMMSE 的 估 
HSC). BMA, WR E 
[{y(D 一 和 CD? 达到 最 小 。 用 问题 摘 
述 中 规定 的 量 来 回答 ， 并 核实 滤波 器 
在 p=1 和 p= 二 0 时 的 结果 是 不 是 你 所 期 
AW). 
求 出 (a) 中 设计 的 最 佳 滤波 器 的 相关 误差 
el 四 二 y(t) 一 了 (1) 的 功率 谱 密 度 Se (jw)， 
再 一 次 ， 用 问题 描述 中 规定 的 量 来 回 
答 ， 并 再 一 次 核实 在 p=1 和 z 一 0 时 的 
结果 是 不 是 可 以 化 简 成 你 所 期 望 的 。 
图 P12.9 给 出 了 一 个 有 问题 (会 丢掉 数据 ) 
的 DT 存储 系统 的 框图 ， 从 该 存储 系统 检索 
数据 时 ， 样 本 会 被 随机 地 置 0， 现 需要 设计 
一 个 “后 检索 ” (post-retrieval) 的 估计 滤波 
器 用 来 估计 存储 器 中 原来 信号 的 正确 值 。 


(b 


w 





pln] 
图 P12.9 


() s[n] 代 表 存 储 的 正确 信号 ， 它 是 零 均值 
WSS 随机 过 程 ， 自 相关 函数 为 R [nj]， 
功率 谱 密度 为 S, Ce): 

|n| 
R.[n]= Éx (+) 
16 

[4—e* |?’ 

Gi) p[n] 是 随机 序列 0 和 1， 代 表 内 存 信 号 
丢失 模型 。p[nj 有 如 下 性 能 : 


Se Ial<x 


@ ple JA s[L*] 是 统计 独立 的 ; 

@ pl: | 是 独立 同 分 布 序列 ，pL*j 每 个 时 
刻 的 采样 和 其 他 时 刻 的 采样 是 统计 独 
立 的 ; 

© 概率 PCp[m 四 =1D)= 工 ， P(p[n]=0) 

1 

re 
Gii ginlJ=s[nlpin], 是 从 当前 丢掉 数据 的 

内 存 中 检索 来 的 受 扰 的 信号 ，g[Lnj] 经 常 
被 写 为 g[nj]==ks[nj 十 rLnj,，k 是 一 个 常 
E, rinj=s[n](p[n]—k), 是 WSS 
随机 过 程 。 
Gv) HC) E gle 来 估计 sLnj 的 LTI 滤 
波 器 的 频率 响应 。 
由 上 述 条 件 回答 下 列 问题 .: 
(a) r[nj 是 零 均值 的 并 且 与 sLnj] 不 相 
关 ， 求 解 出 常量 R。 
(b) r[nj 是 零 均值 的 并 且 与 [zx 不 相 
关 ， 求解 r[nj 自 相关 函数 Rn Cn]. 
(ce) 当 方 均 估计 误差 EL[(s[nj] 一 
$[n])?] 最 小 时 ,求解 滤波 器 的 频 
率 响应 H(e?)。 

12.10 图 P12.10 所 示 信 息 信号 yLnj 加 密 后 ， 通 
过 一 个 噪声 信道 进行 传输 ， 然 后 在 接收 端 
进行 解密 和 滤波 。 这 里 假设 yLnj 是 零 均值 
WSS 随机 过 程 ， 自 相关 函数 为 R,, [mj]， 
相关 的 功率 谱 密 度 为 Sw (e? )。 信 号 pln] 
在 发 送 端 用 来 加 密 ， 在 接收 端 用 来 解密 ， 
它 是 等 概率 为 0.5 地 取 值 十 1 和 一 1 的 独 
立 同 分 布 序列 ， 并 与 y[*] 相 互 独立 。 对 
于 所 有 时 刻 n， 有 p’[nl=1. fifa Ss 
gin] FT h pLnjy[Lnj 得 到 。 


加 密 / 解 密 信号 
pin] 





Al P12. 10 


(a) 分 别 求 解 pLnj 和 gLnj 的 均值 y, AM jp， 
以 及 它们 的 自 相关 函数 Ro Cm] A 
Rw [Lm]( 用 Ro LIRR), UREAN 
号 和 传输 信号 间 的 互相 关 函 数 
Ry [mj。 请 问 一 个 人 侵 者 通过 拦截 传 
输 信号 a[* ]， 能 否 使 用 一 个 线性 估计 
器 (可 能 是 非 因果 的 ) 基 于 量 测 值 gL * J 
来 估计 出 yLnj? 解释 你 的 回答 。 
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在 信道 中 给 传输 信号 加 了 噪声 信 

号 v[nj]， 所 以 接收 的 信号 为 
qin] + vin] = pLnjyLn] + a[n] 

假设 on | ES (A ARS WSS 
we, RelLm]= elm]. BRES 
y[L*] 不 相关 ， 也 与 ple lohan. TEM 
P12. 10 所 示 的 ， 这 里 假设 约定 的 接 
收 者 是 知道 信号 p[wj 的 加 密 ， 也 就 是 
说 ， 知 道 用 来 加 密 的 全 体 信 号 中 这 一 
个 特定 的 样本 函数 。 如 果 这 里 没有 信 
道 噪 声 ( 也 就 是 说 vin] = 0), 解密 就 
是 简单 的 p[nj 乘 以 接收 信号 : 

plnjqinj= pln] (pLnjgLn]) 

= pr[njyLn] = yLn] 

最 后 一 个 等 式 利 用 了 p [nj 二 1。 
在 有 噪声 情况 下 还 是 企图 用 相同 的 方 
式 来 解密 ， 但 需要 更 进一步 进行 滤波 。 
此 时 送 给 滤波 器 的 信号 为 
z[n]= pln](plnqin]+ vLn)) 

= y[n] + pLnjvLn] 

b) 求解 pw. Relm], Reim]. 

Co) 假设 接收 端的 滤波 器 是 (稳定 ) 非 因果 
维 纳 滤波 器 ， 以 产 出 yLnj 的 LMMSE 
估计 量 和 Lz]。 求 解 这 个 滤波 器 的 频率 
响应 五 (ea)， 然 后 就 两 种 极限 情况 
喧 王 0 和 到 一 co 进行 明确 的 核实 ， 看 
看 是 否 是 你 所 希望 的 。 然 后 用 Sw (e”) 
和 来 写 出 滤波 器 的 均 方 误差 ， 同 样 
在 两 种 极限 情况 下 进行 验证 ， 看 看 是 
否 是 你 所 希望 的 。 

一 个 稳定 的 因果 DT AB. HAH wen], 

输出 为 yLn]， 其 关系 为 


yla] =— 2 ary[n 一 &] 十 wLnj 


输出 是 N 阶 的 自 回 归 模 型 ， 因 为 输出 
取决 于 它 自身 过 去 的 值 ， 以 及 现在 的 输入 。 
假设 wLnj] 是 已 知 的 零 均 值 白 噪声 ， 方差 为 
吧 ， 但 是 其 他 的 未 知 。 假 设 w 是 已 知 的 ， 
用 所 有 过 去 的 值 yL*] 来 求解 输出 yLnj] 的 
LMMSE 估计 量 人 外 n]。 求 解 相 关 的 MMSE, 
解释 在 你 的 推理 中 哪 处 会 使 用 到 或 者 如 何 
使 用 系统 的 稳定 性 和 因果 性 。 

提示 : 为 了 得 到 LMMSE 估计 ， 可 以 
利用 上 述 公式 给 出 一 个 你 认为 貌似 合理 的 
猜测 ， 然 后 通过 验证 该 猜测 是 否 满足 本 问 
题 所 需 的 正 交 性 条 件 。 
(a) 假设 zx[nj 是 零 均值 的 WSS 随机 序列 ， 


自 相关 函数 Ra [mJ] 一 (二) ”。 正如 
P12. 12 所 示 ， 现 在 需要 设计 因果 LTI 
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12. 13 


12. 14 


滤波 h[n]， 其 仅 有 一 个 非 零 值 ， 也 就 是 
h[nj 受 限制 于 形式 h[nj] 二 a6[Ln 一 mj]，nmo 
是 大 于 或 等 于 0 的 整数 。 输 出 gLnj 是 
Zz[]j 的 最 佳 线性 单 步 预 测 ， 也 就 是 说 ， 
选择 最 小 的 方 均 预测 误差 EL[(g[Lnj 一 
Zz[n 十 1])*J 作 为 输出 。 如 果 m 是 固定 
的 ， 求 出 a 的 值 ， 用 no 表示 ， 来 使 误 
差 最 小 。 


x[n] h[*] gin] 


Al P12.12 


(b) 一 个 零 均值 WSS HE ra), BAH 
自 相关 函数 Re (zr) 二 6e “1"| 。 确 定 最 
佳 因 果 的 LTI 维 纳 滤波 器 ， 用 过 去 无 
限 远 到 时 间 t 的 量 测 值 z[*j] 来 得 到 
z(t 十 T) 的 LMMSE 估计 ， 其 中 国定 
T>0. 同时， 计算 相关 的 MMSE, 

某 个 特定 的 频率 响应 为 H Ce?) = 


1/ (1e ) 的 、 稳 定 的 LTI 滤波 器 ， 


其 输入 是 白 噪 声 DTWSS 过 程 win], EW 
功率 谱 密度 对 于 所 有 频率 O 为 Su (C= 9 
系统 每 个 时 刻 n 的 输出 为 yLnj。 

(a) 求解 系统 输入 和 输出 的 一 阶 差 分 方 
程 ， 以 及 系统 的 单位 采样 响应 An), 
作为 检验 ， 精 确 纪 h[Ln] 的 值 并 与 由 
HH(e?) 给 出 的 你 所 希望 的 值 比较 。 系 
统 是 因果 的 吗 ? 

(b) 求解 WSS 输出 过 程 的 均值 下 {y[z]} = 
如 ， 自 相关 函数 E{y[n + mlyn] = 
R,, Lmj]。 
答案 中 要 明确 写 出 自 相关 函数 ， 不 能 
使 用 积分 或 者 求 和 的 形式 。 如 果 计 算 
正确 ,你 将 得 到 y[nj] 的 方差 为 12， 
请 证 明 这 个 结果 。 

Cc) 用 y[n 十 1] 来 进行 LMMSE 单 步 因 果 估 
计 以 得 到 候 n 十 1]， 用 所 有 k<n hyk] 
来 进行 。 可 以 用 (a) 中 输入 输出 方程 形 
式 来 推测 这 个 预测 的 形式 ， 然 后 用 正 交 
方法 检验 之 。 用 另 一 种 方法 设计 一 种 适 
当 的 因果 维 纳 滤 波 器 。 不 用 写 出 预测 的 
每 个 步骤 ， 而 只 写 出 主要 计算 步骤 就 
行 。 也 可 以 用 其 他 方法 预测 ， 并 且 用 相 
同 的 方法 检验 。 最 后 计算 预测 的 相关 
MMSE。 正 确 的 答案 比 12 大 吗 ? 

下 面 的 几何 级 数 可 能 有 用 : 


Teter te = te 


假设 零 均 值 WSS 过 程 z[nj 是 由 零 均 值 、 
PSD Sw (e) =o? 的 白 噪声 w[nj] 通 过 一 
个 稳定 因果 的 系统 函数 为 MCz) 一 1 一 3z 
的 滤波 器 获得 的 。 


12: 15 
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(a) 如 果 Sa Ce) EE za] 的 功率 谱 密度 ， 
求解 之 。 同 时 求解 zLnj 的 自 协 方差 
Calm], IEE x[n 十 1] 的 方差 ， 
ain] xLn 十 1] 的 相关 系数 。 

(b) 规定 z[ 站 的 LMMSE 估计 为 xz[n 十 1]， 
计算 相关 的 均 方 误差 。 这 里 计算 出 
的 zLn 十 1] 的 方差 比 (a) 中 的 计算 结 
果 小 吗 ? 

Cc) 求解 由 稳定 和 因果 的 1/F(z) 转 变 的 稳 
定 因果 的 滤波 器 的 系统 函数 F(z)， 就 
如 Sz (z) 二 F(z)F(z !)。 

(d) 求解 由 过 去 和 现在 的 值 Lk], k&n 进 
行 zLn 十 1] 的 LMMSE 估计 的 因果 维 纳 
滤波 器 的 系统 函数 ， 也 就 是 说 求解 单 
步 预测 的 系统 函数 。 你 觉得 均 方 误差 
比 (b) 中 计算 的 是 大 还 是 相等 还 是 小 ? 
均 方 误差 是 否 如 你 期 望 的 一 样 . 

(a) 特定 的 DT te 系统 的 频率 响应 


互 (ein ) = 。 求 单位 采样 响 





6 ia” 
2 
应 h[n]。 如 果 计 算 正 确 ， 你 会 发 现 
系统 既 不 是 因果 的 也 不 是 非 因果 的 。 
同时 求解 
Sate] 和 FHE |a 


k=—co 





ita = |rl<1 
(b) z[nj 为 均值 为 x,、 自 协 方差 函数 为 
Cur [mj] 二 go26[mj] 的 WSS atte, xin] fh 
LMMSE 估计 zEz 十 2 是 多 少 ? 也 就 是 
M, 找 出 使 E{(z[n 十 2] 一 2[n 十 2])?} 
最 小 的 人 [n 十 2] 二 azx[nj 十 8 的 a 和 BB。 
同时 求 出 关联 的 MMSE。 
如 果 (b) 中 的 过 程 z[n] 是 (a) 中 系统 的 输 
入 ,输出 过 程 yLn] 的 功率 谱 密 度 Sn 
(er) 是 多 少 ? nigra E{y[n]}. 
Ely [nUk lim SoG im NT 2 ylk] š 
(d) 对 于 这 个 问题， ATHE, BE p, = 
0。 针 对 前 面 定 义 的 所 有 值 ， 假 设 对 
于 所 有 的 2， 可 以 量 测 ghnj=yln]+ 
oln], vin] EFE ARE, EA 
co， 与 过 程 x[&] 是 不 相关 的 。 计 算 非 
因果 维 纳 滤波 器 的 频率 响应 W Ce?) , 
维 纳 滤 波 器 每 个 时 刻 的 输入 为 gLnj， 
输出 为 LMMSE 估计 全 [2 十 2]。 在 
2 一 0 情形 下 ， 结 果 降 低 到 了 何 值 ? 
正如 图 P12. 16-1 am, AB AIEAR tk 
ARAB. MATS HA ale), WR fa 
号 w[*] 是 零 均值 的 、 不 相关 、WSS HR 
声 过 程 ， 自 相关 函数 分 别 为 


(e 


w 


Rulm] = òlm], Realm] = Cm] 
a[nj 到 b[nj 的 传递 函数 为 E(z)、w[Lnj] 到 





b[nj 的 传递 函数 FCDA 
Bt Pes LE 
z 
噪声 
win] 
量 测 输出 


P12. 16-1 


如 图 P12. 16-2 所 示 ， 这 个 问题 关注 LTI 滤 
波 器 的 设计 ， 系 统 函 数 为 H(z), 输入 为 
bn], iih A alm |) LMMSE 估计 4[nj]。 


b(n] [za | aln] 


Al P12. 16-2 


(a) 假设 这 里 没有 噪声 包 [nj， 也 就 是 说 
0 二 0， 滤 波 器 hin | AEB RA. R 
不 工作 时 互 C(z) 的 值 ， 以 及 相关 的 均 
方 误差 El laln] âl] ]. 

Cb) 假设 现在 的 滤波 器 h[nj 是 非 因果 的 ， 
但 是 o, 不 再 限制 为 0， 也 就 是 说 到 二 
0. KR H(z), HREH o, =O, 
(a) 中 的 答案 是 否 减 小 了 。 

(c) 再 一 次 假设 这 里 没有 噪声 wLn]， 也 就 
是 说 ，o? 二 0, 但 是 估计 滤波 器 H(z) 
是 因果 的 , 求解 瓦 (=) 以 及 均 方 误差 。 

Cd) RAEM o > 0 时 的 维 纳 滤波 器 。 

12.17 观察 图 P12. 17-1 所 描绘 的 系统 





图 P12.17-1 


随机 序列 cle]. ule], wl JAA 
独立 的 WSS， 自 相关 函数 分 别 为 R, Lmj， 
Rw Lm] A Rw Lm], 功率 谱 密 度 分别 为 
Sw CÈ) Sw (8), Siw C), FER z[nj 是 
零 均值 的 ， 序列 vin] A w[nj 的 均值 分 别 
为 py, M puo 

设计 一 个 对 于 所 有 n 都 有 来 自 量 测 值 
{y[k], —oo<k<oco} MR xLnj 的 非 因 
果 维 纳 滤波 器 ， 也 就 是 说 ， 非 因果 线性 滤 
波 器 互 wr (Ce2) 如 图 P12.17-2. 将 你 的 回答 


第 12 章 信号 估计 


用 xin), vn], wn] am, 任何 代 数 的 
或 者 三 角 函 数 的 操作 对 加 、 标 量 乘积 、 多 
位 乘积 和 卷 积 都 没有 限制 。 


FE 


图 .P12. 17-2 


WSS 过 程 xzLnj 是 输入 为 白 噪声 w[Lnj] 的 最 小 
相位 LTI 系统 的 输出 ,其 中 E{w [n], 
如 图 P12. 18-1 Aras. 


wln], 白 噪声 MO, 最 小 相位 x[n], 量 测 值 


图 P12. 18-1 


12. 18 


假设 系统 的 传递 函数 为 M(z)=— +d, 


其 中 yA0, dA0. UKE xz[nj 通 过 一 个 稳 
定 LTI 滤波 器 (其 系统 函数 是 五 (z)) 得 到 
Zz[n 十 1] 的 LMMSE 估计 人 x 十 1]， 也 就 是 说 ， 
LMMSE 的 单 步 预测 ， 如 图 P12. 18-2 所 示 。 


x[n], x[n+1], 


量 测 值 预测 结果 
H(2), LMMSE 预测 


P12. 18-2 


(a) 假设 除了 LTI 滤波 器 互 (=) 是 稳定 的 之 外 
无 其 他 约束 , 求 最 佳 滤波 和 相关 的 
MMSE 以 及 E(Caln+1]—2{n+1)*}. 
(b) 假设 现在 约束 HC) PE R E 
且 是 因果 的 。 再 一 次 计算 最 佳 滤波 器 
和 相关 的 均 方 误差 。 用 给 出 的 量 表 示 
结果 ， 也 就 是 说 用 y A 和 d 表示 。 
高 级 习题 
12.19 WSS 随机 过 程 rin] Efa A A ARE wn] 
的 因果 BIBO 稳定 LTI 系统 的 输出 ( 见 
图 Pl2.19)， 其 中 [四 是 零 均 值 的 
E{u*[n]}=1. 


Cn, 自 品 
ee wees] 因果 的 、 稳 定 的 上 > 基 测 值 


E PIS 


假设 所 有 模型 中 的 所 有 状态 空间 都 是 可 达 
的 和 可 观测 的 ， 状 态 空间 的 形式 为 
dq[L2 十 1] 王 4g[Lz] 十 ro[z] (12. 114) 
x[n] = c'q[n]+dw[n] (12. 115) 
第 一 个 方差 为 状态 演变 方程 ， 第 二 个 方程 
为 输出 方程 。 相 关 的 系统 函数 为 
Mlz) =e AAJ" ba (12.116) 
(a) 解释 为 什么 BIBO 稳定 状态 空间 能 确 
保 是 渐进 稳定 的 。 
注意 不 能 使 用 过 程 wLnj] 或 者 
qin], 我 们 只 有 输出 xLnj 的 量 测 值 。 
这 个 问题 在 上 述 模型 的 反 转 系统 中 是 
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有 用 的 。 假 设 上 述 模型 有 因果 的 BIBO 

稳定 的 反 转 系统 ， 也 就 是 说 ， 模 型 是 

最 小 相位 的 。 假 设 从 现在 开始 dA0 是 

反 转 因果 性 必需 的 。 

另外 这 个 问题 关注 的 是 用 过 去 和 

MEEME, rik], kn), Æ 

构建 量 测 值 的 下 一 个 ， 即 xLn 十 1] 的 

LMMSE 估计 人 [2 十 1]。 换 句 话 说， 若 

想 构建 最 佳 单 步 预测 。 我 们 的 策略 是 

基于 式 (12. 115) 中 nn 十 1 时 刻 而 不 是 

时 刻 ， 从 那里 可 以 推测 

R[n+1J= eT 人 x 十 1 十 4 多 [nn 十 1] 

=c' qgin+1] (12.117) 

在 前 面 等 式 的 量 上 加 “定义 了 每 个 

LMMSE 估计 都 是 基于 2k Ji, k< 

n， 最 后 一 个 等 式 说 明 鲍 [n 十 1] 二 0。 
(b) 详细 解释 为 什么 鲍 [n 十 1] 二 0， 也 就 是 
说 ， 为 什么 基于 rlik], kn W wint 
1] 的 LMMSE 估计 为 0? 

你 将 发 现 可 以 用 可 能 的 量 测 值 
alk], kin 构建 一 个 估计 人 [nn 十 1]， 
而 不 需要 LMMSE， 只 以 指数 方式 聚 
集 gL[n 十 1]。 因 此 ， 经 过 一 个 短暂 的 
瞬间 ， 估 计 值 本 质 上 与 gLn 十 1] 自 身 
是 一 样 好 的 。 

反 转 系统 的 状态 空间 模型 可 以 写 为 
qin +1] = Ainng in] + Binz Ln] 

(12. 118) 
wha] = engin] + dimz Ln] 
(12. 119) 

用 原 系统 中 合适 的 量 A、b、c "、d 来 

KIRA inw s binon Chho 和 AA 已 知 上 述 模 

型 在 原 系统 中 的 状态 空间 向 量 是 相同 的 ， 

但 是 输入 和 输出 与 原 系统 是 互 换 的 。 
假设 BIBO 稳定 的 反 转 系统 和 (a) 

中 的 条 件 组 合 ， 保 证 反 转 系统 是 渐进 

稳定 的 。 

假设 建立 了 一 个 反 转 系统 状态 演 
变 的 实时 仿真 : 

gin+ 1] = Ain glx] ate Bin ln] 
(12. 120) 

如 果 对 于 z[k], 0<k<n, 初始 值 为 

人 0] 二 qL0]， 则 在 0k 三 n， 人 Lk 十 1] 二 

gLk 十 1]。 然 而 因为 不 能 得 到 gL0]， 所 

以 在 仿真 器 中 用 人 LO] 。 

Cd) 求解 状态 演变 方程 的 误差 在 ?之 0 时 
人 [nj 一 qLnj 一 外 nj]， 并且 用 方程 解释 
为 什么 误差 以 指数 级 的 速度 变 为 0， 
即 反 转 系统 特征 值 的 速率 ， 也 就 是 
说 ， 到 0 时 式 (12.116) 中 MC) 的 系 


Ce 


Y 


12. 20 


统 函 数 。 
观察 上 述 实例 ， 可 以 用 cz Aint] 

近似 表示 2 人 [n 十 1]。 援 引 式 (12. 120)， 有 

Rin +1] ~ c" Aim Gin] + e" biela] 

(12. 121) 
近似 值 以 指数 级 变 好 。 式 (12. 120) 
以 及 式 (12. 121) 是 一 个 单 步 预 测 的 状 
态 空间 模型 。 
为 了 求 出 估计 的 MMSE， 已 知 
a(n+1]—2[n+1] = dw[n+1] 
(12. 122) 
所 以 MMSE 简化 为 
@E{w*[n+1]}=d? 

分 别 用 常量 a、 AEA, b, ch 来 

详细 说 明 一 阶 模型 ， 并 且 检 验 由 因果 

维 纳 单 步 预测 得 到 的 和 相关 的 MMSE 

与 用 其 他 方法 得 到 的 MMSE 的 好 坏 。 

已 知 三 个 联合 广义 平稳 零 均 值 CT 随机 过 

FE yr), ai C+), aoe). BREH) 

和 zs(*，) 的 过 去 、 现 在 、 将 来 的 所 有 值 来 

对 ytt LMMSE 估计 ， 可 以 计算 yD 

的 估计 量 3(2): 

SD = hi (t) * x (t) + hz (t) * 22) 
(12. 123) 
选择 使 下 [L{yGb 一 和 (为 大 ] 最 小 化 的 

hn(*) 和 hs(，)。 我们 可 以 认为 hh(*) 和 

hs(，) 分 别 是 输入 为 zi(*) 和 zs(*) 的 两 个 

稳定 LTI 系统 的 冲 激 响应 ， 这 两 个 系统 的 

输出 加 上 了 感 兴趣 的 估计 值 。 我 们 的 目标 

是 求 出 这 两 个 冲 激 响应 ， 或 者 它们 的 傅 里 

叶 变 化 H: Gw) 和 H: Gow). 

(a) 援引 管理 LMMSE 问题 的 解决 方法 的 
正 交 条 件 ， 写 出 相关 函数 Ra, (co) 和 
Rs Co) 的 方程 ， 当 估计 是 LMMSE 
时 ， 解 释 你 的 回答 。 

同时 写 出 相关 函数 Rye, (rt) 和 
Ror, (7) 的 方程 。 

b) 利用 (a) 的 结果 和 式 (12. 123)， 通 过 合 
适 的 卷 积 或 者 RL, CO. Raw Cs 
hi(，)、hs(，) 的 和 ， 或 者 与 这 些 紧 密 
相关 的 函数 ， 来 表示 Rye, (7)。 

也 用 类 似 的 方式 表示 Re, (7)。 

如 果 x, (+) Fl zz (。") 是 不 相关 的 ， 
如 何 简化 表达 式 ， 也 就 是 说 ， 对 于 所 
A ct Ry, x, (7) =0 四 ? 

(c) 将 (b) 中 的 方程 进行 傅 里 叶 变化 ， 将 得 到 
两 个 线性 联 立 方程 ， 变 化 域 的 频率 响应 
为 Hı Gw) Al H; Gw). 将 方程 集合 在 下 面 
和 矩阵 中 ， 在 星 号 处 填 上 合适 的 值 : 


Ce 


w 
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x *) [H Gw) x 
Le be | 

(检验 : 若 一 切 正 确 ， 则 所 确定 的 2X 

2 矩阵 是 w 的 实 函 数 ) 

这 里 不 需要 解 出 这 一 系列 的 方程 ， 

但 是 写 下 (b) 中 这 种 特殊 情况 的 解 ， 也 就 

是 说 ， 在 哪个 地 方 两 个 量 测 过 程 是 不 相 

关 的 ， 即 对 于 所 有 t，R x, (z) 一 0。 

一 个 特定 的 因果 一 阶 DT LTI 系统 是 由 如 
下 状态 空间 形式 管理 的 : 

g[n 十 1] = 3g[nj 十 zxLnj 十 dLnj 
z[n] 是 已 知 的 控制 输入 ，d[nj 是 未 知 的 零 均 
值 、WSS 白 噪 声 输入 干扰 信号 ，E(4? [n= 
吕 。 想 用 一 个 观测 器 构造 一 个 由 ohn AY fh 
计 9[n]， 此 时 使 用 噪声 输出 量 测 值 

yEn] = 2qLn] + [n] 
v[nj 是 未 知 的 零 均 值 的 WSS 白 噪声 过 程 ， 
E(w*[n]) 二 oc:。 假 设 量 测 噪声 与 系统 干扰 
信和 号 是 不 相关 的 ， 即 对 于 所 有 n, k, MA 
E(oln]d[k])=0, 
(a) 详细 说 明 下 列 哪 个 方程 是 可 以 实现 的 ， 

解释 你 的 原因 。 在 每 种 情况 中 ，Z 表 

示 观 测 器 增益 。 

G) 9@in+1]=3 gin] +2[n]+d[n]— 

é(y[n]—2 nj—vLn]) 
GÐ g[m+1]=3 [n+z[Lnj—¢CyLn] 
一 2 ĝln] oln] 

(ii 9[m+1]=3 ĝln] eln] — eyn] 
—2q[n}) 

Civ) [mn +1] =3 Gin]—2¢(y[n]—2 å 
[n]) 

Cv) [n+1j=3 gin] — Llyn] 2 Gin] 
—vin]) 

(vi) 其 他 
(b) 由 观测 误差 了 [nj 二 gLnj 一 9Lnj 获 得 

状态 空间 模型 ， 写 为 

TLz 十 1] = a Fln] — pLn] 
用 参数 和 问题 陈述 中 提 到 的 信号 

来 表示 a 和 pLnj( 但 是 pLnj 中 不 能 有 

Tin. KE: 如 果 计 算 正确 你 会 


BM = At a=0. 


求 (b) 中 系统 函数 的 误差 以 及 相关 的 冲 
激 响应 ， 也 就 是 说 ， 求 出 输入 pLnj 与 
们 [nj 之 间 的 系统 函数 以 及 冲 激 响应 。 
(d) 已 知 (b) 中 输入 过 程 pL[nj 是 WSS 的 且 零 
均值 的 ， 求 它 的 自 协 方差 函数 Co [mr], 
用 题目 陈述 中 所 给 的 参数 表示 。 


(e) “=Š, 求 E(T[n]) 及 其 二 阶 


Ce 
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矩 E(T?[nj)， 以 及 方差 。 

Cf) 如 果 不 只 知道 条 件 (e)， 同 时 使 必须 
满足 观测 误差 了 [nj 是 零 均值 的 WSS 过 
程 ( 假 设 观 测 是 从 负 无 穷 开 始 的 )， 核 实 
条 件 (e) 中 是 否 满足 约束 ， 详 细 说 明 。 

(g) 假定 的 约束 是 (f) 中 详细 说 明 的 ， 观 
测 是 从 负 无 穷 开始 的 。 求 EGD W 
一 般 表 达 式 及 其 二 阶 矩 EC [nj) 和 
方差 的 一 般 表 达 式 。 下 面 的 等 式 可 能 
会 有 ， 对 于 | | 到 1， 


oa 三 二 2 


k=0 Lista 
(h) #6 of =0 和 = 一 他 时 计算 (g) 中 方差 
的 表达 式 ， 并 且 表 明 这 里 的 误差 方差 
比 (e) 中 4 一 一 也 时 的 要 小 。 


G) 求 出 (g) 中 方差 最 小 时 的 4， 在 条 件 (f) 
的 约束 下 ， 求 相关 的 方差 。 

图 P12. 22 表示 一 个 有 直接 通路 与 反射 通 

路 的 无 限 通信 系统 的 模型 。 





n(t) 


rÒ =s (Ù) +hs (t-7) 


Al Pl2. 22 


在 这 个 图 中 ， 
a) 信道 输入 sO SISA WSS 随机 过 
程 ， 其 功率 谱 密 度 是 


Ss Gw) = 


w +a? 
HA Alo? 都 是 正 数 。 

(2) 信道 的 输出 是 roO =s) Hksa— T) + 
n(t)， 这 里 六 是 正 数 ， 代 表 反 馈 回 路 
的 强度 ,TT 也 是 一 个 正 数 ， 代 表 反 馈 
通路 相对 于 直接 通路 的 延迟 ，7( 是 
信道 噪声 。 

(3) 信道 噪声 7(Gz) 是 零 均 值 的 WSS AR 
声 , 与 s(*) 独 立 ; 并 且 功 率 谱 密 度 
Sm Go) =N., 
根据 所 给 信息 回答 下 列 问题 : 

(a) 求 r(2) 的 功率 谱 密 度 S,, (jw)。 
Cb) 想 让 (已 通过 频率 响应 为 互 (jw) 的 
LTI 滤 波 器 来 获得 信道 输入 s(b) 
的 估计 。 求 频率 响应 H Gow) 最 小 
时 的 估计 值 的 均 方 误差 。 
假设 零 均值 WSS 过 程 xz[nj] 的 自 相关 函数 
R,.[Lmj 的 z 变换 为 
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1 
ph 
其 中 ， 
alz) = 2 tape 十 十 ar 
是 一 个 工 阶 多 项 式 , 它 的 解 都 在 单位 圆 
内 。 已 知 
wet 
a(z) a(z"') 


1 1 


“Ipar + Fae! Fart Faz 


(a) 求 稳 定 因 果 滤 波 的 系统 函数 M(z) 以 及 
使 M(z)M(z!')=S., (z) 的 稳定 的 因 
果 反 转 滤波 器 。 

(b) 求 因果 维 纳 滤波 器 的 系统 函数 H (z) 以 
及 单位 采样 响应 hh ind, UE UE RE NY TE 
用 是 用 量 测 值 xL*j 来 进行 xin +1] 
LMMSE 估计 ， 所 以 这 个 滤波 器 是 单 步 
维 纳 预测 。 提 示 : 取决 于 如 何 处 理 这 个 
问题 ， 你 可 能 会 用 到 下 述 关系 








whe ae A Gree se Gee ar kat 
a(z) alz) 
以 及 下 面 这 个 观察 项 ， 
aiz + azz! + + az 
a(z) 


的 反 变 换 是 因果 的 稳定 的 ， 或 者 说 绝 
对 可 知 的 。 
求 因果 维 纳 滤波 器 的 系统 函数 日 ; (z) 以 
及 单位 采样 响应 hs[n]， 它 是 两 步 维 纳 
预测 ， 用 于 由 量 测 值 xzL*]( 包 括 时 刻 
7 来 对 zx[Ln 十 2] 的 LMMSE 估计 。 你 将 
用 如 下 定义 的 系数 po os pe 来 表示 ， 
ae eh py hte + piz 
mes an 2 eS ee ne 
已 知 系数 Pris *t*s pr 可 以 由 Qi» °°» 
a, 轻松 准确 地 表示 ， 但 是 在 这 里 不 重要 。 
一 个 DT 随机 过 程 rlin] EFH DT WSS 
过 程 yLnj 与 零 均 值 DT WSS HIRA vin] 
之 和 ， 所 以 rln] ylin] oln]. it F A 
条 件 成 立 : 
Ci) yLnj] 的 功率 谱 密 度 S Ce?) =4—4cos(Q) ; 
Gi) z[z] 的 功率 谱 密度 Sult) l; 
GID 随机 过 程 yL*] 和 vl ] 是 不 相关 的 。 
我 们 感 兴趣 的 是 管理 yLnj 的 单 步 
预测 的 因果 维 纳 滤 波 器 ， 为 了 获得 基 
于 所 有 kn 的 x[k] 值 来 对 加 四 二 
yLn 十 1j 进 行 LMMSE 估计 。 用 外 nn 十 1] 
表示 这 个 LMMSE 估计 。 想 一 想 因果 
系统 中 的 传递 函数 对 这 个 问题 是 有 帮 
助 的 ， 即 


(ec 


VY 





有 单位 采样 响应 aulan]. 

(a) 求解 谱 因子 Ma (e?) 它 有 下 列 所 
有 的 属性 : 

Gi) Ss Ce) = | Mz, (en) |’; 

Gi) Ma (Ce2 ) 可 以 是 一 个 因果 稳 
定 的 LTI 系 统 的 频率 响应 
Gii) 1/M- (ea) 可 以 是 一 个 因果 稳 
定 的 LITI 系 统 的 频率 响应 。 

Cb) 用 (a) 中 的 结果 求 we [nj 的 反 转 
变化 

1 
Wal) = Mote 

(c) 用 Ry, Lm] ER Relm]. 

(dD Anl EMAN ain), AKIn] 
的 维 纳 滤波 器 的 冲 激 响应 。 求 用 
wz [nj 准确 地 表示 h[n]。 这 个 题 
的 目的 是 说 明 Sy (e2) 最 有 用 的 
表达 式 可 能 是 

Sy (89) 一 4 一 2ea — 2670 

Ce) 修改 (d) 中 的 计算 或 者 用 其 他 流行 
的 方法 求 两 步 预测 的 因果 维 纳 滤 
波 器 ， 也 就 是 说 ， 基 于 所 有 kn 
的 量 测 值 z[kj 来 获得 yin +21 
LMMSE 估计 ， 并 且 解 释 这 个 结果 
的 合理 性 。 


扩展 习题 
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(a) 假设 零 均 值 过 程 yLnj 的 估计 量 人 外 nj 是 
由 零 均 值 量 测 过 程 xz[nj] 用 频率 响应 为 
瓦 (Ce ) 的 LTI 滤 波 器 得 到 的 ， 这 里 
cC JM y[*j 是 联合 广义 平稳 过 程 。 这 
个 估计 的 均 方 误差 源 于 式 (12.73)。 
(这 个 结果 适用 于 不 是 LMMSE 估计 
也 可 以 是 非 零 均值 的 过 程 ， 在 构建 估 
计量 的 标准 调节 后 : 在 滤波 器 的 输入 
中 减 去 xzLnj 的 均值 x, ， 在 滤波 器 的 输 
出 中 加 上 y[xj 的 均值 py, o) 

(b) 再 用 所 有 的 kn 的 x[Lnj] 在 (a) 中 的 因果 
维 纳 滤波 器 对 yLnj 进 行 LMMSE 估计 。 
源 于 式 (12. 74) 的 因果 性 的 代价 ， 即 无 约 
束 维 纳 滤波 器 中 额外 的 均 方 误差 。 

假设 已 知 广义 平稳 过 程 xLnj 的 均值 y, 和 

Da (e?) 的 FSD。 描 述 如 何 管理 z[ 站 的 联合 

WSS 过程 yL*]， 这 里 有 规定 的 y,、FSD 

D,, (er?) 和 互 波动 密度 (cross fluctuation 

density) D,.(e*)。( 说 明 ; 利用 LMMSE, 

通过 zx[*] 的 各 个 项 来 估计 y[nj] 的 估计 项 

Sin]. A T GR Bee Ue AY OP OT A. 请 说 明 

D,(e?) 应 该 满足 的 约束 条 件 ， 由 D Ce) 

和 D,,(e2) 表 示 。) 


#132 
信 号 检测 


在 给 定 了 一 个 与 随机 变量 R 相关 的 量 测 > 情况 下 ， 第 9 章 探 讨 了 多 假设 H: 的 最 佳 决 
策 问题 。 例 如 在 数字 通信 和 领域 中 ， 量 测 信 号 是 接收 端 已 处 理 过 的 信号 样本 ， 而 假设 是 指 与 
发 送 端 传输 的 各 个 备 选 符号 中 的 一 个 在 特定 时 间 段 内 相关 联 。 在 第 9 章 中 ,通过 选择 任何 
具有 最 大 的 后 验 概率 (posterior probability) 的 假设 ， 以 确保 在 这 样 的 假设 检验 问题 中 错误 
概率 最 小 ， 也 就 是 说 选择 基于 量 测 的 概率 最 大 的 假设 。 

这 个 具有 最 小 错误 概率 决策 的 最 大 后 验 概 率 准 则 (或 MAP) 的 推论 ， 也 可 扩展 到 多 于 
一 个 随机 变量 的 量 测 情况 。 采 样 多 重量 测 (multiple measurement) 的 不 同 在 于 ， 后 验 概率 
是 以 全 部 随机 变量 的 量 测 值 为 条 件 的 。 这 个 推广 在 第 9 章 中 已 经 指出 过 ， 而 在 本 章 将 会 更 
加 详细 地 探讨 。 

在 众多 应 用 中 ， 多 重量 测 信号 是 由 一 个 或 多 个 接收 机 接收 到 的 波形 在 一 个 时 间 区 间 上 
采样 的 样本 序列 来 构成 的 。 典 型 的 问题 涉及 对 被 测量 的 波形 进行 决策 ， 判 定 它 只 是 一 个 噪 
声 信 号 ， 还 是 一 个 隐藏 在 噪声 中 的 大 们 感 兴趣 的 特定 信号 。 信 和 号 检测 问题 会 以 多 形式 出 
现 ， 比 如 在 雷达 、 声 呐 和 通信 的 应 用 中 ， 本 章 的 重点 就 是 对 此 进行 讨论 。 

虽然 本 章 开 始 是 一 般 性 的 讨论 ， 不 过 重点 将 会 放 在 仅 用 一 阶 和 矩 和 二 阶 矩 来 描述 的 
噪声 的 检测 问题 上 ， 正 如 第 12 章 的 LMMSE 信号 检测 的 情况 一 样 ， 此 时 要 么 噪声 本 
身 是 高 斯 的 ， 要 人 么 就 是 只 有 噪声 的 一 阶 和 矩 和 二 阶 矩 是 已 知 的 。 对 于 高 斯 噪声 ， 是 可 以 
获得 最 小 错误 概率 的 。 但 对 于 非 高 斯 噪声 ， 并 且 仅 给 出 一 阶 矩 和 二 阶 矩 ， 需 要 选择 一 
些 次 最 佳 的 概念 ， 此 时 典型 的 做 法 是 通过 最 大 化 某 个 信 噪 比 ， 来 推导 出 基于 量 测 信号 
的 决策 变量 。 


13.1 基于 多 重量 测 的 假设 检验 


考虑 两 种 假设 H=H, A H=H, 中 具有 最 小 错误 概率 的 选择 问题 ， 已 知 一 系列 的 
随机 变量 R: 分 别 取 值 7;,， zi 三 0，1，2，…，, 工 一 1。 更 紧凑 地 ， 令 及 表示 随机 变量 R 
的 向 量 ,r 表示 对 应 于 这 些 随 机 变量 取 值 7; 的 向 量 。 于 是 要 想 使 条 件 错误 概率 
P(error|R 二 7) 最 小 ， 可 以 做 出 的 判决 是 有 利于 二 元 假设 (two hypotheses) 中 任何 一 个 
具有 最 大 条 件 概 率 那个 假设 ， 这 里 概率 以 R=r 为 条 件 。 二 元 假设 检验 的 最 佳 检 测 可 
采用 如 下 形式 表征 : 

“万 $ 
PCH |R= r) = PCHo|R= 1) 43.1) 


第 9 RARS H ERAR H 的 选择 站 是 H, RA=H;,. MKHH RRM D: 
定义 为 当 r 落 在 区 域 D, 时 ， 就 可 以 准确 地 声明 是 假设 “Bi ”。 在 这 里 判决 域 D; EL AES 
间 中 的 区 域 ， 而 不 是 实 线段 。 如 果 处 理 的 情况 是 多 于 二 元 假设 的 ， 则 最 小 错误 条 件 概率 准 
则 选择 所 有 变量 假设 中 那个 具有 最 大 后 验 概率 P; |R==r) 的 假设 H;。 

正如 第 9 章 推 导 的 那样 ， 对 式 (13. 1) 两 边 的 后 验 概 率 运 用 贝 叶 斯 准则 进行 变换 ， 消 去 
两 分 母 中 的 因 式 fa(r)， 可 以 得 到 一 个 等 价 的 准则 ， 表 达 式 为 

‘H 》 
PCH) fan rl) B PH funt | Ho) (13. 2) 


304 信号、 系统 及 推理 


512 


MAP 准则 变换 后 的 这 一 种 表示 形式 是 应 用 中 最 有 用 的 ， 因 为 该 式 中 出 现 的 各 个 项 的 
数值 通常 是 已 知 的 ， 或 者 可 以 从 问题 描述 中 推导 出 来 。 特 别 地 ， 两 个 条 件 概率 密度 构成 在 
每 个 假设 下 的 量 测 值 的 概率 模型 。 再 一 次 说 明 ， 对 于 多 于 二 元 假设 下 的 最 小 错误 概率 判 
决 ， 选 择 多 个 假设 中 任何 具有 最 大 pH:) frein (r| HORA H;。 
进一步 重新 整理 式 (13. 2) ， 得 到 最 佳 二 元 判决 准则 的 似 然 比 形式 ， 
footy 2 
fain |Ho) 万， 
JOP, BUA wy 定义 为 PCH,)/P(Hi) 的 比值 ， 用 作 最 小 错误 概率 的 判决 ， 但 是 对 于 NP 
(Neyman-Pearson) 准 则 或 最 小 风险 检测 ， 可 能 会 有 不 同 的 规定 。 
两 个 量 测 值 优 于 单个 量 测 值 
假设 基于 被 量 测 的 随机 变量 X， 需 要 在 假设 H, 


(13. 3) 


5 f(x|H,) i (xH) 
mH 之 间 做 出 决策 。 在 H, 和 和 Hi 的 条 件 下 ， 分 别 1 ip 
给 出 义 的 条 件 概率 密度 ， 如 图 13.1 所 示 。 这 里 可 以 el 
认为 H 对 应 于 存在 某 个 潜在 条 件 ， 假 设 检验 问题 的 ， 一 -5 0 Zx = x 
目的 是 需要 基于 X 的 量 测 值 来 检测 这 个 潜在 条 件 是 ”图 13.1 XA AA, 假设 下 的 条 
BPE., 于 是 假设 H 就 对 应 于 该 条 件 不 存在 。 二 元 件 概率 密度 


假设 的 先 验 概率 为 PCy) == fa PU) => 
在 两 种 假设 之 间 进 行 选择 的 最 小 错误 概率 判决 准则 就 是 对 式 (13.2) 的 直接 应 用 。 由 于 
fxin(z|H1) = 4 aa 3 fanal H) = 3 (13. 4) 
其 中 ，z 属于 区 域 |x |<2HREKPAARK'H’, MAW rät., Ah, HEK 
“ 虚 警 ”概率 是 Pi 一 P(H ”|Ho) 二 0。 但 同时 ， 潜 在 条 件 的 检测 概率 是 P= 
PCH Sl = BC kh =1—Py=0, 其 中 Ph 表示 “ie ae” 概率 。 w Ñ (9.29) 
所 示 ， 根 据 Prat Pum 计算 和 全 部 可 能 取 值 上 相关 的 总 体 错误 概率 的 平均 ， 可 以 得 到 


P. = PCH) Pra + PCHD) Pu = PCHD = > (13. 5) 


现在 不 妨 假 设 有 两 个 随机 变量 X HX, 的 量 测 值 分 别 为 zi 和 zz， 随 机 变量 X， 和 

X: 与 上 面 的 随机 变量 X 同 分 布 ， 且 它们 在 任何 一 个 假设 下 相互 独立 。 这 里 把 两 个 随机 

变量 假设 为 一 个 随机 向 量 及 ， 是 为 了 标记 方便 ， 因为 随机 变量 在 每 个 假设 下 是 相互 独 
立 的 

fx| nlai s2 | H;) = fxn | Hi) fxin C | Hd, ie =e Oia (13. 6) 

该 等 式 表 明 对 于 A=, 的 两 个 随机 变量 的 条 件 联 合 概率 密度 函数 是 非 零 的 ， 且 以 概 


率 二 均匀 分 布 在 区 域 | zi |<2、| zs|<<2 上 。 对 于 百 一 艺 ， 条 件 联合 概率 密度 函数 是 非 夫 


的 且 以 概率 二 均匀 分 布 在 区 域 |zx1 |<1、| zs |<<1 上 。 两 个 条 件 密度 在 特定 区 域外 为 0。 
i Ea 
T fan (21 +02 | Hh) = ia =, Š fanla +22 | Ho) = = a Clady 7) 


所 以 在 这 个 区 域 中 ， Peery To o ERARA RR x, |<2, |x |<2 
的 剩余 区 域 中 ， 


A << aan ie (13. 8) 


Pit UA REAREN EA H’. tN Pra = if Po 一 1， 因此 相关 的 总 体 错误 概率 是 
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P( 错 误 ) = PCH) Pra + PUR) Pu = PCH) Pr 一 也 (13. 9) 


由 于 是 两 个 量 测 值 ， 所 以 错误 概率 由 二 减 为 1 。 

不 使 用 最 佳 判决 ， 基 于 两 个 量 测 值 的 处 理 结果 基本 上 只 会 有 与 使 用 单个 量 测 值 的 最 侍 
判决 结果 一 样 的 性 能 ， 甚 至 可 能 有 更 差 的 性 能 。 例 如 在 这 个 特殊 的 例子 中 ， 可 以 使 用 基于 
zl 和 zs 均值 的 判决 准则 ， 可 以 证 明 这 是 最 好 的 ， 如 果 总 是 声明 “H,”， 该 准则 会 产生 和 单 
量 测 值 的 最 佳 判决 一 样 的 性 能 。 < 

本 章 接 下 来 会 涉及 比 上 面 例子 中 的 量 测 处 理 更 加 复杂 的 情况 ， 讨 论 其 假设 检验 的 最 侍 
实现 。 不 过 相关 公式 和 方法 在 本 质 上 还 是 与 上 面 例子 使 用 的 一 样 简单 。 


13.2 独立 同 分 布 高 斯 噪声 中 已 知 信号 的 检测 


本 节 研 究 的 检测 问题 的 原型 是 使 用 在 有 限 长 时 间 窗 内 测量 的 一 个 离散 时 间 (DT) 信 和 号 
rin], 例如， 假定 n= 二 0， 1, 2, =, 二 一 1。 将 这 些 量 测 值 看 成 一 系列 随机 变量 RLzj 的 真 
实 采 样 值 Cthe realized value) 。 

S H, 表示 的 假设 为 ， 随机 变量 RLnj 是 独立 同 分 布 的 零 均 值 高 斯 噪声 ， 即 

Ho: Ra] = Win] (13. 10) 
其 中 ， 随机 变量 Win], n= i Ty 25. 1 是 独立 的 零 均 值 的 高 斯 信号 ， 方差 为 
P, XW, ik H, 表示 的 假设 为 ;随机 变量 序列 RLn] 是 已 知 的 确定 信号 sLnj 与 独立 同 分 
布 的 高 斯 噪声 序列 wLnj] 的 和 ， 所 以 
H,: R[n] = sln] + WLan] CBE) 
其 中 ，W[nj 的 分 布 同 上 。 通 常 将 信号 s[nj 视 为 目标 信号 。 信 号 检测 问题 在 这 里 是 基于 
r[n] 的 量 测 值 决定 声明 H AE Hl， 也 就 是 说 ,判决 目标 信号 是 否 存 在 于 接收 到 的 量 测 
值 中 。 

这 个 问题 的 最 简化 版 本 在 例 9.5 中 有 提出 (或 者 见习 题 9.9)， 该 例题 处 理 只 有 一 个 信 
号 量 测 值 的 特殊 情况 ， 即 工 =1。 在 那里 ， 这 个 简化 问题 判决 一 个 特殊 的 量 测 值 ~ 是 否 为 
一 个 有 0 均值 和 规定 的 标准 差 ( 在 那个 例子 中 取 值 为 1) 的 高 斯 随机 变量 的 真实 值 ， 还 是 一 
个 标准 差 同样 为 1 但 均值 为 非 零 信号 s 的 高 斯 随机 变量 。 

MP LS 1 所 建立 的 最 佳 检测 方法 ， 将 分 析 简 化 为 工 =1 的 情况 一 样 简单 的 结论 。 归 根 
到 底 ， 最 终 的 任务 是 判决 基于 量 测 值 rLnj 和 信号 sLnj 所 推导 的 一 个 特殊 数据 量 g， 它 是 否 
为 具有 0 均值 和 规定 标准 差 的 高 斯 随机 变量 所 对 应 的 真实 值 ， 还 是 标准 差 相 同 但 均值 非 堆 
的 其 他 高 斯 随机 变量 所 对 应 的 真实 值 。 细 节 讨 论 如 下 。 


13.2.1 最 佳 检 测 方案 
对 于 最 小 错误 概率 检测 ， 再 次 使 用 式 (13. 2) 中 的 MAP 准则 ， 比 较 
P(H,) fCrLo], rC], =s reL —1]| A) (13. 12) 
其 中 ,i 二 0，1， 并 判决 孵 种 假设 使 该 表达 式 的 值 最 大 。 这 里 为 了 标记 方便 ,已 经 舍弃 了 
概率 密度 函数 的 下 角 标 及 和 五 。 
由 于 玉 [nj 是 独立 同 分 布 和 高 斯 的 ， 式 (13.12) 中 的 条 件 密度 容易 计算 ,给 出 计算 


公式 : 


S cD 
Folol rn] rL] Ho) = Ge aan Hew p|- rim | 


as ey (rLn])’ 
ety exp | = 20° | C13, 13) 
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[516 | 


All 
TT (r[n] — sinD? 
FOTO} TI], nr L —1]| A= apie H epf- ase 


20° 
El | 2 
arom exp{— T gis) wo | (13. 14) 
n=0 


如 果 将 一 个 非 线性 严格 递增 的 函数 运用 到 等 式 (13. 2) 的 两 边 ， 式 (13. 2) 中 的 检验 仍然 
成 立 。 由 于 式 (13. 13) 和 式 (13. 14) 为 指数 形式 ， 对 于 这 种 特殊 情况 的 检验 可 以 对 等 式 两 边 
取 自然 对 数 ， 这 样 处 理 是 非常 方便 的 。 在 随后 的 化 简 和 重新 整理 中 ， 为 了 标记 方便 ， 用 p 
来 表示 P(H;)。MAP 检验 可 采用 如 下 等 价 形式 

L-1 H? 63 
e= DAAE pp dus Tn] (13. 15) 


其 中 ,与 rLnjJ 有 关 的 计算 已 经 集中 在 不 等 式 的 左边 ， 不 等 式 右边 的 各 项 数值 可 以 根据 问题 
说 明 预 先 计算 出 来 。 式 (13.15) 右 边 的 求 和 项 是 确定 性 信号 sin JAE. tric We, B 


L=1 


= 2s ?[n] (13. 16) 
式 (13.15) 中 的 检验 现在 变 为 
"H? 
ETA Y (13. 17) 
*H,2 
其 中 ， 门 限 y 由 下 列表 达 式 给 出 
= 7 ln(po/ pi) + = (13. 18) 


对 于 例 9. 5 和 习题 9. 9 PAA L=1 的 情况 ， 其 中 g 王 rL0]sLO]， 或 更 简洁 的 形式 是 
g=rs. Æ s>0 的 假设 下 ， 这 种 情况 的 立 值 检验 (threshold test) 可 以 写 为 
Ss 
证 时 aay (13. 19) 
tit 


BBQ (EL A Sh BS kA SNE Bi] 9. 5 和 习题 9. 9 中 已 给 出 ， 只 不 过 先前 的 表达 式 使 用 的 是 符 
号 y， 这 里 的 表达 式 使 用 的 是 yY 。 如 果 ;二 0， 上 面 的 检验 表达 式 唯 一 的 变化 是 将 “五 ?和 
‘H HEER., 

如 果 从 最 小 错误 概率 检测 准则 变 成 最 小 风险 检测 准则 或 者 NP 检测 准则 ， 最 佳 判决 准 
则 仍然 是 式 (13. 19) 中 的 形式 ， 而 除了 式 (13. 18) 给 出 的 浆 值 表达 式 中 的 po/pi 项 会 被 其 他 
某 个 适当 的 常量 7 所 人 代替。 例如， 在 NP 检测 准则 下 ， 常 量 x( 或 者 等 价 的 7 本 身 ) 将 会 在 
满足 规定 的 Prs 上 界 的 限定 下 ， 选 择 尽 可 能 小 的 值 。 

13. 2.2 性 能 描述 

本 章 中 的 信号 检测 最 佳 方法 的 性 能 可 以 通过 它 的 相关 错误 概率 来 进行 评估 。 这 需要 在 
每 种 假设 下 ， 计 算式 (13. 15) 中 的 数据 量 g 一 之 ”LzjsLz 可 能 的 取 值 范 围 ， 然 后 计算 出 取 值 
位 于 阅 值 y 错误 的 一 边 的 概率 ， 此 时 会 导致 一 个 错误 的 检测 结论 。 下 面 就 阐述 相关 的 推理 
和 计算 。 

WRB Hy 是 正确 的 ， 式 (13. 15) 左 边 的 序列 [站 将 会 只 包含 独立 同 分 布 的 高 斯 噪 
声 的 真实 值 。 相 应 地 ， EET EEE 个 真实 值 。 


G= SD writ] (13. 20) 
因为 在 每 个 时 刻 n, W[n] 都 是 高 斯 的 ， 并 且 WL*j] 与 其 他 时 刻 的 随机 变量 统计 独立 ， 
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同时 又 因为 独立 高 斯 随机 变量 的 加 权 线 性 组 合 也 是 高 斯 的 ， 所 以 随机 变量 G 是 高 斯 的 。 由 
式 (13. 20) 可 知 ， 它 的 均值 是 0， 方差 为 


L-1 
o>) [nl] = eE (13. 21) 
n=0 


所 以 标准 差 就 是 VE 0 
如 果 假 设 Hy 是 正确 的 ， 旦 现 的 信号 实际 上 是 苍 加 了 一 个 零 均 值 的 噪声 。 在 这 种 情况 
中 ， 式 (13. 15) 左 边 的 序列 r[n] 是 加 上 了 一 个 干扰 的 信号 值 ;Ln]， 这 个 干扰 就 是 高 斯 白 噪 
一 个 真实 值 。 WM rcii hamra En 


G= 3 (s[n] + W[n])sin] = €+ S wrt] (13. 22) 


因此 ， 蝴 机 变量 G 是 已 知 常量 5 和 独立 高 斯 随机 变量 的 线性 和 ， 并 且 它 本 身 是 高 
斯 的 。 它 的 均值 是 5E， 但 是 它 的 方差 仍然 和 式 (13.21) 中 的 一 样 ， 因 此 ， 它 的 标准 差 
仍然 是 ovE。 

因此 可 以 由 图 13. 2 来 描述 式 (13. 15) 中 的 
最 佳 检验 。 这 个 图 和 呈现 在 例 9. 5 中 的 那个 图 
在 本 质 上 是 相同 的 ， 除 了 图 中 横 轴 上 的 值 的 含 
义 不 同 。 那 里 的 图 的 横 轴 为 接收 值 +， 而 在 
图 13. 2 中 横 轴 是 数据 量 5。 在 独立 同 分 布 的 P, 
高 斯 噪声 中 信号 出 现 的 假设 检验 等 价 了 使 用 国 图 13. 2 对 于 独立 同 分 布 高 斯 噪声 中 已 知 信号 
值 y 来 判决 数据 量 5 究竟 是 两 个 高 斯 分 布 中 的 Sa sa men OL te A 
哪 一 个 产生 的 。 这 两 个 高 斯 分 布 的 标准 差 相 tn 
“ 同 为 c VE, 但 一 个 均值 为 0( 对 于 Ho), 

一 个 均值 为 E( 对 于 Hi)。 根 据 式 (13. 15) 左 边 的 总 和 ， 数据 量 g 的 值 是 可 以 得 到 的 ， 等 
Ee kine, 权 系 数 分 别 对 应 于 信和 号 值 sin]. 

如 果 假 设 的 先 验 概率 是 相等 的 ， 阔 值 y= E/ 25 即 在 两 个 均值 之 间 进 行 精确 求 平均 。 如 
果 假 设 Hs 比 Hi 更 有 可 能 ， 此 时 加 之 Pi TÆ y 就 变 成 一 个 较 大 的 值 ， 这 表明 在 检验 时 
要 声明 是 假设 ‘Hi ”， 数 据 量 g 需要 变 得 更 大 ， 这 是 可 以 理解 的 。 

由 图 13. 2 可 以 看 出 虚 警 条 件 概率 Pra = PCH,’ | Ho ) 是 均值 为 零 、 标准 差 为 o VE 的 高 
斯 PDF 分 布下 位 于 y 右边 尾部 的 区 域 。 这 个 区 域 不 能 用 封闭 形式 来 计算 ， 但 是 可 以 用 一 
个 标准 高 斯 ( 即 零 均 值 、 单 位 方差 的 高 斯 分 布 ) 的 列 尾 概率 函数 (tabulated tail-probability 
function) QCz) 的 形式 来 表达 。Q(z) 定 义 为 





ros r[n]s[n] 
Pia 








Bs hale ae 
Q(z) = Sa a “itiu (13723) 
在 应 用 时 了 解 对 于 >00 时 Bo ocr yeep 
z, ere 
aa ie 2: TE rU. (13. 24) 
根据 高 斯 PDF 的 对 称 性 ， 可 以 了 解 到 Q(Cz) 满 足下 列 等 式 ， 这 也 是 有 用 的 
Q(— xz) 三 1 一 Q(z) (13. 25) 


对 变量 进行 简单 的 变化 ， 可 以 推出 ， 对 于 均值 为 a、 标 准 差 为 8 的 高 斯 随机 变量 ， 位 
于 PDF 下 的 某 个 y 值 的 右边 区 域 的 概率 可 以 写成 如 下 的 Q(*) 形 式 : 


way KBB) =, 2 
[e dw=Q( 7 ) (13. 26) 





1 
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Q(…) 的 参数 是 相对 于 均值 a 的 y 的 距离 ， 以 标准 差 8 为 单位 进行 度量 。 根 据 这 个 标 
记 ， 对 于 前 面 提 出 的 问题 而 言 ，Pr 是 
Pra = a(z) Q( ln po/ Pr ) +e) C13. 27) 
其 中 ， 第 二 个 等 式 是 在 表达 式 中 代入 式 (13.18) 中 的 y 后 推出 的 结果 。 
类 似 地 ， 漏 警 条 件 概率 Pu = PCH’ | 了 i) 是 位 于 均值 为 E、 标 准 差 为 ovVE 的 高 斯 PDF 
分 布下 的 7 左边 尾部 的 部 分 。 使 用 式 (13. 26) 和 式 (13. 25)， 这 区 域 是 


Pum 1=a(28)= algae E) 





= Q(- Zing + 3) (13. 28) 


TER. Pra Pm 只 依赖 于 二 元 假设 的 相对 先 验 概率 和 信 品 比 E/o* ， 或 者 说 依赖 于 该 信 
品 比 的 平方 根 。 在 这 里 所 讨论 的 信号 检测 问题 是 基于 约定 的 特殊 环境 下 ， 作 为 时 间 函 数 的 
已 知 信号 sLnj 的 变化 ， 不 会 影响 最 佳 检 测 准 则 的 性 能 。 这 里 只 与 信号 的 能 量 相 关 。 在 稍 后 
将 会 看 到 对 这 个 问题 的 修正 ， 就 会 发 现 其 中 信号 的 形状 确实 是 有 影响 的 。 
可 以 按照 式 (9. 29) 那 样 ， 计 算 全 部 可 能 输出 结果 的 错误 概率 : 
P. = poPra + piPm (13429) 
因此 错误 概率 值 依赖 于 二 元 假设 的 相对 先 验 概率 和 接收 到 的 信号 的 SNR. 
作为 一 个 简单 的 示例 ， 考 虑 二 元 假设 是 等 概率 的 特殊 情况 ， 因 此 有 po =p 和 
In(po/pi) 二 0。 于 是 
ba eo E/ (80 ) 
BR VE/ (2a) 
其 中 ， 在 这 里 已 经 调用 了 式 (13. 24) 中 的 上 界 。 因 此 随 着 SNR ASSO, Pras Pu 和 总 体 错 
误 概率 P. 的 下 降 速 度 要 比 指数 方式 更 快 一 点 。 
13.2.3 ”匹配 滤波 


式 (13.15) 中 的 决策 变量 g 是 线性 依赖 于 量 测 值 [za 的。 这 就 允许 g 的 值 可 以 通过 线 
性 时 不 变 滤波 器 来 计算 ,滤波 器 的 输入 是 rin], 输出 g[nj 是 在 适当 时 刻 的 采样 ， 以 形成 
想得到 的 值 。 特 别 地 ， 考 虑 一 个 LTI 滤波 器 ， 其 单位 采样 响应 为 h[*]， 在 任何 时 刻 n 的 
输出 为 gLnj]， 并 由 下 面 的 卷 积 给 出 : 


Pra = Py = P. == Glee ats 





(13. 30) 


oo 


gin] = pa: r[kjh[n—k] (13. 31) 
如 果 在 n=O 时 ， 对 滤波 器 的 输出 进行 采样 ， 那 么 结果 是 
g[0] = 3 r[k]a k] (13. 32) 
选择 如 下 滤波 器 的 单位 采样 响应 : 
h[—k] = slk] (13.33) 


H, 0O<k<L—-1, FER IHME, ALe J=0. IAR A3. 32) 中 滤波 器 的 输出 g[0] 就 
变 成 


glo] = ST Leste] = = (13. 34) 


k=0 


其 中 ，g 是 式 (13. 15) Pe RY ae, IFA RAPER ee. A3. 33) 所 示 的 滤波 器 
的 单位 采样 响应 实际 上 就 是 目标 信号 的 时 间 翻 转 。 因 此 可 以 将 滤波 器 说 成 是 用 于 匹配 目标 
信号 的 或 者 是 目标 信号 的 匹配 滤波 器 。 

将 上 述 结 果 合 在 一 起 ， 一 种 独立 同 分 布 的 高 斯 噪声 中 已 知 的 、 有 限 持续 长 信号 的 最 佳 
检测 器 的 实现 可 以 按照 图 13. 3 的 方式 来 构建 。 式 (13. 33) 规 定 的 匹配 滤波 器 是 反 因 果 的 。 
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对 于 最 佳 检测 器 的 纯 因 果实 现 ， 必 需 将 h[*] 延 时 工 步 且 相应 的 输出 是 在 步 后 被 采样 。 
后 面 章节 应 该 经 常会 与 “ 反 因 果 ” 打 交 
vi. Giltndy Tried. SRI ra PN T — 2 
aber FIR 如 果 用 一 个 正 图 13.3 ”加 性 独立 同 分 高 斯 噪声 中 的 
数 玉 二 0， 对 匹配 滤波 器 的 单位 采样 响 PR AEREE 
应 进行 缩放 ， 那 么 前 面 定义 的 A[*] 就 变 成 了 KA[.]， 于 是 滤波 器 在 0 时 刻 的 输出 将 会 是 
Kgs， 而 不 是 简单 的 g。 由 式 (13. 17) 可 以 表明 ， 在 进行 检测 处 理 时 ， 只 需要 进行 一 点 修正 ， 
那 就 是 把 阔 值 从 y 调整 到 Ky 即 可 。 这 样 做 的 根本 原因 是 在 二 元 假设 下 ， 随 机 变量 G 的 均 
值 之 间 的 距离 也 进行 了 K 倍 缩放 ， 并 且 有 一 样 的 标准 差 。 由 于 滤波 器 单位 采样 响应 的 缩 
放 ， 使 得 阔 值 也 进行 了 同样 倍数 的 缩放 ， 因 此 在 检测 性 能 上 并 没有 变化 。 

匹配 滤波 器 的 性 能 “在 前 面 推导 匹配 滤波 器 时 ， 是 将 它 当 作 了 生成 变量 g 的 设备 。 通 
过 数据 量 g 与 冰 值 进行 比较 ， 得 出 在 量 测 值 中 是 否 出 现 目标 信号 的 最 佳 判决 。 通 过 对 滤波 
器 的 时 域 特 性 和 频 域 特征 的 进一步 考察 ， 可 以 得 到 对 用 匹配 滤波 器 进行 判决 的 深入 理解 ， 
明白 为 什么 匹配 滤波 利用 其 采样 之 前 的 量 测 值 进行 滤波 ， 以 及 进行 阔 值 比较 来 在 二 元 假设 
之 间 做 出 判决 ， 这 些 都 是 很 合理 的 方式 。 

假如 无 噪声 信号 s[m] 作 为 滤波 器 的 输入 ， 与 滤波 器 是 匹配 的 。 用 gL AR aR ER 
情况 下 的 滤波 器 输出 ，n 时 刻 的 输出 由 下 列表 达 式 给 出 ， 


=) 


Btn] = >) shJh[n—h] = E} nl Reta (13. 35) 


一 一 oo 


在 写 第 二 个 求 和 项 时 ， 假设 对 于 区 间 区 外 的 7 取 值 有 s[j]J=0. 当 
s[x] 应 用 到 匹配 滤波 器 中 ， 滤 波 器 的 输出 是 s[*j 的 自 相关 函数 Rss[Lnj]。RssLn] 的 峰值 是 信 
号 s[nj 的 能 量 e， 并 且 发 生 在 零 时 延 处 ， 

Rssl0] = € > Rll (13. 36) 

匹配 滤波 器 输出 的 最 佳 采样 时 刻 是 n= 二 0， 基 于 的 观点 是 ， 相 对 在 接收 到 的 量 测 值 中 噪 
声 分 量 的 贡献 而 言 ， 在 n 二 0 可 以 获得 来 自信 号 的 最 大 贡献 (如 果 目 标 信号 出 现 )。 噪 声 的 
贡献 与 什么 时 候 进 行 采样 无 关 。 

接 下 来 在 频 域 中 来 考察 匹配 滤波 器 。 对 式 (13. 33) 进 行 傅 里 叶 变 换 ， 匹 配 滤波 器 的 频 
率 响 应 是 

HC) = S(en) = |S(en) | Ls" ) (13. 37) 
其 中 ，| S(e) | 是 目标 信号 s[nj 的 DT 傅 里 叶 变 换 (DTFT)。 因 此 ， 匹 配 滤波 器 的 频率 啊 
应 的 模 | HC) | 等 于 目标 信号 的 频谱 分 布 (spectral distribution) 的 模 |S(e*)|。 匹 配 滤波 
器 因此 增强 了 目标 信和 号 中 较 强 频谱 分 量 处 的 那些 频率 ， 并 且 训 减 了 目标 信号 中 较 弱 频谱 分 
量 处 的 那些 频率 。 这 应 该 是 合理 的 ， 因 为 考虑 到 全 部 n 而 不 只 是 [0, 工 一 1 中 的 n, OM 
的 独立 同 分 布 噪声 W[nj] 具 有 平坦 的 频谱 含量 。 

另 一 方面 ， 式 (13. 37) 表 明 匹 配 滤波 器 的 频率 响应 的 相位 人 HH(e*) 是 目标 信号 DTFT 
的 相位 过 SC(e?) 的 负 值 。 这 使 得 目标 信号 出 现时 ， 匹 配 滤波 器 能 校准 目标 信号 各 频率 分 量 
的 相位 ， 保 证 了 在 0 时 刻 处 采样 的 滤波 器 输出 ， 是 目标 信号 的 全 部 分 量 建设 性 累加 起 来 的 
结果 。 接 收 到 的 量 测 信和 号 中 噪声 分 量 的 频谱 不 受 滤波 器 相位 特征 的 影响 。 


13. 3 匹配 滤波 器 检测 的 推广 
前 一 节 中 的 信号 检测 问题 的 原型 可 以 用 构架 匹配 滤波 器 结构 的 方法 ， 推 广 到 不 同 的 检 
测 方法 中 。 下 面 的 小 节 将 简单 地 讨论 其 中 的 一 些 推广 。13. 4 节 会 对 检测 问题 的 原型 进行 


推广 ， 对 加 性 独立 同 分 布 高 斯 噪声 下 的 多 个 已 知 观测 信号 进行 识别 ， 那 里 的 解决 方案 会 再 
次 涉及 匹配 滤波 。 
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13.3.1 无 限 长 度 的 有 限 能 量 信号 

为 了 方便 ，13. 2 节 的 检测 问题 讨论 到 的 信号 sLnj 和 量 测 值 rLnj 都 是 定义 在 n 二 0，1， 
2，…， 工 一 1 上 的 。 然 而 对 于 那个 问题 ， 可 以 设置 选取 任何 其 他 有 限 长 度 为 工 的 间隔 的 数 
据 ， 在 被 选 定 的 间隔 以 外 ,将 s[nj 定 义 为 0。 最 佳 方案 仍然 可 以 运用 匹配 滤波 ， 即 使 用 一 
个 单位 采样 响应 满足 hn J = sl —n ] ) LTI 滤波 器 。 将 0 时 刻 处 的 滤波 器 输出 的 采样 值 与 
阔 值 比较 ， 并 做 出 判决 ， 这 做 法 和 以 前 的 一 样 。 

13. 2 节 中 已 经 简要 指出 ,匹配 滤波 器 的 单位 采样 响应 的 另外 一 种 选择 是 hln] = 
sL—-n+D], HPD 是 某 个 固定 时 移 ， 相 应 地 ， 这 个 移 位 匹配 滤波 器 的 输出 是 在 时 刻 DD 采 
样 ， 而 不 是 在 0 时 刻 。 对 于 有 限 长 信号 ，D 大 小 的 选择 总 是 使 时 移 后 的 匹配 滤波 器 为 因果 
的 滤波 器 。 

在 加 性 独立 同 分布 的 高 斯 噪声 中 ， 对 于 最 小 错误 概率 信和 号 检测 的 匹配 滤波 器 方法 的 推 
导 ， 其 适用 于 任意 长 的 工 ， 并 且 人 们 感 兴趣 的 间隔 可 以 是 时 间 上 的 任意 位 置 。 然 而 不 太 明 
显 的 是 ， 该 结果 也 适用 于 无 限 长 信号 sLzj 的 情况 ， 这 里 假设 信号 sLn] 具 有 有 限 能 量 E， 这 
就 意味 着 它 是 一 个 4 信号 。 在 这 里 没有 试 着 进行 严格 的 论证 ， 只 是 简单 地 接受 了 这 个 推 
广 。 在 这 种 情况 下 ， 匹 配 滤波 器 的 单位 采样 响应 h[* ] 将 会 是 无 限 长 度 的 ， 而且 ,通常 也 
不 会 有 使 它 变 成 因果 的 时 间 移 位 。 

13.3.2 和 白 噪 声 中 信号 检测 的 SNR 最 大 化 


在 13. 2 节 的 信号 检测 问题 中 ， 噪 声 是 独立 同 分 布 高 斯 的 事实 ， 人 允许 详细 描述 最 小 概 
率 检测 问题 的 检测 方法 。 同 时 也 允许 这 个 方法 的 一 个 简单 的 实现 : 将 量 测 值 通过 匹配 滤波 
器 进行 LTI 处 理 ， 接 着 进行 采样 ， 最 后 进行 阔 值 判决 。 另 外 ， 它 保证 了 在 每 种 假设 下 匹配 
滤波 器 的 采样 输出 都 是 高 斯 的 ， 因 此 该 方法 可 以 用 每 种 假设 下 的 均值 和 方差 来 完整 地 表 
征 。 对 于 已 确定 的 均值 和 已 确定 的 相同 的 方差 ， 就 可 以 直接 进行 错误 概率 的 计算 ， 这 个 错 
误 概率 依赖 于 SNR 和 二 元 假设 的 先 验 概率 。 

现在 假设 接收 到 的 量 测 值 中 噪声 分 量 是 来 自 于 强度 为 of 的 ( 零 均 值 ) 白 过 程 ， 但 是 白 
过 程 的 其 他 特性 是 未 知 的 。 一 个 均值 是 0 和 方差 是 a 的 独立 同 分 布 的 高 斯 过 程 只 是 这 类 噪 
声 的 无 数 种 产生 方式 中 的 一 种 。 在 没有 这 种 噪声 的 更 加 详细 的 描述 情况 下 ， 评 估 和 实现 最 


小 错误 概率 检测 的 MAP 准则 一 般 是 不 可 AF aan P 
能 的 ， 但 是 可 以 借用 高 斯 情况 下 性 能 卓越 ”一 ina pH | 
pe ee. 图 13.4 基于 作用 于 接收 信和 号 的 
图 13. 4 所 示 WR, HE i 5 rer yh ; 
位 采样 响应 A[。] 来 设计 LTI 检测 滤波 器 ， 样 输出 ， 进 行 阔 值 判决 的 检测 器 结构 
以 进行 处 理 ， 然 后 进行 采样 和 背 值 判决 。 这 里 假设 正在 检验 的 目标 信号 sLnj] 可 能 是 无 限 长 
的 ， 正 如 13. 3. 1 节 所 人 允许 的 那样 。 

为 了 实现 这 一 想法 ， 考 虑 出 现在 0 时 刻 的 样本 输出 的 数据 量 gL0]， 即 


co 


gl0] = S ralin] (13. 38) 


一 co 


它 被 看 作 某 个 随机 变量 G 的 一 个 真实 值 。 虽 然 在 没有 噪声 PDF 更 详细 的 信息 说 明 的 前 提 
下 ， 每 个 假设 下 的 G 的 PDF 是 不 能 确定 的 。 但 是 每 个 假设 下 G 的 均值 和 方差 可 以 用 已 知 
量 来 计算 。 这 种 计算 需要 确定 式 (13. 38) 中 的 序列 rLnj 在 每 个 假设 下 可 以 取 什 么 值 ， 并 且 
需要 注意 gL0] 是 rLnj 这 些 量 测 值 的 线性 加 权 和 ， 其 加 权 系 数 是 h[ 一 nj]。 这 样 可 以 推导 出 
Æ H, 下，G 的 均值 是 0。 不 过 在 H, F, HEE 


> 


w= S siala a] (13. 39) 


一 oo 


为 了 简化 接 下 来 的 讨论 ， 但 又 不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 y 是正 的 ， 而 不 是 负 的 。 
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由 表达 式 (13. 38) 可 以 简单 地 计算 出 G 在 每 种 假设 下 的 方差 : 
| (13. 40) 

在 假设 为 Ho 和 A, 情况 下 ，G 的 均值 之 间 的 间隔 ( 即 距 离 y 一 0 二 y) 比 共同 的 标准 差 
o, 要 大 ,那么 可 以 期 望 基 于 这 个 间隔 能 相当 好 地 区 别 在 假设 Ha H, 下 分 别 获得 的 采样 
g[0], 比如 利用 基本 概率 的 切 比 雪 夫 不 等 式 (Chebyshev inequality) ， 该 不 等 式 阐明 了 在 假 
AH, 下 ，g[0] 到 它 的 零 均值 的 距离 大 于 Co, (左右 两 个 方向 ) 的 概率 小 于 1/C*， 并 且 这 个 
概率 可 能 会 更 小 ， 因为 切 比 雪夫 不 等 式 一 般 是 相当 保守 的 。 同样 地 ， 在 假设 H, F, gCo] 
到 它 的 均值 p 的 距离 大 于 Co 的 概率 小 于 1/C*。 因 此 可 假设 比值 y/o 越 大 ， 那 么 基于 
g[0] 的 量 测 值 来 区 分 Ho A Hi 的 能 力 就 越 好 。 

正如 jy Alo, 依赖 于 滤波 器 单位 采样 响应 h[L*] 一 样 ， 分 别 根据 式 (13. 39) 和 式 (13. 40), 
RHE y/o, 最 大 的 h[*]， 或 者 等 价 地 找 出 使 它 的 平方 最 大 化 的 4[*]。 定义 滤波 器 输出 端 
的 SNR 为 


z ( S sinalin) 
SNRa = & = — (13. 41) 

Og PE 
之 所 以 称 其 为 SNR， 原因 是 p 反映 了 信号 的 能 量 , 而 of 反映 了 噪声 的 功率 或 强度 。 注 意 
在 一 般 情况 下 ,使 输出 SNR 最 大 化 不 一 定 能 最 小 化 错误 概率 ， 除 了 在 高 斯 情况 下 。 使 
式 (13. 41) 中 的 SNR 最 大 化 ， 这 很 容易 实现 ， 可 以 通过 调用 切 比 雪夫 不 等 式 来 实现 。 接 下 

来 就 来 阐述 并 证 明 该 不 等 式 。 

柯 西 - 施 瓦 芯 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 ” 对 于 实 函数 zx[ 四 和 yLn]， 切 比 雪夫 不 等 式 是 


(Staln]yfn]) = (Èz Enl) ( X vE) (13. 42) 
当 且 仅 当 y[n] 二 Kzx[n]， 等 号 成 立 ， 对 于 全 部 的 n 和 某 个 常量 K。 对 于 函数 只 在 某 个 间隔 
上 是 非 零 的 情况 ， 此 不 等 式 就 简化 为 这 样 一 名 话 : 在 实 欧 几 里 得 空间 中 ， 两 个 向 量 的 内 积 
或 点 积 的 模 以 各 个 向 量 长 度 的 乘积 为 界 ， 并 且 当 仅 当 这 两 个 向 量 是 正 负 对 齐 的 时 候 等 号 才 
成 立 。 一 般 情况 下 ， 该 不 等 式 的 直接 证 明 来 自 于 下 列 计算 : 





5 Caxln]— y[n])? > 0 (13. 43) 
对 于 全 部 的 实 a。 将 其 展开 可 以 得 到 : 
(Pin) — [2 } ain] Je + ( Dy]) >0 (13. 44) 











这 是 关于 a 的 二 次 函数 ， 即 a 邓 一 pa 十 c， 因 为 之 0， 对 于 大 的 |e| ， 它 是 非 负 的 。 只 
Ate bo <Aac 的 条 件 下 ， 才 能 保证 该 二 次 方程 最 多 有 一 个 实 根 ， 从 而 满足 对 于 全 部 的 w， 
它 都 是 严格 非 负 的 。 用 式 (13. 44) 中 的 定义 来 替代 不 等 式 刀 和 受 4ac 中 的 a、5 和 c， 就 得 到 
式 (13. 42) 中 的 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 。 又 因为 当 仅 当 二 次 方程 等 于 0 时 ， 即 对 于 某 个 < 一 天 ， 
AA P=4ac, Ask, £3.43) RAY y[nj 二 KzLnj 时 ， 才 会 精确 地 相等 。 

现在 回 到 选择 式 (13. 41) 中 的 单位 采样 响应 h[*]， 使 得 输出 SNR 最 大 的 问题 上 来 。 
运用 切 比 雪夫 不 等 式 : 


(D Enlin) DC] 
SN Riu = —= NR (13. 45) 
o Xk’ [n] o o 
其 中 ，g 和 以 前 一 样 ， 表 示 目 标 信号 的 能 量 。 对 于 某 个 KK， 当 上 且 仅 当 h[ 一 nj 二 KsLnj 时 ， 
上 面 等 号 成 立 。 在 不 失 一 般 性 下 ,可 以 将 K 取 值 为 1， 因 此 ， 最 佳 滤 波 器 还 是 匹配 滤波 
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器 。 进 行 匹配 滤波 时 ， 滤 波 器 输出 端的 采样 可 以 获得 最 高 可 能 的 SNR, 其 等 于 输入 信和 号 
的 SNR， 即 2/e 。 

在 没有 关于 噪声 的 PDF 的 进一步 信息 时 ， 对 于 匹配 滤波 器 的 采样 输出 ， 几 乎 没有 什 
么 依据 来 指导 判决 阔 值 y 的 选择 。 但 是 ， 如 果 匹 配 滤波 器 能 够 有 效 地 从 假设 H, 下 gL0j] 的 
分 布 中 ， 把 假设 Hy 下 g[0] 的 分 布 分 离 出 来 ， 那么 将 阀 值 设 定 在 两 个 条 件 分 布 的 均值 中 的 - 
某 个 位 置 可 能 是 合适 的 ， 例 如 直接 设置 在 w/2 处 。 

于 是 ， 匹 配 滤波 器 可 以 简单 地 看 成 一 个 设备 ， 用 来 将 一 个 LTI 检测 滤波 器 采样 输出 的 
SNR 最 大 化 ， 即 使 在 只 知道 噪声 是 白 的 且 可 能 是 非 高 斯 的 情况 下 。 在 高 斯 白 噪声 情况 下 ， 
匹配 滤波 器 (此 时 能 正确 选择 采样 输出 进行 判决 的 半 值 ) 可 以 实现 错误 概率 最 小 。 

13. 3. 3 ”有 色 品 声 中 的 检测 
现在 来 考虑 存在 下 列 噪声 的 检测 问题 ， 它 不 是 一 个 白 过 程 噪声 w[Ln]， 而 是 一 个 零 均值 、 
525] 广义 平稳 的 过 程 vla], 其 谱 密度 函数 由 De (e*) 给 出 。 如 果 考 虑 到 有 人 色 品 声 是 由 强度 为 o 
的 白 噪声 过 程 w[nj 通 过 一 个 频率 响应 是 M(e?) 的 、 稳定 的 成 型 滤波 器 来 获得 的 ， 那 么 
Da (62) = o M(e") M(e”) (13. 46) 
因此 ，oD(e?) 是 DCe 2) 的 频谱 因子 。 这 里 假设 M(ea) 在 全 部 频率 上 是 非 零 的 ， 也 就 是 
说 D,,(e?) 在 全 部 频率 上 是 非 零 的 。 如 果 不 是 这 种 情况 ， 在 接收 到 的 量 测 值 中 就 可 能 存在 
没有 噪声 的 频率 分 量 ， 这 会 导致 检测 算法 的 退化 。 还 要 注意 到 一 般 是 假设 白 噪声 wLn] 具 
有 单位 强度 ， 而 成 型 滤波 器 能 够 按照 任何 要 求 进行 缩放 来 获得 所 要 求 的 噪声 强度 。 这 里 假 
设 w[n] 是 强度 为 of 的 噪声 过 程 ， 只 是 为 了 便于 与 先前 叙述 的 强度 为 0 的 白 噪声 情况 ， 在 
表达 式 上 进行 更 多 简单 的 比较 。 

如 果 洪 在 的 输入 白 噪 声 过 程 w[z] 的 确 是 零 均 值 独立 同 分 布 的 高 斯 噪声 ， 那么 通过 成 
型 滤波 器 进行 滤波 获得 的 z[ 站 过 程 就 是 有 色 的 高 斯 噪声 。 它 具 有 这 样 一 些 特性 : 例如 在 
两 个 不 同时 刻 上 的 取 值 是 二 元 高 斯 的 ; 更 一 般 地 ， 在 任意 一 组 时 刻 上 的 取 值 就 是 多 元 高 斯 
的 (multivariate Gaussian) 。 对 于 这 种 情况 ， 下 面 建立 的 匹配 滤波 器 的 方法 将 会 在 匹配 滤 
波 器 的 输出 进行 合适 的 采样 和 阔 值 判决 后 ， 产生 最 小 错误 概率 的 决策 。 如 果 只 知道 过 程 
w[nj 是 白 噪声 的 ， 那么 下 面 的 匹配 滤波 器 方法 将 只 能 保证 输出 样本 的 SNR 最 大 化 ， 见 
13. 3.2 节 。 这 些 结论 的 正确 性 可 用 一 种 相反 的 方法 ， 将 有 色 噪 声 问题 转换 成 其 在 处 理 前 
的 白 噪声 问题 来 推断 出 。 

这 里 再 次 希望 在 假设 H M H, 之 间 做 判决 ，H, 表示 接收 到 的 量 测 值 rin (LA E 
RE ol nl, Hı 表示 接受 到 的 量 测 值 由 被 加 性 有 色 了 噪声 污染 的 已 知 信号 sLnj 构 成 。 这 
种 情景 由 图 13. 5a 中 的 框图 说 明 ， 该 框图 也 表明 了 接收 到 的 信号 r[nj 通 过 一 个 频率 响应 为 
Heo) 的 LTI 滤 波 器 滤波 ， 然 后 经 过 采样 ， 最 终 产生 了 与 最 佳 检测 准则 中 的 阀 值 相 比较 的 
数据 量 gL0]。 


0 palin: 0 qin] a iri 
RK s[n] | M(e?) | zÈ pin] Q 


win] 





a) 使 用 量 测 值 [nj 来 检测 加 性 b) 检测 加 性 白 噪声 w[n] 中 的 信号 p[n] 的 等 价 问题 ,其 中 ， 
有 色 噪 声 v[n] 中 的 信号 sLn] [四 是 s[ 门 通过 一 个 频率 响应 为 1M(eie) 的 滤波 器 的 结果 
图 13.5 


通过 将 其 转化 为 13. 2 节 中 已 解决 的 问题 ， 可 以 获得 这 个 问题 的 最 佳 解决 方法 。 第 一 
步 是 将 图 13. 5a 框图 中 生成 r[nj 的 那 部 分 转化 为 图 13. 5b 中 的 等 价 框图 。 这 个 框图 使 潜在 
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的 信号 I[nj 变 得 明显 。 洪 在 信号 gLnj 要 人 么 是 强度 为 a 的 白 噪 声 ， 要 人 么 是 被 加 性 噪声 wea] 
干扰 的 信号 pinl. fee pLnj 是 sLnj 通 过 一 个 频率 响应 1/M(e”) 的 滤波 右 的 结果 。 

这 个 已 经 转化 的 问题 的 最 佳 解决 方法 已 经 在 13. 2. 3 节 中 讨论 并 确定 了 。 它 是 通过 与 
目标 信号 pLnj 匹 配 的 滤波 器 对 信号 gLnj 进 行 处 理 ， 然 后 在 0 时 刻 采样 ， 并 且 与 适当 的 阔 
值 进行 比较 。 在 图 13.5 所 示 的 系统 中 ,采样 之 前 的 信号 gqLnj] 是 经 过 由 Mle") A H 
级 联 组 合 的 滤波 器 滤波 来 表现 的 ， 如 下 所 示 : 





Te] B= -jnNy — Se?) 
HCMC) = PCE) = Ee (13. 47) 
其 中 ，S(e?) 表 示 原 信号 s[7] 的 变换 。 因 此 理想 最 佳 滤波 器 的 频率 响应 由 下 式 给 出 : 
giros dhE s aa 
e“) = (13. 48) 





Me") Me) Dell 

这 是 对 于 有 色 噪 声 的 匹配 滤波 器 的 频率 响应 。 对 于 早期 分 析 的 白 噪 声 的 结果 ， 可 设置 
式 (13. 48) 中 的 最 后 一 项 De (L) 来 得 到 。 

式 (13. 48) 给 出 的 这 个 广义 匹配 滤波 器 频率 响应 的 模 ， 是 由 处 于 分 子 位 置 上 的 信号 频 
谱 的 模 |SCe?) | 和 处 于 分 母 位 置 上 的 噪声 的 ESD( 这 里 的 FSD 经 过 了 白 噪 声 的 强度 o 归 一 
化 ) 共 同 确定 的 。 正 如 在 白 高 斯 噪声 的 情况 中 的 那样 ， 检 测 滤波 器 在 输入 信号 SNR 大 的 频 
率 处 具有 最 高 的 模 响应 ， 而 在 输入 信号 SNR 小 的 频率 处 具有 最 低 的 响应 。 广 义 匹 配 滤波 
器 的 相位 特征 仍然 是 目标 信号 相位 特征 的 负数 。 噪 声 对 相位 特征 不 起 作用 ， 因 为 FSD 
Du(e2) 的 相位 在 全 部 频率 上 是 0。 

运用 早期 的 结果 可 以 表明 ， 在 这 里 建立 的 最 佳 解决 方法 的 性 能 ， 是 由 被 预 滤 波 的 信号 
p[n] 的 能 量 和 白 噪 声 w[nj 的 方差 a 的 比值 决定 的 。 记 信号 pLnj 的 能 量 为 6,， 所 以 系统 的 
性 能 由 下 列 比值 确定 。 当 w[nj] 是 高 斯 白 噪声 时 ， 用 错误 概率 来 描述 系统 性 能 ; 或 在 其 他 
白 噪声 情况 下 ， 用 输出 采样 的 SNR 来 描述 系统 性 能 。 

Eren L e .|Pte®>4? 1 (* SC]? 
S- fA s an= x [eS saad 

其 中 ， 在 推 写 第 一 个 等 式 时 使 用 了 帕 塞 瓦尔 定理 ， 然 后 使 用 了 式 (13. 46) 和 式 (13. 47) HEAT 
变量 替代 。 如 果 噪 声 v[n] 是 强度 是 o 的 白 噪声 ， 那 么 D,,(e?) 二 co*， 于 是 就 覆盖 了 前 面 已 
经 讨论 过 的 解决 方法 。 

式 (13. 49) 表 明 ， 不同 于 白 噪声 的 处 理 情况 ， 信 号 现在 的 形状 会 影响 性 能 。 粗 略 地 讲 ， 
在 噪声 强度 最 小 的 频率 区 域 的 附近 集中 信和 号 能 量 ， 会 使 先前 等 式 中 的 积分 变 大 ， 从 而 导致 
检测 的 性 能 改善 。 但 是 在 很 多 应 用 场景 中 ， 传 输 的 信号 受 限 于 许多 其 他 方面 ， 例 如 它 的 峰 
值 振幅 和 持续 时 间 等 。 因 此 这 时 的 任务 就 是 在 这 些 限制 下 选择 sLn]， 使 得 它 的 傅 里 叶 变 换 
能 保证 式 (13. 49) 中 的 积分 达到 最 大 。 对 于 这 样 的 最 优化 问题 ， 通 常 没有 闭 形式 解 ( 即 解析 
表达 式 ) 
13.3.4 ”CT 匹配 滤波 器 


到 目前 为 止 , 关注 的 都 是 DT， 而 不 是 CT 的 信号 检测 ， 主 要 因为 CT 的 白 噪声 是 一 
个 理想 化 的 信号 ， 它 要 比 DT 的 白 噪 声 或 者 CT 的 单位 冲 激 更 难 想象 。 例 如 ，CT HRE 
中 的 期 望 功率 在 每 个 时 刻 上 都 是 无 限 的 。 不 过 只 需要 简单 的 变化 ， 就 可 以 把 在 13. 3. 3 9 
中 建立 的 DT 有 色 噪 声 的 情况 移植 到 CT 上 来 。 

例如 ， 考 虑 一 个 零 均 值 CT 的 WSS 噪声 过 程 v(1)， 其 FSD 由 Du(e2) 给 出 。 根 据 假 
设 Ho 或 者 假设 责 ， 决 定 是 否 加 上 一 个 已 知 的 能 量 有 限 信 号 s(t)， 产 生 量 测 信号 CO) BEAT 
处 理 ， 其 目的 是 判决 是 哪 一 个 假设 发 生 。 假 设 依然 采用 通过 某 个 冲 激 响 应 为 h(*) 且 频率 
响应 为 了 (jw) 的 检测 滤波 器 来 处 理 x(z)， 





(13. 49) 


rÀ () KEL SH 
接着 采样 这 个 滤波 器 在 时 刻 0 时 的 输出 人 [TO 


g(t)， 最 后 比较 采样 值 和 阅 值 进行 判 图 13.6 CT 信号 检测 
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决 ， 处 理 结构 如 图 13. 6 所 示 。 
在 此 情景 下 ， 这 个 数据 量 为 


#0) = 人 FEC ode (13. 50) 


这 是 随机 变量 G 的 一 个 真实 值 。 随 机 变量 G 在 假设 Ho PABA 0, 而 在 假设 Hi 下 
的 期 望 值 为 


LE Cat oira f SGH Go) de (13. 51) 
随机 变量 G 在 每 一 个 假设 下 的 方差 相同 ， 表达 式 为 
Ca (0) = E |_| HGw) |* Du Geo) de (13. 52) 


现在 可 以 用 一 种 自然 的 方式 来 定义 输出 的 SNR, 它 为 二 元 假设 下 的 两 个 均值 之 间 的 
距离 的 平方 ， 再 除 以 共同 的 方差 : 


(人 soaGodo) 


2x [| HGo) |" Du Go) do 


上 面 问题 的 公式 化 表示 与 13. 3. 2 节 中 的 处 理 非常 相似 ， 虽然 现在 是 在 频 域 中 ， 涉 及 
的 是 积分 运算 而 不 是 求 和 运算 。 通过 使 用 适当 形式 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ， 可 以 得 到 解决 
方法 。 这 个 问题 的 DT 版 本 已 经 在 13. 3. 3 节 得 到 了 解决 ， 它 通过 噪声 白化 使 用 了 不 同 的 
变量 。 所 以 这 里 就 简单 地 描述 一 下 CT 的 解决 方法 ， 类 似 于 式 (13. 48), 有 

twa =a 
Du (jw) /0 
HEt, o 被 解释 为 任意 正 参 数 ， 在 设置 值 闵 值 y 时 需要 考虑 它 的 具体 值 。 将 上 式 代 入 式 
(13. 53) ， 可 以 推出 最 佳 输出 采样 SNR， 由 下 式 给 出 : 

支 | - Sae ay (13. 55) 

这 个 表达 式 就 是 式 (13. 49) CE CT 情况 下 的 类 似 描述 。 

13.3.5 ”匹配 滤波 和 奈 奎 斯 特 脉 冲 设计 

第 3 章 在 假设 没有 噪声 的 场景 下 ， 给 出 了 用 于 脉冲 幅度 调制 (PAM) 的 零 符 号 干扰 
(IST 的 奈 奎 斯 特 脉冲 设计 。3. 2 节 阐 述 了 即使 在 有 噪声 存在 的 情况 下 ， 接收 机 中 的 脉冲 成 
形 部 分 的 研究 还 是 令 人 满意 的 结论 。 到 了 本 小 节 ， 可 以 对 这 一 点 进行 更 好 的 理解 。 

考虑 一 个 开关 信和 号 方案 (on-off signaling scheme)， 在 该 方案 中 ， 对 于 每 个 比特 而 言 ， 
脉冲 要 么 被 传输 ， 要 么 不 被 传输 。 在 接收 端 ， 希望 检测 出 被 传输 的 脉冲 是 否 会 出 现 。 如 果 
傅 里 时 变换 为 P(jw) 的 脉冲 经 过 一 个 频率 响应 为 H(io) 的 基带 信道 ， 那 么 接收 机 想 要 检测 
的 脉冲 的 傅 里 叶 变 换 就 变 成 PGw)H (jw)。 假设 信道 引入 加 性 白 噪 声 ， 于 是 为 了 在 脉冲 出 
现时 产生 最 大 SNR 的 输出 采样 ， 匹配 此 脉冲 的 最 佳 接收 机 滤波 器 应 该 具有 的 频率 响应 为 
H(—jw) P(—jw). 

这 里 假设 在 接收 端 已 经 实现 了 匹配 滤波 器 ， 那 么 对 于 接收 机 的 零 ISI 传输 脉冲 的 傅 里 
叶 变 换 P(jw) 的 设计 ， 就 是 要 求 将 经 过 信道 滤波 后 的 脉冲 傅 里 叶 变 换 送 给 接收 机 进行 处 
理 ， 即 下 列表 达 式 能 满足 奈 奎 斯 特 的 零 ISI 条 件 。 

PGw) H Gw) H(— jw) P(— jw) = | PGw) |? | HGw) |? (13. 56) 

如 果 在 通 带 内 HG ER, WARES |P Gw) | 就 必须 满足 奈 奎 斯 特 零 ISI 条 件 ， 
也 就 是 说 ， 在 信号 频率 2x/T( 角 频率 ) 的 整数 倍 处 ， 它 的 周期 性 重复 加 起 来 应 该 是 常量 。 
二 日 这 样 的 PCjw) 被 设计 出 来 ， 就 决定 了 传输 脉冲 和 接收 机 滤波 器 。 因 此 ， 脉冲 成 形 的 任 
务 是 由 发 射 机 和 接收 机 两 者 同等 完成 的 。 





(13:63) 


(13. 54) 
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13.3.6 ”未 知 的 到 达 时 间 和 脉冲 压缩 

在 类 似 雷达 或 声呐 的 应 用 中 ， 一 个 已 知 的 信号 脉冲 要 么 是 电磁 波 ， 要 人 么 是 声波 ， 从 发 
射 机 传播 出 去 。 如 果 在 传播 路 径 中 存在 反射 物 ， 那 么 传播 信号 经 过 衰减 和 噪声 的 干扰 后 返 
回 到 接收 机 。 如 果 没 有 反射 物 出 现 ， 那 么 在 这 个 间隔 内 ， 接 收 机 只 是 简单 地 测量 噪声 。 用 
从 开始 发 射 到 任何 反射 脉冲 到 达 接 收 机 的 延 时 乘 以 信号 传播 的 速度 ， 可 以 确定 反射 物体 的 
来 回 距离 。 这 些 应 用 中 的 传播 信号 都 是 CT 的 ， 但 是 下 面 的 分 析 是 将 相应 的 CT 波形 按照 
常规 采样 率 进行 采样 ， 以 从 DT 信和 号 的 角度 来 分 析 表 达 。 

雷达 或 声呐 设备 中 的 信号 处 理 的 任务 是 确定 在 某 个 时 间 窗 内 收 到 的 量 测 值 只 由 噪声 信 
号 构成 ， 还 是 由 反射 信号 加 上 噪声 信号 构成 。 假 设 噪 声 是 独立 同 分 布 的 高 斯 噪声 ， 并 且 接 
收 到 的 信号 波形 与 发 送出 去 的 信号 波形 的 不 同 之 处 在 于 幅 值 上 有 一 个 比例 衰减 因子 FE 
本 质 上 ， 这 里 面临 的 就 是 前 面 研究 的 信号 检测 问题 。 最 佳 检测 器 将 会 使 用 一 个 用 于 匹配 所 
发 送 的 信号 的 匹配 滤波 器 ， 只 不 过 在 幅 值 上 进行 了 缩放 (amplituderscaled)， 然 后 合适 地 选 
FERIA. BEAT HRA. 

在 实际 工作 中 ， 发 送 的 信号 在 幅度 上 的 上 限 是 由 发 送 功率 的 峰值 决定 的 ， 所 以 为 了 达 
到 更 好 的 检测 性 能 ， 唯 一 的 方式 是 增加 信号 长 度 工 来 提升 信号 能 量 5， 也 就 是 ， 通 过 发 送 
一 个 长 的 脉冲 。 但 是 长 的 脉冲 意味 着 下 一 个 询问 脉冲 Cinterrogating pulse) 一 定 会 被 相应 地 
延迟 。 更 重要 的 是 ， 如 果 在 发 射 脉冲 的 反射 路 径 上 ， 一 个 反射 物 与 男 一 个 反射 物 的 距离 很 
接近 的 话 ， 那 它 的 反射 脉冲 可 能 会 和 另 一 个 物体 的 反射 脉冲 重合， 使 得 分 辨 这 两 个 物体 的 
能 力 ( 即 认为 它们 是 两 个 物体 而 不 是 一 个 ) 打 折扣 。 下 面 将 给 出 一 种 聪明 的 信号 设计 ， 可 以 
大 大 地 提高 分 辩 率 。 

它 与 13. 2 节 中 考虑 的 信号 检测 问题 至 少 有 两 个 关键 的 不 同 之 处 。 首 先 ， 如 果 存 在 一 
个 反射 信号 的 话 ， 反 射 信号 在 时 间 上 的 位 置 是 未 知 的， 因为 反射 物 的 位 置 是 未 知 的 。 结 采 
就 是 ， 匹 配 滤波 器 的 输出 采样 时 刻 就 是 未 知 的 。 其 次 就 是 衰减 因子 是 未 知 的 ， 所 以 检测 
滤波 器 需要 进行 缩放 (或 者 等 价 地 ， 判 决 阔 值 需要 进行 缩放 )， 缩 放 因子 也 是 未 知 的 。 

这 两 种 问题 的 处 理 方法 可 以 借鉴 13. 2. 3 节 中 的 匹配 滤波 器 特性 的 讨论 。 式 (13. 35) 和 
式 (13. 36) 的 推导 计算 表明 ， 如 果 匹 配 滤波 器 的 输入 是 有 延 时 的 无 噪声 信号 sLn 一 D]， 其 
H DÆI, 那么 滤波 器 的 输出 可 以 由 下 式 给 出 : 


et Hi = ea se i ia Sh enbe eaa D] LR 


因此 ， 输 出 是 接收 到 的 信号 的 延 时 确定 性 ef 相关 ( the delayed deterministic autocorrelation) , 
当 它 的 延迟 参数 为 0 时 ， 即 ==D 时 ，E 的 峰值 才 会 出 现 。 作 为 一 种 推论 ， 对 于 接收 的 是 无 
噪声 信和 号 的 情况 ， 由 接收 到 的 信和 号 可 以 容易 地 推断 出 延 时 D 的 值 ， 具 体 是 通过 观察 匹配 滤 
波 器 的 输出 在 什么 时 刻 达 到 最 大 。 

如 果 接 收 的 反射 信号 是 被 加 性 噪声 干扰 的 情况 ， 那 么 匹配 滤波 器 在 任何 时 刻 的 输出 
都 会 被 噪声 分 量 干扰 。 如 果 噪 声 不 是 很 强 ， 那 么 相对 于 无 噪声 的 情况 ， 匹 配 滤波 器 的 输 
出 不 会 被 干扰 得 很 严重 ， 于 是 可 以 采样 其 最 大 输出 值 ， 并 送 去 与 所 选择 的 阔 值 进行 比 
较 。 在 没有 出 现 反 射 信号 的 情况 下 ， 采 样 值 将 只 能 反映 出 噪声 分 量 ， 它 通常 会 低 于 判决 
WE. 

如 果 信 号 和 高 强度 噪声 一 起 被 接收 ， 因 为 反射 的 信号 分 量 被 噪声 分 量 所 掩饰 ， 相 对 于 
无 噪声 的 情况 ， 匹 配 滤波 器 的 最 大 输出 可 能 在 不 同 的 & 值 处 发 生 。 这 将 会 导致 采样 时 刻 和 
采样 值 的 错误 选择 。 在 强 噪声 情况 中 ， 如 果 没 有 出 现 反射 信号 ， 则 仅 由 噪声 也 会 导致 匹配 
检测 器 的 输出 中 出 现 尖峰 ， 这 会 误解 为 有 一 个 反射 信号 存在 。 

前 面 的 这 些 考 虑 支持 了 执行 所 谓 的 脉冲 压缩 : 对 长 度 为 工 的 信号 [7 进行 成 形 ， 使 得 
FE RAO 或 者 RAO 的 附近 的 某 个 小 区 域 (<L) 内 ， 它 的 自 相关 RssLk]<E。 也 就 是 说 ， 匹 配 滤波 
器 输出 集中 到 峰值 上 ,或 者 近似 一 个 峰值 。 这 种 情况 下 ， 即 使 信号 被 噪声 干扰 ，Rss [Lk 一 DD] 
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最 大 的 位 置 也 将 会 被 很 好 地 保存 。 更 进一步 ， 在 一 个 区 域内 若 有 一 个 比 噪声 干扰 值 大 的 多 的 
最 大 值 ， 就 可 以 满足 于 判断 一 个 潜在 信号 的 出 现 ， 虽 然 信号 的 衰减 因子 不 确定 ， 会 造成 合适 
Ey BB (EL FE AD WE o 

一 个 在 这 方面 表现 得 很 好 且 被 广泛 使 用 的 信号 例子 如 下 : 

+A,+A,+A,+A,+A,—A,—A,+A,+A,—A,+A,—A, +A (13.58) 
它 被 称 为 巴克 - 13 序列 (Barker-13) 信 号 ， 其 两 端 用 零 扩 充 。 该 信号 的 自 相关 函数 在 零 延 
时 处 的 函数 值 是 13A: ， 然 而 ， 在 其 他 延 时 处 的 函数 值 是 0 或 As 。 实 现 脉冲 压缩 的 另外 
一 种 流行 的 方式 是 通过 使 用 所 谓 的 线性 调频 (chirp) 信 号 : 一 个 准 正 弦 (quasirsinusoidal) 
信号 ， 它 的 频率 随 着 时 间 推 移 呈 现 线性 扫 频 (swept linearly)， 或 者 某 个 其 他 单调 扫 频 形 
式 。 因 为 线性 调频 信号 (chirp) 可 以 看 成 由 接近 正弦 的 不 同 频率 段 构成 的 系列 子 区 间 信 
号 ， 所 得 到 的 确定 性 自 相关 峰 宽度 会 稍稍 宽 于 每 个 频率 段子 区 间 的 长 度 。 


13.4 独立 同 分 布 高 斯 噪声 中 的 信和 号 识别 


前 面 章节 所 考虑 的 二 元 假设 下 的 信号 检测 问题 可 以 轻松 地 推广 到 多 元 假设 下 。 和 以 前 
一 样 ， 假 设 DT 信号 x[ 站 的 量 测 值 (z* 王 0，1，2，…， 工 一 IJ) 是 一 系列 随机 变量 Rin WH 
实 值 。 不 过 这 里 令 旦 ;(i 二 0，1，…，M 一 1) 表 示 多 元 假设 ， 即 变量 Rin] M 个 已 知 的 确 
定性 信号 中 的 第 i 个 信和 号 Si:[wjJ 加 上 了 独立 同 分 布 的 高 斯 噪声 干扰 的 结果 ， 所 以 

H; : Rin] = Siin]+WLn] (13259) 
这 里 再 次 约定 ， 每 种 假设 下 的 数据 项 W[nj 表 示 独 立 的 、 零 均值 的 、 方 差 为 of 的 高 斯 随机 
变量 ， 假 定 互 ; 假设 的 先 验 概率 是 P( 互 ;) 。 现 在 的 任务 就 是 根据 量 测 值 -Ln]， 按 照 最 小 错 
误 概率 ， 判 决 哪个 假设 成 立 。 这 也 可 以 认为 是 M 种 潜在 信号 的 识别 问题 ， 即 假设 给 出 这 
些 信号 中 的 一 个 被 噪声 干扰 后 的 量 测 值 ， 选 择 出 真正 的 潜在 信号 。 

例如 ， 上 面 的 情况 就 可 能 出 现在 数字 通信 中 。 假 设 在 一 个 指定 时 隙 内 ，M 个 符号 中 的 
某 个 符号 被 选 定 出 来 发 送 。 各 个 符号 映射 成 不 同 的 信号 波形 ， 以 便 满足 特定 通信 信道 的 传 
输 特 性 。 如 果 对 应 符号 i 的 信号 波形 被 传输 ， 使 用 siin], n=0, 1, 2, =, L—1, 来 表 
示 无 噪声 的 情况 下 ， 在 指定 的 时 隙 内 可 能 接收 到 的 量 测 值 序列 。 假 设 在 任意 时 刻 ， 传 输 信 
道 使 用 独立 的 、 同 分 布 的 高 斯 噪声 干扰 信号 。 接 收 机 的 任务 就 是 判决 M 个 符号 中 的 哪个 
符号 真 的 被 传输 ， 前 提 是 在 特定 的 时 隙 内 ， 接 收 机 接收 到 的 量 测 值 为 rLn], n=0, 1, 
2，…,L 一 1。 这 里 的 确 是 把 信号 识别 任务 作为 假设 检验 问题 提出 来 的 。 

为 了 达到 最 小 错误 概率 ， 再 次 使 用 式 (13. 2) 中 的 MAP 准则 。 在 这 种 情况 下 是 比较 

P(H;) f(r(0],701],°»7LL —1]| HD (13. 60) 
的 值 i=0，1，2，…，M 一 1， 并 决定 支持 哪 种 假设 会 使 该 表达 式 有 最 大 值 。 同 样 地 ， 由 
于 自然 对 数 是 关于 它 自 变量 的 单调 递增 函数 ， 可 以 改写 上 述 表 达 式 为 对 数 形式 : 
In{P(H;)} 十 ln(FGr[L0],rL1] + srEL — LBs od Hs 2 eo M18. 61) 
经 过 适当 的 替换 ， 并 舍弃 式 (13. 61) 中 M 个 表达 式 中 的 相同 项 ， 那 么 只 需要 比较 下 面 这 些 
量 ， 就 可 以 简单 地 推断 出 最 佳 检测 : 


L-1 
(六 [ms[ 门 ) Honi PCH.) E, i= 0,1,2, M1 (13. 62) 
Kp, € 表示 第 i 个 信号 的 能 量 ， 即 
Ei oa Lat (13. 63) 


选择 。 
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如 果 信 号 具有 相等 的 能 量 和 相等 的 先 验 概率 ， 那 么 上 述 的 比较 可 以 简化 ， 比 较 下 列 的 
值 ， 最 大 值 对 应 的 信号 被 声明 为 


Ll 


gi = >)rin)si[n] (13. 64) 


n=0 


式 (13. 64) 中 的 计算 可 以 再 次 使 用 匹配 滤波 器 来 执行 。 然 后 将 滤波 器 的 输出 在 适当 的 
时 刻 进行 采样 。 

和 前 面 信号 检测 情况 中 的 做 法 一 样 ， 可 以 用 几 种 方式 对 信号 识别 问题 进行 推广 。 特 别 
是 信号 在 全 部 时 刻 上 都 存在 而 不 只 是 在 区 间 [0, 工 一 1] 上 存在 的 情况 ， 只 要 它们 是 能 量 有 
限 的 。 接 下 来 的 内 容 中 将 考虑 更 一 般 的 情景 ， 并 忽略 表达 式 中 的 求 和 范围 限制 。 

独立 同 分 布 高 斯 噪声 中 的 二 进 制 信号 识别 

考虑 只 有 两 个 可 选 信号 的 情况 ， 这 两 个 信号 能 够 在 加 性 独立 同 分 布 高 斯 噪声 中 区 分 出 
彼此 。 这 是 前 面 结果 中 M 一 2 的 一 种 特殊 情况 。 最 佳 检 测 就 变 成 


H 
( Dr En]s ln]) +ø lnpı 一 a 2 ( Dir LnJsoLn]) +o’ lnpo 一 E (13. 65) 


sH? 
g= SrLndCs fn] — sin) 有 ,0 InCpo/ pi) +o =y (13. 66) 
左边 的 数据 量 将 是 用 来 计算 差 信 号 si[nj] 一 so[nj 的 检测 ， 并 且 通 过 使 用 一 个 与 差 信号 
相 匹 配 的 滤波 器 来 获得 ， 也 就 是 说 ， 滤 波 器 的 单位 采样 响应 为 h[nj] 二 si[ 一 n] 一 soL 一 nj]。 
上 面 判决 准则 的 性 能 分 析 可 以 精确 地 计算 出 来 ， 像 13. 2.2 节 描 述 的 那样 ， 通 过 考查 
下 列 随 机 变量 在 二 元 假设 下 的 分 布 : 


G= ` Ria] [n] so[n) (13. 67) 
在 这 样 做 之 前 ， 先 引入 一 个 数据 项 符号 ， 标 记 在 分 析 中 出 现 的 
x= Ssoln]sifn] (13. 68) 
根据 式 (13. 42) 中 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ， 可 以 写 出 
— inf So & <u SS VW Eo El (13. 69) 


其 中 ， 对 于 某 个 正 数 多， 如 果 so[nj] 二 Ksi[n]， 可 以 得 到 数据 项 的 上 界 ， 其 一 定 等 于 
VEE; 对 于 这 个 相同 的 多 ， 如 果 so[nj 二 一 KsLn]， 可 以 获得 数据 项 的 下 界 。 
在 假设 H。 下 ， 式 (13. 67) 中 的 随机 变量 G 是 高 斯 的 ， 均 值 为 一 E60 十 人 *， 方 差 为 0 Ea, 
HY, 是 差 信 号 的 能 量 : 
Nl =a+&—22 (13. 70) 


在 假设 Hi 下 ， 随 机 变量 G 也 是 高 斯 的 ， 均 值 为 G1 一， 方差 为 oo E64。 这 就 又 回 到 前 
面 讨论 过 的 评估 假设 检验 性 能 的 熟悉 的 任务 上 来 。 此 时 使 用 特定 阅 值 7 将 两 个 方差 相等 但 
均值 不 等 的 高 斯 信号 进行 分 离 。 在 这 种 情况 下 ， 阔 值 由 式 (13. 66) 的 右边 给 出 。 

来 考虑 两 种 特殊 情况 。 对 于 全 部 的 n， 如 果 so[n] 是 零 信号 ,而 % [中 一 sLz。 回 
顾 一 下 13.2 节 所 考虑 的 问题 ， 即 在 独立 同 分 布 的 高 斯 噪声 中 检测 一 个 已 知 信号 。 在 
数字 通信 领域 中 ， 这 将 对 应 于 开关 信号 ， 信 号 s[nj 的 出 现代 表 二 进 制 数 字 1， 而 它 的 
不 出 现代 表 二 进 制 数 字 0。 这 里 的 表达 式 就 可 以 近似 地 简化 成 前 面 讨论 所 获得 的 那些 
表达 式 。 如 果 二 元 假设 是 等 概率 的 ， 于 是 po 一 Pp， 那么 错误 概率 可 以 再 次 由 式 
(13.30) 给 出 ， 即 


317 


318 信号、 系统 及 推理 


534 


535 


Perot PAD) (13. 71) 


AFAI ARRES, BRARAS SAMHSA RE O E S= ESE) A A E RN 
特定 值 。 同 时 假设 二 元 假设 的 先 验 概率 相同 ， 也 就 是 说 Pp. EKBAT, Aye 
0。 此 时 Pes 二 Pu 二 P。， 所 以 错误 概率 是 
VE 
acV2 





&— ze 

R o Ai 
其 中 ， 第 二 个 等 式 由 式 (13.70) 获 得 。 

现在 考虑 允许 自由 选择 so[nj] 和 si[n]， 只 要 满足 它们 各 自 的 能 量 等 于 茶 个 给 定 的 常数 
值 E。 那 么 要 达到 最 小 的 错误 概率 ， 就 取决 于 所 选择 的 这 些 信号 能 使 上 述 Q(，) 函 数 的 变量 
参数 达到 最 大 。 注 意 式 (13. 69) 中 的 上 下 界 ， 可 以 合理 选择 信号 来 达到 上 下 界 。 通 过 选择 
Xx 二 一 VB 二 一 E， 就 可 以 达到 错误 概率 最 小 化 ， 也 就 是 通过 设置 对 于 所 有 的 nn 满足 
si[nj 二 一 so[n]， 来 获得 最 小 错误 概率 。 这 就 产生 了 所 谓 的 二 极 性 信号 或 反 相 信号 。 注 意 
在 发 射 端 反 相信 号 即使 具有 与 开关 信号 情况 下 一 样 的 峰值 功率 ， 但 是 其 平均 功率 和 每 比特 
的 平均 能 量 确 实 是 加 倍 的 (至 少 在 pp =p. =0.5 时 )。 

因此 可 以 推 得 反 相 信号 对 应 的 错误 概率 为 


Rw = Q() (13. 73) 


对 于 开关 信和 号 的 情况 ， 其 中 ，so[.] 王 0， 其 错误 概率 Put 在 式 (13.71) 中 给 出 。 反 相 
信号 相 较 于 开关 信号 的 情况 ， 反 相信 号 的 作用 使 已 经 分 开 的 两 个 同样 强度 的 高 斯 信号 的 均 
值 之 间 的 距离 加 倍 ， 从 而 使 得 函数 Q(，) 的 变量 参数 也 加 倍 ， 有 效 的 SNR 增加 四 倍 。 因 
此 ， 反 相信 号 实质 上 能 够 得 到 比 开 关 信 号 更 好 的 错误 性 能 。 < 

接 下 来 的 例子 更 加 具体 地 阐述 了 第 3 章 讨论 的 PAM 通信 场景 中 ， 也 是 上 述 结论 的 应 
用 。 虽 然 那 个 问题 是 用 CT 叙述 的 ,但 是 在 数值 模拟 中 还 是 DT 的 。 

采用 匹配 滤波 器 检测 器 检测 开关 型 和 反 相 型 PAM 

采用 二 进 制 DT 信号 aLnj] 来 数值 模拟 CT 通信 中 PAM 的 策略 ， 来 阐明 本 章 的 一 些 观 
念 。 在 本 例 中 ， 在 给 定 的 每 一 个 单位 时 间 的 时 阶 内 ， 其 长 度 T 王 1， 传 送 一 个 基本 信号 或 者 
一 个 脉冲 p(t)。 基 本 信号 定义 为 一 个 矩形 信和 号， 即 对 于 某 个 A>>0， p=A, |t|<T/4, 
是 位 于 时 隙 中 间 ， 占 时 阶 的 一 半 ， 在 其 他 时 刻 p(z) 二 0。 全 部 的 PAM 信号 都 是 由 这 样 的 
脉冲 串联 构成 的 ， 第 nn 个 脉冲 p(i 一 nT) 在 第 nn 个 时 隐 内 被 传输 ， 其 幅度 由 信号 aLnj] 进 行 
缩放 。 因 而 PAM 信号 可 表示 为 

[直人 人) (13. 74) 


对 于 开关 信号 ，a[Lnj] 是 0 或 1， 而 对 于 反 相 信号 ，a[nj 是 十 1 或 一 1]。 这 里 假设 在 每 种 情况 
下 ， 这 两 种 电 平 都 是 等 电 平 的 。 反 相信 号 草 含 和 开关 信号 一 样 的 峰值 功率 ， 但 是 希望 它 能 
提供 更 好 的 噪声 容 限 ， 尽 管 这 是 以 比较 高 的 平均 功率 为 代价 。 这 个 例子 忽略 了 通信 信道 的 
失真 ， 而 聚焦 到 处 理 噪 声 的 影响 。 在 每 个 时 除 内 ， 接 收 机 不 得 不 基于 接收 到 的 噪声 波形 
(noisy waveform)， 来 判决 两 个 可 能 的 信号 值 中 哪 一 个 信号 值 被 发 送 。 

图 13.7 上 面 的 两 个 子 图 概要 地 显示 了 如 何 通过 发 送 一 个 合适 的 冲 激 串 到 一 个 冲 激 响 
应 为 p[j 的 滤波 器 ， 来 产生 无 噪声 的 PAM 信号 。 这 里 的 PAM 信号 对 应 于 图 顶部 显示 的 
13 比特 序列 的 开关 信和 号， 选择 幅度 A 王 1。 时 间 轴 表示 采样 数 ，100 个 采样 对 应 于 CT 中 
的 一 个 单位 时 间 。 

在 数值 模拟 中 ， 假 设 CT 中 的 加 性 宽带 高 斯 噪声 是 在 DT 采样 时 刻 产生 的 独立 同 分 布 
W RRA 的 高 斯 噪声 。 图 13.7 中 的 第 三 个 子 图 包含 和 第 二 子 图 一 样 的 PAM 信号 ， 
然后 加 上 了 co 一 3.5 的 高 斯 噪声 再 一 起 显示 。 可 以 认为 噪声 淹没 了 该 信号 ， 几 乎 没有 线索 








(13. 72) 
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图 13.7 开关 信号 的 二 进 制 检测 


能 够 判断 出 PAM 信和 号。 如 果 不 做 任何 噪声 滤波 ， 相 反 ， 只 是 在 每 个 工时 间 单 位 上 进行 采 
样 ， 并 与 门限 A/2 二 0. 5 进行 比较 ， 这 不 会 比 进行 随机 判决 有 更 好 的 检测 效果 。 根 据 本 章 前 
面 的 分 析 ， 表 明 对 于 这 种 情形 的 错误 概率 是 QA 0) =QU/7)=0. 443。 

认识 到 在 这 个 例子 中 ， 不 同时 隙 的 判决 是 相互 独立 的 ， 判 决 构成 了 伯 努 利 过 程 
(a Bernoulli process)， 且 错误 的 数量 服从 二 项 分 布 。 因 而 ，13 比特 中 错误 比特 的 期 望 数 
X 0.443X13=5. 76 比特 ， 可 以 计算 标准 差 为 V13X0.433X(1 一 0. 433) =1. 79 比特 。 

在 图 13.7 底部 的 子 图 显示 了 使 用 一 个 关于 接收 到 的 信号 的 匹配 滤波 器 滤波 的 结果 。 
在 CT 中， 匹配 滤波 器 的 冲 激 响 应 在 每 个 时 阶 内 是 h(t) 二 p( 一 t)。 由 于 p(t) 是 一 个 矩形 脉 
冲 ， 仅 在 0 附近 、 长 度 为 T/2 的 区 间 上 是 非 零 的 ， 相 应 的 匹配 滤波 器 的 作用 就 是 一 个 窗口 
的 积分 ， 有 时 称 为 矩形 积分 (boxcar integration)。 或 是 说 接收 到 的 信号 通过 一 个 长 度 为 
T/2 的 窗 滑 动 平 均 ， 匹 配 滤波 器 的 输出 在 每 个 时 间 单 位 下 上 采样 。 匹 配 滤波 器 在 这 些 采 样 
时 刻 上 的 输出 积累 了 相应 比特 时 阶 内 的 、 洪 在 的 PAM 信号 的 影响 ， 同 时 对 噪声 进行 了 平 
均 ( 消 除了 部 分 噪声 影响 )， 从 而 相对 直接 采样 ， 提 高 了 接收 信号 的 SNR。 这 里 的 DT 模拟 
器 参照 阔 值 缩放 后 的 大 小 ， 对 匹配 滤波 器 进行 了 缩放 (这 里 采用 缩小 版 本 ) 。 图 13.7 底部 
子 图 的 比较 阅 值 为 0.5 的 水 平 线 处 。 

在 这 个 模拟 中 ， 经 过 解码 的 13 比特 二 进 制 序 列 中 ， 有 2 比特 错误 。 考 虑 到 信号 是 一 
个 长 度 为 50 个 采样 周期 的 脉冲 ， 式 (13. 71) 给 出 了 针对 开关 信号 的 错误 概率 QCV50/(2X3.5)) 
二 0.156， 因 此 13 比特 中 错误 比特 的 期 望 数 是 0.156X13 王 2.03 比特 ， 对 应 的 标准 差 是 
1. 31 比特 ， 这 与 观察 到 的 结果 相符 合 。 

图 13. 8 显示 了 采用 反 相 信号 而 不 是 开关 信号 时 的 相应 结果 。 基 于 图 13.7 中 的 比特 序 
列 ， 图 13. 8 顶部 两 个 子 图 描述 所 传输 的 PAM 波形 的 生成 ， 第 三 个 子 图 显示 了 包含 有 加 性 
噪声 的 接收 信号 。 尽 管 反 相 信和 号 的 两 个 电 平 之 差 是 开关 信和 号 中 的 两 倍 ， 但 是 噪声 仍然 掩盖 
了 潜在 的 信号 。 这 里 同样 不 能 期 望 将 每 个 比特 时 隙 内 的 噪声 信号 的 一 个 采样 与 冰 值 0 进行 
比较 ， 来 得 到 一 个 好 的 检测 结果 。 这 种 直接 方式 的 错误 概率 是 QC(A/o) 二 Q(1/3.5) 二 0. 388， 
13 比特 中 错误 比特 的 期 望 数 是 0.388X13 王 5. 03 比特 ， 对 应 的 标准 差 是 1. 76 比特 。 

反 相信 号 情况 下 的 匹配 滤波 器 的 冲 激 响应 h(t) 等 于 两 个 目标 信号 POR-pOHE. 
这 里 再 次 使 用 匹配 滤波 器 执行 接收 信和 号 在 长 度 T/2 的 区 间 上 的 窗口 积分 。 匹 配 滤波 器 输出 
的 结果 经 过 尺度 变换 后 显示 在 图 13.8 底部 的 子 图 中 。 基 于 该 结果 ， 解 码 后 的 二 进 制 序列 
恰好 没有 错误 比特 。 式 (13.73) 给 出 了 反 相 信号 下 的 错误 概率 QC/50/3.5=0.022), PY 
13 比特 中 的 错误 比特 的 期 望 数 是 0.022X13 王 0.28， 对 应 的 标准 差 是 0. 53 比特 。 
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在 表 13.1 中 总 结 了 这 个 例子 中 的 反 相 信号 和 开关 信号 的 结果 ， 表 中 显示 出 了 使 用 匹 
配 滤波 的 优点 。 < 


表 13.1 计算 例 13. 3 中 PAM 信和 号 的 误 比 特 率 


ET 








0. 443 
0. 388 


13.5 延伸 阅读 


诸如 雷达 的 应 用 催生 了 信号 检测 理论 的 很 多 发 展 ， 这 在 早期 经 典 文献 [Wod] 和 较 近 期 
的 文献 [Rchj 和 [Skoj 中 进行 了 探讨 。 同 样 地 ， 声 呐 和 通信 系统 也 促进 信号 检测 理论 的 发 
展 。 不 过 ， 在 这 些 领域 中 建立 的 信号 检测 的 理论 公式 、 处 理 手 段 和 定义 的 术语 ,已 经 广泛 
地 扩展 到 其 他 领域 中 。 在 第 7 一 12 章 中 ， 从 作为 WSS 过 程 、 功 率 谱 密 度 和 信号 估计 这 几 
个 内 容 的 文献 引用 中 ， 也 可 以 查 到 信和 号 检测 的 内 容 。 主 要 讨论 信号 检测 的 书籍 包括 LHe2] 
[He3]LKay3][LLev] 和 [LMcD]。 对 于 切 比 雪夫 不 等 式 的 令 人 着 迷 的 探究 和 应 用 ， 可 以 参见 
[Ste]. 


习题 

基础 习题 vLnj 是 独立 的 、 零 均值 的 高 斯 随机 变量 ， 

13.1 这 个 问题 参考 了 例 13. 1 所 描述 的 环境 。 方差 为 a。 在 接收 端 采用 如 图 P13.2 所 示 
(a) 证 明 那 个 例子 所 得 结论 ， 在 二 元 假设 中 的 处 理 策略 。 


基于 六 的 两 个 独立 量 测 值 的 平均 来 进 


行 最 人 判决 ， 产 生 的 错误 概率 与 只 采用 L Tr pi E H 
一 个 量 测 信号 值 进行 判决 的 一 样 。 n=0 ‘Hi,’ 
(b) $F XH K 个 独立 量 测 值 情况 ， 其 最 图 P13.2 
佳 判决 准则 是 什么 ， 相 应 的 错误 概率 
是 什么 ? 这 里 的 h[，] 是 LTI 系统 的 单位 采样 响 
13.2 考虑 下 面 的 信号 检测 问题 ， 基 于 二 元 假设 应 ，y 是 一 个 常量 。 假 设 脉冲 sLnj 由 Ln]= 
Ho A H, 的 接收 信号 的 量 测 值 为 26Ln|—d_n—1] 4th. 
Ho : rin]=—s[n]+v[n] 确定 单位 采样 响应 hLnj 和 使 错误 概率 
H, : r[n]= s[n] + vln] 最 小 的 Y 值 。 首 先 分 析 Ho 和 H 是 等 概率 


其 中 ，s[n] 是 一 个 已 知 脉冲 ， 品 声 采 样 值 的 情况 ， 其 次 分 析 Hi 的 概率 是 Ho 的 两 们 


13. 3 


[n] 


h[*], HO) ETE Rael y 


的 情况 。 在 每 种 情况 中 ,计算 相应 的 错误 
概率 ， 请 用 标准 Q(* ) 函 数 的 形式 表示 你 的 
答案 
ie aea 
Q(z) = ii e dz 

图 P13. 1-1 代表 一 个 系统 框图 ， 信 和 号 d 7 
经 过 一 个 噪声 信道 进行 传输 ， 然 后 接收 到 
信号 rin]. 





vin] 


win] 


图 P13. 3-1 


反映 信道 的 冲 激 响应 的 参数 a 是 某 个 
CRM, HRN 0.5。 噪 声 过 程 w[nj 在 
BANARAS. THA o, 的 已 知 的 
高 斯 随机 变量 的 采样 值 ， 并 且 这 些 值 在 不 
同时 刻 是 相互 独立 的 。 换 句 话 说 ，w[Lnj 是 
零 均 值 独 立 同 分布 高 斯 过 程 ， 其 自 相 关 酉 
数 Cwm] =m]. Wars RE 区 四 也 是 
零 均 值 独立 同 分 布 高 斯 过 程 ， 独 立 于 过 程 
w[。]， 并 且 在 每 个 时 刻 的 方差 已 知 ， 即 
Cx Lml=odlm]. 

对 于 任意 时 刻 ， 信 号 可 能 是 0( 假 设 
HH,)， 或 者 是 单位 采样 函数 (假设 H): 

H, : d[n] = 6[n] PLH]=p 

H, : din] = 0 PL Hol = po 
就 下 面 (a) 和 (b) 指 定 的 两 种 情况 ， 你 需要 
对 每 种 情况 设计 一 个 接收 机 ， 将 rLnj 作 为 
输入 ， 并 且 以 最 小 错误 概率 在 Ho 和 H, 之 
间 进 行 判决 。 每 种 情况 中 的 最 佳 接收 机 包 
含 以 下 几 步 ， 如 图 P13. 3-2 所 示 : 对 r[nj] 进 
行 LTI 滤波 (有 可 能 是 非 因 果 ); 然后 在 某 
个 适当 的 时 刻 no 对 滤波 器 输出 gL WEFT 
样 ; 再 基于 采样 值 相对 于 阅 值 y 的 位 置 ， 
判决 支持 假设 Hy 还 是 假设 Hi 。 


Al P13. 3-2 


因此 ， 为 了 详细 说 明 下 面 两 种 情况 中 
每 一 种 的 最 小 错误 概率 接收 机 ， 你 将 需要 
明确 : (iD 滤波 器 冲 激 响 应 AL *] 或 者 系统 
函数 H(z); Gi) 对 滤波 器 输出 gLnj 进 行 采 
样 的 时 刻 no; GID 与 采样 值 进行 比较 的 阅 
(Hy; (iv) 采 样 值 大 于 和 小 于 阅 值 时 的 判决 
结果 分 别 是 什么 。 

(a) IK? =0 和 到 之 0， 确 定 最 小 错误 概 

率 接收 机 。 如 果 信 道 冲 激 响 应 是 变化 
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的 ， 比 如 a 的 幅度 加 倍 ， 那 么 错误 概率 
是 增加 、 减 少 还 是 保持 不 变 ? 如 果 你 认 
为 它 会 变化 ， 那 么 噪声 方差 o 必须 乘 
以 什么 因子 ,才能 将 错误 概率 恢复 到 它 
的 原来 大 小 ? 

Cb) i o >00 和 到 天 0， 确 定 最 小 错误 概 
率 接收 机 。 在 0, 二 1 时 ,请 给 出 错误 概 
率 的 表达 式 ， 将 这 个 错误 概率 写成 
式 (13. 23) 所 定义 的 标准 Q 函数 的 形 
式 。 如 果 信 道 冲 激 响应 是 变化 的 ， 比 
如 a 的 幅度 加 倍 ， 那 么 错误 概率 是 增 
加 、 减 少 还 是 保持 不 变 ? 

在 一 个 特定 的 二 进 制 通信 系统 中 ， 有 人 对 

检测 接收 信号 r[nwj 中 是 否 存 在 已 知 的 脉冲 

s[nj 感 兴趣 。 如 果 存 在 脉冲 ， 接 收 到 的 信 

RE rinJ=sln]+oln]s 如 果 脉 冲 不 存 

在 ， 接 收 到 的 信号 就 是 r[wj 二 vLn]。 因 此 

Ho (脉冲 出 现 ):r[nj]== vin] 
Hi( 脉 冲 不 出 现 ) :r[ 站 一 sLnj 十 vLn] 

以 下 是 对 v[Lnj] 的 了 解 : 

GD tL 是 一 个 WSS 高 斯 随机 过 程 ， 均 值 为 
五 。 等 价 地 ，z[ 站 一 五 是 单位 方差 、 零 均 
值 、 独 立 同 分 布 的 高 斯 噪声 通过 一 个 适当 
的 LTI 成 型 滤波 器 的 结果 ， 滤 波 器 的 单位 
KRM bn], BARMAN Ble). 

Gi) R, (m]—v = E{(uln+m]—d) (on) — 


D}=C,,[m]= = am] +alm— 1 十 


ôlm+1] 

(a) 找 出 产生 上 面 Cw 中 的 5[nj 的 一 种 
选择 。 

b) 假定 5 一 0,， 确定 对 于 zx 站 的 白化 滤波 器 
的 单位 采样 响应 ， 即 确定 如 图 P13. 4-1 所 
ABE hole], 使 得 RLm]j 二 6Lm]。 你 的 
选择 是 唯一 的 吗 ? 

v[n] 


hl] wln] 


图 P13. 4-1 
将 信号 r[nj 按 照 图 P13. 4-2 所 示 的 那 
样 进行 处 理 。 以 下 是 对 [wj 和 用 nj 的 了 解 
(iD s[n]=6[Ln] 
Gi) 5 h?[n] = 1 


一 一 co 


SNS 


P13. 4-2 


(c) 假定 =0， 在 给 定 虚 警 概率 的 情况 下 ， 
确定 h[nj 的 一 种 选择 和 相应 的 阐 值 y， 
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使 得 系统 检测 概率 最 大 ， 并 说 明 你 的 选 
择 是 否 唯一 。 

(d) 现在 假定 zi1， 计 算出 两 种 假设 Ho 和 
Hi 下 LTI 滤波 器 的 输出 和 gLnj 的 
均值 。 

(e) 对 于 05=1 情况 ， 重 复 (c)。 

13.5 考虑 一 个 DT 的 通信 系统 ， 在 该 系统 中 ， 
两 个 确定 信号 中 的 一 个 经 过 一 个 噪声 信道 
进行 传送 ， 接 收 信号 rin] PARAM: 

rin] = S:[n] + wln], i=1R =2 

过 程 mers > ge HY 


fine, HHA o, => 。 两 个 脉冲 信和 号 
si[n] A ada A EA 1/2。 这 两 
个 脉冲 具有 以 下 性 质 : 


> Piali 


让 一 一 co n=—co 


5 sı [n]sz:[n] = 


站 一 一 co 


PERE se AE dele YF 如 
图 P13. 5 中 所 示 。 


„o ”检测 装置 


rin psa fA Aa 


检测 方案 1 
n=0 ”检测 装置 
rin] hy LA] 


el ey i=l Ht ‘i=2’ 
= Nero by k]-s,{-h] 


检测 方案 2 
图 P13.5 


(a) 在 同一 张 图 上 画 出 采用 检测 方案 1 时 ， 
在 条 件 i=1 下 G 的 PDF， 在 条 件 i 王 2 
F G: 的 PDF。 在 第 二 张 图 上 画 出 采用 
检测 方案 2 时 ， 在 条 件 I=L F G 的 
PDF， 在 条 件 i=2 F G 的 PDF。 在 图 
P13. 5 所 示 的 方案 1 P, G WY fe A 
fi A. He #, G, WY M A BM A A. 比 
较 ， 即 


Cb) 确定 Ar 的 值 使 得 错误 概率 最 小 ; 确定 
Ao 的 值 使 得 错误 概率 最 小 。 
Co) 选择 以 下 正确 的 论述 ， 并 清晰 简要 地 解 
释 你 的 理由 。 
Gi) 检测 方案 1 获得 的 错误 概率 比 检测 
方案 2 低 ; 
GD 检测 方案 2 获得 的 错误 概率 比 检测 


方案 1 低 ; 
Gii) 检测 方案 1 和 检测 方案 2 获得 相同 
的 错误 概率 。 
13.6 图 P13.6 所 示 的 通信 系统 中 的 传输 信号 是 
sin] = Ap[n] 
win] cln] 
s[n]=4p[n] +) rln] (x) 
图 P13.6 


其 中 ,A 一 0 的 概率 为 二 ，A 一 1 的 概率 为 
三 。 因 此 二 元 假设 为 
Ayr ASO 


Hi : A = 1 
脉冲 pLnj 具 有 单位 能 量 ， 即 


È rbl- 


由 信道 引入 的 噪声 w[ 四 是 零 均值 、 独 
立 同 分 布 的 高 斯 噪声 ,方差 为 ao， 与 传输 
信和 号 相互 独立 。 

接收 到 的 信号 rin Le 

rin] = Ap[n] + win] 

图 P13. 6 中 对 接收 信号 进行 处 理 的 系 
统称 为 相关 接收 器 ， 经 常用 于 雷达 和 通信 
系统 中 。 脉 冲 cLnj] 是 能 量 有 限 脉冲 ,在 (c) 
中 考虑 它 如 何 选 择 。 由 表示 的 模块 使 计 
算数 据 量 RR 定义 为 


R= 5 rLnlc[n] 


mW 一 一 co 


检测 器 将 对 随机 变量 R TB A 
HE,’ 
Ri ZA 
2 

(a) 根据 pnl cial f, KHE Ho A 
Hi 假设 下 R 的 均值 。 

b) 根据 pLnj、cLn]、o*， 来 确定 Ho Al 
H, 假设 下 R 的 方差 。 

(c) 假设 指定 cL[nj 的 能 量 为 某 个 数值 K。 确 
定 cLnj] 的 选择 ,使 得 下 列表 达 式 最 
大 化 。 

CELER | Ho] — ELR |H: D? 

(d) 根据 在 (c) 中 对 cln KER. rE 
选择 的 cLz]， 一 定 会 使 错误 概率 最 小 
吗 ? 重新 给 出 错误 概率 表达 式 : 
错误 概率 = PCH)’, H) + PCH,’ Ao) 
如 果 你 的 答案 是 肯定 的 ， 请 给 出 说 明 ， 
并 根据 指定 的 参数 确定 1。 


高 级 习题 

13.7 考虑 如 图 P13. 7-1 所 示 的 通信 系统 ， 等 概 
率 地 取 值 0 或 1 的 二 进 制 消 息 m， 经 过 编 
码 形成 DT 波形 sain], RE 

solnJ=0, 对 于 全 部 的 7 
sıla]= Ve~ a si [n]a 和 si[n] = 0, 其 他 

其 中 ， 一 VE 委 a 委 V&， 具 体 如 图 P13. 7-2 所 
示 。 这 里 的 e 表示 信 号 si [nj 的 能 量 。 


vin] 


oim oO a 


Al P13. 7-1 


soln] si[n] 
| Ve-a 
a 
i i IA 


图 P13. 7-2 


接收 机 观测 信号 
rin] = sm [n] + vLn] 
Ep, [n] ERSE, WSS 有 色 的 高 斯 
噪声 过 程 ， 它 和 信息 mHE, FAK K 
数 为 
R,[k]= EColn+ kjvLn]) 


a, k=0 
= fn 
0, 


k=+1 
其 他 

你 可 以 将 有 色 高 斯 过 程 考虑 成 一 个 独 
立 同 分 布 高 斯 过 程 的 LTI 滤波 结果 。 在 这 
个 问题 中 ， 你 将 需要 用 到 这 样 一 个 事实 ， 
高 斯 过 程 采 样 的 每 个 线性 组 合 产生 一 个 高 
斯 随机 变量 。 

假设 接收 机 按照 如 图 `*P13.7-3 所 示 的 
形式 来 构建 。 在 这 里 LTI 滤波 器 的 冲 激 响 
应 ji 四 一 % [1 一 四。 滤波 器 的 输出 yLnj 在 
v=1 时 刻 进行 采样 ， 所 产生 的 Y= 二 yL1j 采 
用 如 下 判决 准则 进行 判决 。 


m=1 


LTI | xin] Y | 判决 天 
AE 


Al P13. 7-3 


如 果 v[Lnj 一 直 是 白 高 斯 噪声 ， 这 将 会 
是 最 小 错误 概率 的 最 佳 滤波 器 结构 。 虽 然 
这 种 结构 对 于 有 色 噪 声 v[nj 不 一 定 是 最 佳 
的 ， 但 是 需要 尽量 做 到 最 好 。 


rin] 
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(a) E m=1 的 条 件 下 ， RY 的 均值 和 方差 
E(Y |m=1)#l var(Y|m=1),. YW 
m 二 1 为 条 件 的 概率 密度 函数 是 什么 ? 
Cb) 对 于 和 (a) 中 一 样 的 问题 ,现在 对 于 
7 一 0 的 情况 陈述 (但 没 必 要 推导 ?相应 
WER 
(c) 此 结构 中 的 y 为 何 值 时 ， 错 误 概 率 忆 .一 
P, RAMi 简要 证 明 你 的 答案 。 
(d) 当 采 用 最 佳 的 y 值 时 ， 求 解 图 P13. 7-3 
中 接收 机 的 错误 概率 。 根据 Q 函数 写 
出 你 的 结果 。 
co tn 
Q(x) =): Sri 
如 果 已 经 正确 处 理 这 部 分 ， 应 该 
发 现 你 会 得 到 相同 的 错误 概率 P.， 无 
论 4 二 0、VE 或 一 Ve。 然而， 在 被 允许 
的 范围 内 ， 存 在 一 种 a 的 选择 ， 能 产生 
更 小 的 P.。 请 找 出 的 最 优 解 。 
Ce) 确定 h[Lnj 取 代 先 前 指定 的 hLn]， 以 及 
相关 的 Y， 使 得 这 个 有 色 品 声 问题 的 错 
误 概率 真正 达到 最 小 ， 然 后 再 次 利用 Q 
函数 来 表达 推导 出 来 的 错误 概率 。 
图 13. 8-1 显示 了 一 个 通信 系统 的 基带 模型 ， 
该 系统 用 于 在 线 的 信号 放大 。 为 了 简化 ， 
只 考虑 信号 比特 的 传输 。 








图 P13. 8-1 

在 图 13. 8-1 中 ， 

G) m 是 取 值 为 0 和 1 的 、 等 概率 出 现 的 二 
进 制 符号 。 


GD sw (四 是 用 于 传递 信息 m 的 发 射 机 波形 ， 
分 别 与 信息 m=0 AM m=1 相关 的 波形 
So (t) All s Gi) BARTER P13. 8-2 中 。 


So (t) si (0 
pi2 
203aT 
t 2 t 
O TR 
=P"? 


图 P13. 8-2 


GID 放大 器 的 输出 y(t) 由 下 式 给 出 : 
yA) = VGs m (t) + v(t) 
Hp, G>1 是 放大 器 的 功率 增益 ， 


323 


324 信号、 系统 及 推理 


v( 四 是 由 放大 器 引入 的 噪声 。 与 信息 
m 统计 独立 的 v(t) 是 零 均值 的 、 白 的 
高 斯 噪声 过 程 ， 并 且 它 的 PSD 为 
Sw Go) = Nz oi Mt ct BA Ie RE PS HE 
质 ， 通 过 一 个 LTI 系统 滤波 器 产生 的 
一 个 任何 时 刻 的 值 都 是 一 个 高 斯 随机 
变量 过 程 。 

Gv) w() 是 零 均值 的 、 白 的 高 斯 噪声 过 程 ， 
由 接收 机 电子 设备 产生 。 它 与 信息 m 
和 放大 器 的 噪声 过 程 v(*) 统 计 独 立 。 
w(t) H PSD 为 Sw (jw) =Nu o 

Cv) 接收 机 正如 图 P13. 8-3 清晰 显示 的 那 
样 ， 对 接收 的 波形 7(t) =y( + wlt), 
经 过 滤波 和 采样 ， 以 获得 随机 变量 Z= 
x(T)。 接 收 机 的 输出 是 基于 2 的 值 来 
判决 是 哪个 信息 被 发 送 ， 得 到 的 判决 
输出 为 六 一 0 或 1。 


pe O Z | 判断 
A i 


Bl P13. 8-3 


Cvi) 接收 机 滤波 器 的 冲 激 响应 为 
[AOL 要 了 
lo, 其 他 

如 图 P13. 8-4 Bras. 


hw 


A(t) = 


图 P13. 8-4 


(a) MEER m=0 Al m=1F, Z 
的 条 件 概率 密度 fzim (z | 0) 和 
funaki D 

(b) 确定 判决 从 =0 RA=1 的 最 小 错 
误 概 率 的 判决 准则 。 推 导出 你 的 
判决 准则 中 对 Z 进行 检测 的 阔 值 。 


13.9 由 一 特定 的 发 射 机 发 射 的 DT 信号 为 x[n] 


0， 或 者 a[n]=én]+é6[n—-1], 并 且 这 两 个 
概率 是 等 可 能 的 。 发 送信 号 经 过 一 个 冲 激 响 
应 是 c[n]j]= 二 6[nj 十 0. 26[n 一 1] 的 LTI 信道 。 
接收 到 的 信号 yLnj 由 下 列表 达 式 给 出 : 
yln] = cln] * x[n]+ vLn] 

HEH, i=0 R i=l, oin ERE WSS 
有 色 噪 声 过 程 ， 自 相关 函数 是 

Ruim]. = (05) 
接收 到 的 信号 yLnj 根 据 最 小 错误 概率 准则 
进行 处 理 ， 判 决 是 zoLnj 还 是 zi[Lnj 信 号 被 
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(a) 计算 并 画 出 cLnj] * ziLnj] 的 示意 图 。 

(Cb) 噪声 过 程 vinj] 的 PSD S,, (e?) 是 什么 ? 

(c) 假设 这 里 首先 将 y[Lnj 传 给 一 个 LTI M 
滤波 器 滤波 ， 通 过 对 滤波 器 冲 激 响应 
$[nj 的 选取 来 使 得 预 滤波 器 的 输出 
ylnl=din]* vin], ERY REDE” 
成 为 一 个 WSS ARENE., AHA 
数 为 R, [mj 三 6Lm]。 找 出 符合 这 些 
条 件 的 因果 冲 激 响应 $[nj。 

(d) 依据 在 (c) 中 得 到 的 [xn]， 如 果 发 送 的 
是 zi[nj 信 和 号， Bl zi ln] =¢L[n] * 
cLnjx*xziLn]， 计算 并 画 出 预 滤波 器 输 
出 中 的 信和 号 分 量 。 

(e) 为 了 根据 最 小 错误 概率 来 判决 发 送 的 是 

soln] EE zi[n]， 需 要 能 观察 到 预 滤 

波 的 输出 信号 ys[nj 二 8[Lnj] « yin] 

小 间隔 是 什么 ? 

假设 现在 允许 通过 一 个 LTI 滤波 器 对 

ys[nj 进 行 处 理 ， 并 且 可 以 依据 滤波 器 

在 某 个 时 刻 的 输出 ein], Hinze n=0 

时 刻 ， 与 某 个 阔 值 相关 来 做 出 你 的 假 

设 选 择 。 什 么 样 的 滤波 器 选择 能 使 得 

sgL0] 中 的 SNR 最 大 ? 如 果 没 有 进行 预 

滤波 ， 而 是 直接 对 yLnj] 进 行 滤波 来 产 

生 输 出 g[w]， 那么 是 否 存在 一 种 改善 

g[0j 中 SNR 的 滤波 器 选择 ? 是 否 存在 

SNR 最 大 化 的 滤波 器 阔 值 ， 使 错误 概 

率 最 小 ? 如 果 是 , me Bw ee 

什么 ? 

两 个 等 可 能 的 符号 A 和 B 中 的 一 个 经 过 品 

声 信道 进行 发 送 。 符 号 A 代表 发 送 一 个 脉 

冲 p(t)， 它 的 仁 里 叶 变 换 为 P(jw)， 如 图 

P13. 10-la 所 示 。 


a 


VY 


1L- )， » 10° 
Pon ={{ ie 18) |ø] < 2x» 10 
0, | w| > 2r + 10° 
P (ja) 
1 
-2r + 10° 0 2n- 10° a 
a) 
Sn (joo) 
10-4 
-2r + 104 0 2n + 104 @ 
b) 
图 P13. 10-1 


符号 B 代表 不 发 送 脉冲 (也 就 是 发 射 
一 个 “ 零 ”)。 信 道上 的 噪声 n) EFE 
的 、 带 宽 受 限 的 WSS 高 斯 过 程 ， 其 PSD 
为 Sm (jw)， 如 图 P13. 10-lb 所 示 。 在 这 
里 ， 高 斯 过 程 存在 一 个 有 趣 的 性 质 : 一 个 
高 斯 过 程 通过 LTI 滤波 所 产生 的 一 个 输出 
过 程 ， 在 任何 时 刻 都 是 高 斯 的 。 

如 果 符 号 A 被 发 送 ， 接 收 到 的 信号 是 
r(t) = 二 p(t) 十 n(t)。 如 果 符 号 B 被 发 送 ， 
接收 到 的 信和 号 是 r(2) =n), ATARE 
A 还 是 B 被 发 送 的 判决 系统 如 图 P13. 10-2 
所 示 。 


t=0 
rO fpct 如 果 g(0) >y, HHA 
g(0) | 如 果 g (0) <y, 判 为 'B 
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图 P13.10-2 


冲 激 响 应 为 h(*) 的 LTI 滤波 器 是 一 个 
理想 低 通 滤波 器 ， 频 率 响应 如 图 P13. 10-3 
中 所 示 。 


H(jw) 






K 0<|a,|<2n * 104 


图 P13. 10-3 


对 冲 激 响应 h(t) 进 行 缩放 ， 使 其 具有 
单位 能 量 ， 即 | eod ah, 


(a) 确定 pCO). 
Cb) 确定 噪声 nC) WIT 2. 


(© 为 了 保证 | Od = 1, MEKA 


wo 之 间 的 关系 ; 
Cd) 假设 | oo | 二 2x， 10° 滤波 器 的 输出 可 
以 被 表示 为 
g(t) = pit) +m, (t) 
其 中 ，P (CD 一 加) «hE g(2) 的 信 
号 分 量 , Tim O=nd) «he g(2) 
的 噪声 分 量 。 请 确定 噪声 分 量 m O 
HE. 
Ce) (RB | w,|<2x-10', WE w My 
值 ， 使 得 错误 概率 最 小 。 
考虑 有 一 个 (无 记忆 的 ) 通 信人 信道， 在 7 时 
刻 的 输入 是 随机 变量 Xi ， 输 出 是 随机 变 
量 Y;， 关 联 关系 由 下 列表 达 式 给 出 : 
Y=GX;, 1Kj<4 
其 中 ,增益 G 是 独立 同 分 布 的 、 均 值 为 0 
和 方差 为 2 的 高 斯 随机 变量 ， 所 以 G; 服 
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ANO, EWH. IMEE W, 表示 信 
道 噪声 ， 假 定 它 也 是 独立 同 分 布 的 高 斯 品 
声 ， 服从 N(0， oy ) 分 布 ， 并 且 独 立 于 Gro 
这 种 情形 如 图 P13. 11 所 示 。 


图 P13.11 


现在 希望 通过 这 个 信道 发 送 一 个 二 元 
随机 变量 互 = 二 {0，1) ,采样 下 面 的 方案 ， 
@ 给 定 H=0, 选择 输入 序列 为 (Xi， X25 

X;, X=, 1, 0, 0); 
e 给 定 H=1, oe PE a A PA CX Xz; 
Xe XD = 00s. 05 15.1). 

假设 两 种 可 能 的 选择 的 先 验 概率 
分 别 为 P(H6o)==po，P(H1)==p1 二 1 一 po。 
基于 对 信道 输出 的 观测 值 Y;，1<j4， 
需要 对 二 元 随机 变量 瓦 中 哪 一 个 值 被 发 
送 做 出 判决 。 

(a) 解释 为 什么 在 H=0 R H=1 的 每 个 
假设 下 ， 随 机 变量 Y;, 1<j<4 分 别 
是 高 斯 的 ， 并 且 相 互 独 立 ? 确定 这 些 
给 定 条 件 下 ， 每 一 个 假设 情况 的 高 斯 
输出 随机 变量 的 均值 和 方差 。 

(b) 你 的 朋友 建议 把 接收 到 的 信道 输出 序 
列 通过 一 个 LTI 滤 波 器 滤波 ， 该 滤波 
器 的 单位 采样 响应 与 两 个 已 知 信号 的 
差 相 匹配 ， 于 是 比较 匹配 滤波 器 在 某 
个 适当 的 时 刻 的 输出 与 被 选择 好 的 阔 
值 。 你 认为 这 值得 去 尝试 一 下 ， 虽 然 
考虑 到 根据 朋友 的 建议 能 获得 的 最 佳 
判决 ， 与 这 里 讨论 的 情形 不 太一 样 
(因为 在 这 里 ， 信 道 的 增益 在 时 间 上 
是 随机 变化 的 )。 因 此 ， 你 尝试 使 用 
如 下 随机 变量 的 量 测 值 在 假设 之 间 做 
出 判决 。 

Dæ Yi tY Ya- Y, 
确定 这 个 随机 变量 分 别 在 H = 0 

和 互 王 1 下 的 分 布 如 何 ? 这 有 没有 告诉 

你 ， 为 什么 观察 量 DD 的 量 测 值 将 不 会 

有 助 于 区 分 H 的 两 种 概率 呢 ? 说 明理 

由 。 所 以 ， 现 在 是 时 候 回 到 基础 问题 

的 分 析 了 ! 

(c) 确定 下 列 PDF 

Frey Yg Yg Ya | ON 9 V2 9 V3 9 | 0) 

和 

Fey Ya YY, | On ryz ya 7A | LD 
Cd) 求解 似 然 比 
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ACM Y2 9.¥3 94) 
“Fee, |a 92 Y3 94 | 1) 

fv tY | 1 (on +92 993 sYa |0) 
和 对 数 似 然 比 INA Cys yz» yss ya) 
确定 使 用 随机 变量 Y;，1 二 ;4 的 量 
测 值 y;， 按 照 最 小 错误 概率 判断 被 发 
送 的 二 元 随机 量 态 是 0 还 是 1( 分 别 用 
A=0 MA=1 表示 这 个 判决 结果 )。 
在 你 写 的 判决 准则 的 方式 中 ， 要 弄 清 
楚 的 是 ， 它 只 需要 数据 量 9= yi 十 x 
和 一 兴 十 兴 ， 而 不 是 各 个 输出 的 量 
测 值 。 

可 以 证 明 的 是 ,在 条 件 H=0 下 
的 数据 量 








(e 


VY 


Q=Yi +Y} 
是 一 个 均值 为 pa, =2 C0 tow) HY. AR 
从 指数 分 布 的 随机 变量 ， 它 的 条 件 
PDF 是 
fain(q\0) = exp(—-L), gq>0 
Foo Ha 
并 且 对 于 g 二 0, 它 等 于 0。 同 样 地 ， 
仍然 是 在 条 件 H=0 下， 数据 量 
R=Y; +Y; 
是 服从 指数 分 布 的 ， 其 均值 为 pn = 
20;,， 并 且 独 立 于 Q. 
从 概率 课程 中 ， 你 可 以 回想 起 ， 
对 于 这 种 独立 的 (有 条 件 地 ) 指 数 随机 
变量 ， 在 条 件 H=0F, R 大 于 Q 的 
概率 由 下 式 给 出 : 
HRo 
P(R>Q|H =0) = Ce arcs 
在 条 件 H=1 下 ， 其 结果 正好 相 
反 ， 即 Q@ 和 R 还 是 独立 地 服从 指数 分 
Hi, 但 是 Q 的 条 件 均值 是 yo = 20%， 
及 的 条 件 均值 是 wm 三 2(o toy), A 
ee = Ha 
PQ > RE k Par + pna 
在 两 种 假设 是 等 可 能 的 情况 中 ， 即 
加 一 加 一 0.5， 使 用 这 里 给 出 的 各 种 事 
实 ， 推 导出 下 面 各 式 ( 使 用 这 个 问题 中 
给 出 的 参数 来 描述 ) 。 
(i) 条 件 概 率 PCA=1| H=0) 
和 P(A=0| H=1) 
GD 错误 概率 P.o 
在 通信 信道 的 接收 端 ， 接 收 到 两 个 不 同时 
刻 的 量 测 值 R 和 R: 。 在 假设 H F, B 
“只 有 了 噪声 出 现在 接收 端 >，R 和 R 的 
值 为 


d 


w 
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其 中 ， 噪 声 采 样 值 X 和 X 的 均值 为 0， 
方差 为 a 。 不 过 它们 并 不 是 相互 独立 的 ， 
其 分 布 由 下 列 二 元 高 斯 概率 密度 函数 
决定 : 

xx (21 +22 | Ho) 





7 1 xi — prix, + x 
tat | 20 — po | 
可 以 证 明 数 据 量 o 是 X MX. 的 相关 
在 假设 Hy 下 ， 即 “信号 和 噪声 都 出 
现 ”， 接 收 到 的 信号 样本 为 
Ri = sı +X; 
Rz = sz + X2 
其 中 ，s, 和 ss 是 信号 的 采样 值 (假设 它们 
是 已 知 的 某 个 常量 ) 。 
Ho 和 互 ; 这 两 个 假设 的 先 验 概率 是 
po = PCH), pi =P), pta=1 
假定 接收 机 可 实现 最 小 错误 概率 的 
MAP 判决 准则 ， 对 于 每 对 采样 对 (nn， 
rn) 3 PCH [ns WISP |n» r) 
时 ， 就 判断 信号 出 现 ， 即 声明 为 假设 
‘Hi”， 对 于 其 他 和 情况， 就 判断 为 无 信号 
出 现 。 
(a) 证 明 判 决 准则 的 形式 为 
H 
kurit ka = Y 
‘H , 


并 推导 Y、k Mk 的 表达 式 。 当 po 
在 0 和 1 之 间 变 化 时 ， 描 述 判 决 结果 
是 怎样 变化 的 。 

b 在 二 元 高 斯 的 情况 下 ， 此 时 po 一 0， 接 
收 信号 中 对 应 的 随机 变量 不 仅 是 不 相 
关 的 ， 而 且 还 是 独立 的 。 对 于 这 种 情 
况 ，(a) 中 的 解法 应 该 可 以 简化 ， 变 成 
本 章 最 小 错误 概率 检测 中 所 建立 的 匹 
配 滤波 器 方法 。 

这 个 问题 涉及 拉 普 拉 斯 分 布 ， 其 PDF 定 

义 为 

ifn 


其 中 ，X 是 随机 变量 ，a 是 与 随机 表 里 X 
的 方差 o? 相关 的 参数 (实际 上 ，a= 二 V2/0)， 
m 是 X 的 均值 。 拉 普 拉 斯 分 布 的 PDF 常 
用 于 语音 和 图 像 的 模型 中 。 
已 知 接收 信号 RLnj 由 下 列 等 可 能 的 

两 种 模型 的 一 种 给 出 。 

Ho: Rn] = W[n] 

H,: Rn] = s[n] + WLna] 
这 里 ， 每 个 W[nj 都 是 拉 普 拉 斯 分 布 的 随 
机 变量 ， 在 每 个 时 刻 n， 其 值 由 零 均 值 
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(m 三 0) 的 拉 普 拉 斯 分 布 的 PDF 决定 。 所 
有 的 WLnj] 都 是 独立 的 ， 信 号 sLnj 是 确定 
的 并 且 已 知 。 

(a) 只 给 出 R[1] 的 量 测 值 rC], 说 明 在 
Hs 和 H, 之 间 ， 如 何 进行 最 小 错误 概 
率 判 决 ， 并 计算 此 概率 。 

(b) 确定 在 给 定 的 Hl 下 ，R[1]，R[L2]，…， 
R[L] 的 联合 PDF， 即 确定 

fa|m [1],rL2], ,LL] | Ai) 

(c) 基于 给 定 R[n], n=]; 2, s L 的 
量 测 值 ， 确 定 根 据 最 小 错误 概率 在 Ho 
和 H, 之 间 进 行 判决 的 判决 准则 。 对 
+ Le 的 情况 ， 尝试 在 (r[1]， r[2]) 
的 平面 上 勾勒 出 与 “Ho? 和 “HH” 相关 
联 的 判决 域 ,用 几何 示意 图 来 解释 你 
的 答案 。 

这 里 将 要 进行 测量 的 信号 Xin], n=1, 

2，3，…， 工 ， 是 根据 下 面 二 元 假设 中 的 

一 个 来 产生 的 : 

H,: X[n] = W[n] 

对 应 的 先 验 概率 PCH) = po 
Hr X[n] = Vin] 

对 应 的 先 验 概率 PCH.) = pi = 1— po 
其 中 , Win] te E A HT Al BB Se & E AY Oh 
立 同 分 布 高 斯 过 程 ， 其 方差 ce 为 一 已 知 的 
常数 。 每 个 时 刻 上 的 采样 值 由 下 列 概率 密 
度 函 数 决定 


fw Cw) = 





1 _ wt 

Og | A 

并 且 ， 不 同时 刻 的 WW[nj 相 互 独立 。 类 似 

地 ，V[nj 是 零 均 值 高 斯 过 程 ， 在 不 同时 刻 

的 取 值 相互 独立 ,但 是 其 方差 按照 一 种 已 

知 的 方式 随时 间 变 化 ， 所 以 方差 在 时 刻 n 

处 的 值 为 a*。 可 以 发 现 ， 如 果 使 用 定义 为 

下 列表 达 式 的 单位 采样 响应 ， 从 理论 上 ， 

将 有 助 于 来 解决 这 个 问题 。 

nln = (3-3) 

注意 ，h[n] 对 于 某 个 n 可 能 是 正 数 ， 但 对 

于 其 他 的 n， 它 也 可 能 是 负数 或 零 ， 分 别 

对 应 6,<o,, 6, 之 o, Ko,=o, 的 情况 。 

(a) 假设 只 有 一 个 在 n= 二 1 上 的 量 测 值 ， 
X[]]=z[1]。 证 明 在 这 个 量 测 值 下 ， 
在 H。 和 Hi 之 间 用 最 小 错误 概率 进 
行 选择 ， 其 判决 准则 采样 形式 为 

“Ho ’ 

All] enD = y 

"Fe » 
对 于 某 个 适当 选择 的 门限 yx。 同 时 基 
于 这 个 问题 描述 的 参数 ， 给 出 y 的 表 
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达 式 。 

(b) 根据 (a) 中 的 结果 ， 现 假设 h[1]>0, 
画 出 并 标明 这 两 个 条 件 密度 函数 
fixe) n(x | Ho) 和 fxajin Cx | H,). 
它们 是 在 两 种 假设 中 的 一 个 为 条 件 
下 ， 控制 了 X[1j 的 取 值 分 布 。 

假设 二 元 假设 是 等 可 能 性 的 ， 也 
就 是 如 三 加 。 在 水 平 轴 ( 即 二 轴 ) 上 标 
出 点 士 VY/hL1]， 并 用 阴影 标 出 产生 
条 件 概率 PCH?) | Ho 的 全 部 区 域 ， 
可 能 是 一 个 区 域 或 几 个 区 域 ， 并 将 这 





个 条 件 概 率 写成 Q 函数 的 形式 : 
ee ate 7) 
Qa) = ae, e? du 


(c 


VY 


与 (b) 中 情形 一 样 ， 但 是 假设 不 再 限定 
为 等 可 能 性 的 先 验 概率 。 请 指定 po 的 
取 值 范围 ， 使 得 在 该 范围 内 无 论 是 什 
AFER Hw oll], RA RE 
“H a 
(d) 现在 假设 在 n=1, 2, =, 工 处 都 有 量 
测 值 ， 即 已 知 XLI] 王 zx[1]，XL2] 一 
a[2], «+, XLLJ=z LL). Rew) AR 
概率 的 判决 准则 ， 用 一 种 包含 (a) 中 结 
果 的 通用 形式 来 表达 。 
(e) 假设 实际 上 
Vin] = S[n] + W[n] 
其 中 ，S[ 站 是 零 均值 独立 同 分 布 高 斯 
过 程 ， 独 立 于 WL，]， 并 且 方 差 为 a» 
RUA È =a, togo WE, Cd) PHAR 
准则 可 以 写成 下 列 数 据 量 与 一 个 固定 
阔 值 相 比 较 的 形式 。 
L 
S a[n] $,(aln]) 


n=1 


其 中 ，$,(X[nj]) 表 示 在 假设 H, 情 
况 下 ， 基 于 量 测 值 XL[Lnj 对 SLnj 的 
LMMSE 估计 值 。 判 决 准则 的 这 种 
形式 与 在 确定 信号 情况 下 的 判决 准 
则 相似 ， 所 得 到 的 结果 可 参见 式 
CTS. TS Me 


扩展 习题 


13. 15 


使 用 一 个 合适 的 计算 包 ， 编 写 一 个 程序 来 
产生 信号 rLn]， 其 通过 以 概率 p 和 1 一 p 
随机 地 选择 两 个 给 定 的 信号 si [nj 和 ss[nj 
中 的 一 个 ， 然 后 加 上 一 个 指定 方差 的 、 零 
均值 独立 同 分 布 的 高 斯 噪声 来 得 到 。 你 给 
定 的 信号 应 该 是 一 个 能 量 可 比 的 ， 尽 管 能 
量 不 一 定 相 同 。 现 在 再 编写 一 个 程序 ， 执 
行 对 于 r[nj 的 判决 ， 通 过 将 它 与 一 个 指定 
的 信号 dLnj 相 关 ， 也 就 说 ， 通 过 计算 g= 
2>r[njd[Ln]， 将 这 个 结果 与 一 个 指定 的 阐 
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(ir 比较 ， 当 7 二 1 时 ， BHAT’, AM 
声明 为 “560，。 多 次 执行 检测 (比如 10000 
次 )， 以 便 对 有 关 的 检测 概率 、 虚 警 概率 
和 错误 概率 进行 经 验 统计 ， 从 而 确定 这 些 
概率 ， 并 与 它们 的 理论 值 相 比较 。 

Ca) 分 别 画 出 下 列 两 种 情况 对 应 的 si [zj 和 
ss[n] 图 形 ， 以 及 典型 的 rLnj 图 形 。 

Gi) 被 噪声 干扰 的 si Ce MLA 
GD 被 噪声 干扰 的 so [站 的 版 本 。 

Cb) 4 p=0.5 时 ， 用 d[z] 和 针对 最 小 错 

误 概率 检测 而 适当 选择 的 上 t， 重 复 运 

行 你 的 程序 。 确 定 Pos Pra 和 Pero AI 

经 验 统计 值 ， 并 将 它们 与 理论 值 进 行 

比较 。 选 择 不 同 的 噪声 方差 ， 重 复 上 

述 问题 。 

保持 d[nj 和 pp 与 (b) 中 一 样 ， 并 固定 

一 个 噪声 方差 。 不 过 在 这 里 ,i 的 取 值 

是 从 某 个 负数 到 某 个 正 数 ， 运 行 你 的 

程序 。 画 出 当 你 改变 上 时 经 验 值 Po 的 

图 形 ， 它 是 关于 所 获得 的 Prs 的 经 验 

值 的 一 个 函数 。 这 就 是 经 验 的 “接收 

机 操作 特性 ”， 或 者 称 为 ROC 曲线 。 

最 后 ， 画 出 以 上 为 自 变量 的 函数 eror 

的 经 验 值 曲 线 ， 并 且 检 查 在 (b) 中 上 的 

选择 ， 是 否 确实 能 够 给 出 最 小 错误 概 

率 的 那个 (需要 记 住 ,经 验 结果 可 能 会 

具有 多 样 性 ， 并 且 可 能 不 会 与 理论 值 

有 精确 的 关系 )。 对 于 将 噪声 方差 改 成 

其 他 某 个 值 后 的 结果 ， 仿 真 分 析 这 个 

结果 造成 什么 样 的 影响 ? 

(d) 再 返回 到 (b)， 但 是 现在 假设 p 是 变 
化 的 ， 并 且 对 于 每 个 p 你 选择 了 最 小 
错误 概率 的 最 佳 的 上 (你 自己 应 该 确 
信 ， 最 佳 的 d[nj 仍 然 与 以 前 一 样 )。 
画 出 当 p 变化 时 经 验 值 Po 的 数据 曲 
线 ， 它 是 关于 所 获得 的 Par 的 经 验 值 
(用 最 佳 的 2 的 一 个 函数 。 你 期 望 这 
种 情况 下 的 理想 ROC( 相 对 于 经 验 值 
而 言 ) 与 (c) 中 所 定义 的 理想 ROC 有 什 
么 不 同 吗 ? 说 明理 由 。 


Ce 


v 


13.16 ”考虑 一 项 检测 任务 ， 具体 检测 是 否 在 一 系 


列 噪声 量 测 值 X[1]， X[2]， =o 2 XLL] 中 
有 一 个 已 知 的 、 有 限 长 度 的 信号 。 在 这 
E, 还 是 表征 为 在 二 元 假设 之 间 进 行 
选择 。 

H, : X[n] = Win], Se a 
H, : X[n] = s[n] + Win], l<n<L 
HS Wn] eS LE, 
代表 噪声 ， 其 方差 为 于 ， 并 且 在 不 同时 
刻 ，W[.] 是 相互 独立 的 。 信 号 sLnj] 是 确 
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定 的 ， 并 且 已 知 。 假 设 H M H 的 先 验 

概率 分 别 表示 为 Pos Pi=1— poo 

(a) 使 用 一 个 合适 的 计算 包 ， 编写 一 个 程 
序 ， 生 成 上 面 一 种 假设 下 的 Xin), E 


R a=, L=5000, =l, A 


sln]=0. 5cos(x(n— A)/2) 

Hp, a 可 以 被 设置 为 0、1、2、3， 

但 是 对 于 接收 机 而 言 ， 它 是 未 知 的 。 

运行 (a) 中 的 程序 ， 画 出 作为 结果 的 量 

测 值 。 只 通过 观察 该 图 形 ， 你 能 判断 

出 哪 种 假设 ( 即 包含 了 还 是 没有 包含 

信号) 是 合适 的 吗 ? 如 果 可 以 ， 你 能 够 

确定 A 的 可 能 取 值 吗 ? 

利用 (b) 中 所 生成 的 数据 ， 实 现 最 小 错 

误 概 率 判 决 准则 ， 以 选择 一 个 合适 的 

假设 (包含 了 还 是 没有 包含 信号 ) 。 在 

这 里 存在 一 个 复杂 之 处 : 因为 信号 中 

A 的 不 确定 性 ， 造 成 ;[nj 不 是 完全 确 

定 。 不 过 可 以 做 一 件 合理 的 事情 ， 那 

就 是 使 用 你 的 判决 准则 对 四 个 被 选 信 

号 ( 即 信 号 s[n]j，A 二 0，1，2，3) 中 

的 每 一 个 进行 估计 ， 判决 出 能 支持 这 

些 备 选 信号 判决 (如 果 有 的 话 ) 的 最 大 

值 域 边界 范围 ， 并 作为 你 声明 “有 m 

建立 的 判决 条 件 。 

(d 编写 一 段 程序 ， 自 动 地 重复 (b) 和 (c) 
很 多 次 (例如 10000 次 )， 并 且 确 定 正 
确 判 决 这 两 个 假设 ( 即 假设 被 正确 判决 
的 结果 部 分 ) 的 经 验 概率 ， 以 及 当 
‘Hi’ 被 正确 判决 时 能 正确 选择 A 的 经 
验 概率 。 二 元 假设 的 正确 判决 经 验 概 
率 与 在 A 已 知 的 情况 下 的 理论 概率 值 
相 比 较 ， 有 什么 异同 ? 

考虑 下 面 的 因果 DT 系统 。 输 入 xLnj 是 高 

斯 的 、 独 立 同 分 布 的 噪声 ， 其 均值 为 零 ， 

并 且 Rs [mj 二 6[m]。 输 入 同时 经 过 两 个 

信道 进行 发 送 ， 生 成 wo [四 和 wi [nj]， 如 

图 P13. 17 所 示 。 


(b 


Y 


Ce 


w 





图 P13.17 


假设 系统 在 很 久 以 前 就 启动 运行 ， 已 经 处 
于 稳定 状态 。 对 于 每 个 时 刻 n， 独 立地 选 
FE wo ln] w [作为 输出 yin]. 

(a) 计算 从 z[nj 到 wn], WRK z[nj 到 
wi[nj 的 滤波 器 的 冲 激 响 应 ， 即 确定 
hoLnj 和 hiLn]。 

(b) 给 定 一 个 特定 的 量 测 值 yin], 设计 一 
个 检验 以 判决 输出 是 来 自 于 wo [nj 还 
是 w [n], 并 且 确 定 对 于 判决 为 
wi[nj 的 检验 ， 相 应 的 yLnj 的 取 值 范 
围 如 何 。 你 的 判决 应 该 基于 最 小 错误 
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概率 检验 ， 并 假设 wi [nj 和 wo Ln] 相 
应 的 先 验 概率 分 别 等 于 于 。 


Cc) 现在 假设 开关 选择 we [nj] 的 概率 为 
Po, FAH w ln] BBW 1 一 
P。。 虚 警 概率 Pra 和 检测 概率 Pb 定义 
如 下 : 

Pra = P( 声 称 w[n] | 开关 选择 wo[n]) 
Py = P( 声 称 wln] | 开关 选择 wn] 
G) 找 出 最 大 的 P。， 使 得 Pra=Pp=1. 
Gi) 找 出 最 小 的 P,， 使 得 Pra =Pp=0. 
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信 系 统 的 传输 误差 )，281-282 
Complex conjugate( A JE 4%), 14, 79, 157, 176, 
179, 186, 482 
Complex frequency( 复 频率 )，8 
Complex mode pair( 复 模式 对 )，183，186 
Conditional probability( 条 件 概 率 ) 280-281 
Constant phase shift( 固 定 相位 偏 移 ) 64-66 
Constellation( 星 座 图 )， 参 见 FQ constellation 
Continuous random variable (连续 随机 变量 )， 
307-312 
Continuous-time(ct)all-pass system( 连 续 时 间 全 通 
系统 )，73-74 
phase of a( 相 位 的 ) 75 
Continuous-time(CT)filter( 连 续 时 间 滤 波 器 )，24 
Wiener( 维 纳 )，492 
Continuous-time Fourier transform(CTFT， 连 续 时 间 
傅 里 叶 变 换 ) 10, 422, 433 
Fourier transform pairs( 傅 里 时 变换 对 ) 13 
of impulse response( 冲 激 响 应 的 ) 8 
Continuous-time(CT) random process( 连 续 时 间 随 
机 过 程 )，382 
Continuous-time(CT) signal( 连 续 时 间 信 号 )，1， 
380-381 
absolutely integrable signal( 绝 对 可 积 信 号 ) 12 
discrete-time processing of (离散 时 间 处 理 )， 
21-28 
estimation of( 估 计 )，492-493 
exponential representation of( 复 指数 表达 形式 )， 
6-7 
mapping of( 映 射 )，3 


matched-filter impulse response of (匹配 滤波 器 
的 冲 激 响 应 ) 536 
one-sided exponential of( 单 边 指数 信号) 
random process( 随 机 过 程 ) 
Continuous-time(CT) state-space model( 连 续 时 间 
状态 空间 模型 ) 149-150 
equilibria of nonlinear time-invariant( 非 线性 时 不 
变 系 统 的 平衡 状态 ) 160-161 
generalizations in( 通 用 形式 )，150 
for integrator-adder-gain systems ( 积分 器 -加 法 
器 -增益 系统 ) 
LTI model(LTI 模 型 ) 
nonlinear and time-varying model( 非 线性 时 变 模 
型 )，150 
Continuous-time (CT) white noise (连续 时 间 白 骂 
声 )，396，492 
Continuous-time(CT) white process( 连 续 时 间 白 过 
FE), 430-431 
Continuous-time matched filter( 连 续 时 间 匹 配 滤波 
#8), 528-529 
Continuous-to-discrete(C/D) converter( 连 续 到 离散 
的 转换 器 ) ，22 
Convolution integral( 卷 积 积 分 )，5 
Convolution of system impulse response( 系 统 冲 激 
响应 的 卷 积 ) 396-398 
Convolution sum( 卷 积 和 )，5 
Covariance( 协 方差 ) 291 
matrix( 和 矩阵 ) 326, 465 
Correlation coefficient( 相 关系 数 ) 292, 296 
Correlation function(#H % XO, 388, 397 
Cross-correlation( Æ. #43), 395-398, 400, 431 
function( AL), 61, 386, 388, 431 
Cross-spectral densities( 互 功率 谱 密度 ) 431 
fundamental inequality for( 基 本 不 等 式 )，432 
Cumulative distribution function(CDF， 累 积分 布 
函数 ) ，283-284，286，388 
Cutoff frequency( 截 止 频率 ) 18, 106 


D 


Deadbeat( 无 节拍 )，249，261 
Deblurring( 去 模糊 )，478-479 
Decision regions in measurement space( 量 测 空间 的 
判决 区 域 ) ，354-355 
Decision rule( 判 决 法 则 )，347 
randomized( 随 机 化 )，376 
Deconvolution( 反 卷 积 )，478-479 
Decoupled or diagonalized representation( 去 #5 BY MT 
角 化 表示 ) 
CT system( 连 续 时 间 系 统 )，198-199 
DT system( 离 散 时 间 系 统 )，202 


Laplace transform( 拉 普 拉 斯 变换 )，203 
Delay-adder-gain system (延迟 -加 法 -增益 系统 )， 
144-145 
detailed component and interconnection equation 
(详细 的 元 件 和 互联 等 式 )，144 
input-output difference equation( 输 入 输出 差分 
方程 )，145 
memory of( 记 忆 性 )，144 
realization( 实 现 )，147 
response of( 响 应 )，144-145 
Demultiplication using DT Wiener filter( 利用 维 纳 
滤波 器 去 乘 性 因子 )，479-480 
Detectability( 可 检测 性 )，244 
Detection( 检 测 )， 参 见 signal detection 
in colored noise( 色 了 噪声)，525-528 
conditional probability of( 条 件 概率 ) ，354，357 
error probabilities( 误 差 概 率 ) 355 
minimum-error-probability symbol( 最 小 误差 概 
率 符 号 ) 351-353 
with minimum probability of error, decision rule 
for( 具 有 最 小 误差 概率 的 判决 规则 )，360 
ROC for signal in Gaussian noise( 高 斯 噪声 中 信 
号 的 接收 者 操作 特性 )，359-361 
setting or radar( 雷 达 设 置 )，355 
deterministic autocorrelation function( 确 定性 自 相 
PHO), 15-16, 60, 398-399, 427, 433- 
434, 521, 531-532 
Digital differentiator( 数 字 微 分 器 ) 25 
Diagonalized system( 对 角 化 系统 )，198 
Discrete-time(DT)all-pass system( 离 散 时 间 全 通 系 
统 )，74-75 
pole-zero plot for( 零 极点 图 )，75-76 
Discrete-time( DT) filtering (离散 时 间 滤 波 )，22， 
24, 158, 439 
Discrete-time( DT) random process( 离 散 时 间 随 机 
过 程 )，382 
Discrete-time (DT ) signal (离散 时 间 信 号 )，1， 
380-381 
absolutely summable signal( 绝 对 可 和 信号 ) 12 
energy spectral density (ESD) of (能 量 谱 密 
ey, 15 
finite-action signal( 有 限行 为 信号 ) 11 
finite-energy signal( 有 限 能 量 信号 )，11-12 
Parseval’s identity( 帕 斯 瓦尔 恒等式 )，13 
signal of slow growth( 缓 慢 增 长 信号 ) 12-14 
Discrete-time(DT) state-space model( 离 散 时 间 状 态 
空间 模型 )，146-149 
delay-adder-gain simulation of( 延 迟 -加 法 -增益 仿 
H), 147 
equilibria of nonlinear time-invariant (JE 2R tE it AB 
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变 系统 的 平衡 状态 ) 159 
generalization in( 一 般 化 ) 147-148 
LTI model(LTI 模型 ) 146-147 
nonlinear time-invariant model( 非 线性 时 不 变 模 
型 )，148-149 
time-varying( 时 变 )，148 
Discrete-time(DT) white process (离散 时 间 白 过 
程 )，429-430 
Discrete-time(DT) Wiener filters (离散 时 间 维 纳 滤 
波 器 ) 
causal( Al RAY), 480-487 
deconvolution or deblurring of blurred signal 
using( 模 糊 信 号 的 反 卷 积 或 者 去 模糊 )， 
478-479 
demultiplication using( 去 乘 性 因子 ) 479-480 
noncausal prediction( 非 因果 预测 )，475 
unconstrained( 无 约束 的 ) 472-480 
estimation of a signal corrupted by additive 
noise using( 对 加 性 噪声 干扰 信号 的 估计 )， 
476-478 
Discrete-time Fourier transform(DTFT， 离 散 时 间 
傅 里 叶 变换 )，9，16-17，428 
of deterministic DT signal( 确 定性 离散 时 间 信 
W 11-14 
Fourier transform pair( 傅 里 时 变换 对 )，13 
of impulse response( 冲 激 响 应 ) 9 
Inverse( 反 变换 ) 20 
synthesis/analysis pair( 综 合 / 分 析 对 ) ，10-11 
Discrete-time LTI filter( 离 散 时 间 LTI 滤波 器 )， 
174-176 
Discrete-time processing of continuous-time (CT) 
signal( 连 续 时 间 信 号 的 离散 时 间 处 理 )， 
21-28 
basic structure( 基 本 结构 )，22-23 
DT filtering and frequency response( 离 散 时 间 滤 
波 器 和 频率 响应 ) 24 
Dispersion( #7), 72, 105 
Dominant time constant(=E AY la] HRO, 246-247, 265 
Downsampling( EFF), 439 
Duality，time-frequency( 时 间 - 频 率 的 对 偶 性 )，111 


E 


Eigenfunction of an LTI system(LTI 系统 的 特征 函 
数 ) 6-10 

Eigenfunction property in DT case( 离 散 时 间 系 统 
的 特征 函数 性 质 ) 8 

Eigenvalue( 特 征 值 )，176，178-186 

nondistinct( 非 相 异 )，218 
Eigenvector( 特 征 向 量 ) 176, 178-186 
Einstein Wiener-Khinchin( EWK) theorem 


( 爱 因 斯 坦 - 维 纳 - 辛 钦定 理 )，434-436 
Electrical circuit (电路)， 参 见 resistor-inductor- 
capacitor(RLC) circuit 
Endemic equilibrium or steady state( 传 染病 平衡 态 或 者 
稳定 状态 )，143，160，163，189，190 
Energy density spectrum( 能 量 密度 谱 )，11 
Energy of a signal( 信 号 的 能 量 )，11 
output signal( 输 出 信号 )，14 
Energy spectral density(ESD， 能 量 谱 密度 )，14- 
157 4237438 
Equilibrium (F # K), 158-161 
Ergodicity of random process( 随 机 过 程 的 各 态 历 
#), 391-392 
ergodic in correlation #4 KtEM RAHA), 433 
ergodic in distribution( 分 布 的 各 态 历 经 ) 391 
ergodic in mean value( 均 值 的 各 态 历经 )，391- 
392, 419 
second-order ergodic( 二 阶 各 态 历经 ) 392 
spectral distribution, conditions for( 谱 分 布 的 条 
件 ) 427-428 
Estimate( 估 计 )，307 
Estimation( 估 计 )，306 ，464 
Estimatior( 估 计量 ) 312 
Euclidean vector space( 欧 几 里 得 向 量 空间 )，295 
Even function( 偶 函数 ) 422, 476 
Even sysmmetry( 偶 对 称 ) 388 
Event algebra( 事 件 代 数 )，279 
Expectation( 期 望 ) 286-287 
Expected time-averaged power spectrum( 期 望 的 功 
率 谱 的 时 间 平 均 ) 432-436 
Exponentially correlated process, PSD of (指数 相关 
过 程 的 功率 谱 密 度 ), 425-426 


F 


False alarm( 虚 警 ) 354-356 
error probability GR ÆW), 355 
False negative( 漏 报 ) 356 
False positive( 误 报 ) 356 
Feedback control( 反 馈 控 制 ) 
closed-loop control( 闭 环 控制 )，252 
LTI state feedback(LTI 状态 反馈 )，253-256 
observer-based (HE F WW 4), 262-266 
state( 状 态 ) 252-262 
filter( 滤 波 器 )， 参 见 Wiener filter 
causal( 因 果 的 )，444，468，484，487 
causal discrete-time( DT) Wiener( 因 果 离 散 时 间 
维 纳 滤波 器 ) ，480-487 
continuous-time(CT) (连续 时 间 )，24，492 
continuous-time matched (连续 时 间 匹 配 滤波 
#2), 528-529 


demultiplication using DT Wiener( 利 用 离散 时 间 
维 纳 滤波 器 去 乘 性 因子 )，480-487 
descrete-time(DT) (REATI), 22, 24, 158, 439 
finite impulse response( FIR) Wiener( 有 限 长 冲 激 
响应 维 纳 滤波 器 )，467-471 
ideal bandpass( 理 想 带 通 ) 15 
Kalman(-§ 7K), 245 
linear FIR( 线 性 FIR), 394-395 
low-pass( 低 通 ) 118 
modeling( 模 型 ) ，439-442 
noncausal( 非 因果 )，440 
steady-state Kalman fA A FI S), 245 
whitening( 白 化 ) 443-444 
Finite-action signal( 有 限行 为 信号 ) 11-12 
Finite-energy signal( 有 限 能 量 信号 ) 11-12 
Finite impulse response(FIR)estimation of a signal 
corrupted by additive noise( 加 性 噪声 干扰 信 
号 的 有 限 长 冲 激 响应 估计 )，467-468 


Finite impulse response(FIR) Wiener filter( 有 限 长 i 


冲 激 响应 维 纳 滤波 器 ) ，467-471 
in estimation of a signal corrupted by additive 
noise( 加 性 噪声 干扰 信号 的 估计 )，476-468 
in WSS random processes( 广 义 平 稳 随 机 过 程 )， 
467-469 
Finite impulse response( FIR) Wiener prediction( 有 
限 长 冲 激 响 应 的 维 纳 预测 )，469-472 
First-order hold (FOH) pulse (一 阶 保持 脉冲 )， 
27-28 
Fluctuation spectral density (FSD) (波动 谱 密度 )， 
426-428, 474, 482, 487, 527 
spectral factor of ( 谱 因 子 ) 440 
of a sum of two jointly WSS signals( 两 个 联合 广义 
平稳 信号 之 和 ) ，431-432 
Forward-Euler algorithm( 前 向 欧 拉 算 法 )，151-152 
Forward path, system function of( 系 统 函 数 的 前 向 
通路 ) 209 
Fourier transform phase( 傅 里 叶 变 换 相 位 )，111-112 
amplitude-phase representation( 幅 度 - 相 位 表示 )，63 
constant phase shift and system frequency 
response( 固 定 相 位 偏 移 和 系统 频率 响应 )， 
64-66 
for a discrete-time (DT) system (离散 时 间 系 
统 )，64 
effect of a nonlinear phase characteristic( 非 线性 
相位 特征 效应 )，66-73 
linear phase( 线 性 相位 )，64 
magnitude-phase representation( 模 -相位 表示 )， 
62-65 
phase ambiguity( 相 位 模糊 )，63 
time-domain effect( 时 域 效 应 )，63-64，69 


unwrapped phase( 展 开 的 相位 特性 )，63 
Fourier transform( 傅 里 叶 变 换 )，10-11，16，20， 
433-434, 481 
correlation relation( 相 关 关 系 )，399 
Parseval’s identity( 帕 斯 瓦尔 恒等式 )，13-15 
synthesis/analysis pair( 综 合 / 分 析 对 )，10-11 
Frequency response( 频 率 响应 )，105，530 
amplitude of( 幅 度 )，63 
of an all-pass system( 全 通 系 统 )，64-69，73-75 
of an ideal bandpass filter( 理 想 带 通 滤波 器 ) ，14 
of CT filter( 连 续 时 间 滤 波 器 )，24-25，77 
of CT LTI filter( 连 续 时 间 线 性 时 不 变 滤 波 
aH), 24 
defined( MH), 8 
of the desired optimum filter( 期 望 的 最 佳 滤波 
REN 527 
of DT system(DT 系统 )，9，25 
high (jy 3H). 9 
of ideal bandpass filter( 理 想 带 通 滤波 器 ) 527 
of ideal low-pass filter( 理 想 低 通 滤波 器 )，396 
low( 低 频 )，9 
of LTI DT filter( 线 性 时 不 变 离散 滤波 器 )，24 
in LTI systems (线性 时 不 变 系 统 )，10，22， 
625 526 
time-domain effect of( 时 域 效 果 ) 63 
magnitude of( 模 )，8，77-79 
of matched filter( 匹 配 滤波 器 ) 521, 527 
in nonlinear phase( 非 线性 相位 ) 72 
role in modeling filter( 模 型 滤波 器 中 的 作用 )， 
439-440 
of Wiener filter ( 维 纳 滤波 器 )，473，475- 
482，492 
Frequency-shift keyingC(FSK)( 频 移 键 控 ) 113-114 


G 


Gaussian process( 高 斯 过 程 )，385 
Generalized function( 广 义 函 数 )，16，18，421 
Group delay( 群 延迟 ) ，66-78 
of minimum-phase system (最 小 相位 系统 )， 
76-78 
nonconstant( 非 常量 )，71-72 
for touch-tone signal( 按 键 信 号 ) 72-73 


H 


Half-sample delay( 半 采样 延迟 ) 25-26 

Heart rate variability, psd estimation of (心率 变异 
性 信号 的 功率 谱 密度 估计 )，438-439 

Herglotz’s theorem( WIR F RE), 424, 442 

Hidden mode of the system (系统 的 隐藏 模式 )， 
204, 206-207, 210-211, 213, 218 
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in a combination of subsystem( 子 系统 的 组 合 )， 
208-210 

of CT system( 连 续 时 间 系 统 )，206-207 

Homogeneous solution( 齐 次 解 )，175 
Hypothesis testing( 假 设 检 验 ) 

binary( 二 进 制 )，353-361 

binary detection with antipodal signaling( 反 相信 
号 的 二 元 检测 ) ，535-538 

in coded digital communication (编码 数字 通 
48), 350 

extension of matched-filter detection ( DU fic Yë JE 4% 
检测 的 扩展 )，522-532 

likelihood ratio test( 似 然 比 检验 )，356-357 
人 7 362 

MAP decision rule in( 最 大 后 验 概率 判决 准则 )， 
347-350 

maximum a posteriori probability decision (最 大 
后 验 概率 判决 )，347 

with minimum probability of error( 最 小 误差 概 
率 ) 345-353 

minimum risk decision( 最 小 风险 判决 ) 361-363 

with multiple measurement( 多 重量 测 ) , 512-514 

Neyman-Pearson decision rule( 纽 曼 - 皮 尔 逊 判决 
准则 ) 359-360 

optimal decision( fx f£ #2), 347 

probability of error in terms of miss, false alarm 
and detection( 在 漏 警 、 虚 警 和 检测 方面 的 
误差 概率 ) ，354-356 

receiver operating characteristic( 接 收 者 操 作 特 
性 ) 360 

signal detection in i. i. d Gaussian noise( 独 立 同 分 
布 高 斯 噪声 中 的 信号 检测 ) 514-522 

signal discrimination in i. i. d Gaussian noise( 独 立 同 
分 布 高 斯 噪声 中 的 信号 鉴别 )，532-535 


EQ constellation(-Q 星座 )，115 
Ideal bandlimited interpolating converter( 理 想 带 限 
插值 转换 器 ) ，26 
Ideal bandpass filter( 理 想 带 通 滤波 器 ) ，15 
frequency response of( 频 率 响 应 ) 422 
Ideal C/D converter( 理 想 连 续 / 离 散 转 换 器 ) 22 
Ideal D/C converter( 理 想 离散 /连续 转换 器 ) ，26 
Ideal low-pass filter( 理 想 低 通 滤波 器 )，23，26， 
102, 396 
L L D( 独 立 同 分 布 )， 参见 independent identically 
distributed process 
Impulse response ( 冲 激 响应 )，102，153，209， 
344, 398, 528, 537 
for all-pass filter( 全 通 系 统 )，69-71 


of an LTI filter( 线 性 时 不 变 滤 波 器 ) 105 
of BIBO-stable system( 有 界 输入 有 界 输 出 的 稳 
定 系 统 )，18 
bilateral z-transform of( 双 边 z 变换 )，9 
of a causal DT LTI state-space system( 因 果 离 散 
线性 时 不 变 状态 空间 模型 )，155-157 
constant phase shift and( 固 定 相 位 偏 移 )，65 
continuous-time Fourier transform(CTFT) of (连续 
时 间 傅 里 叶 变 换 )，8 
of CT LTI system( 连 续 线性 时 不 变 系统 )，400 
discrete-time Fourier transform(DTFT)of( 离 散 
时 间 健 里 叶 变 换 )，9 
finite( 有 限 的 )，468 
LITA Jp BL 
Laplace transform of( 拉 普 拉 斯 变换 )，21 
of LTI systems (LTI 系统 )，5-6，392，395， 
400，427 
nonlinear phase shift and( 非 线性 相位 偏 移 ) 71 
real-valued( 实 值 )，75，78 
relation between the DT and CT( 离 散 时 间 和 连 
续 时 间 的 关系 )，24 
right-sided( 右 边 的 ) 21 
of stable DT LTI system( 稳 定 离 散 线 性 时 不 变 
系统 )，399 
Incrementally linear system( 增 量 线性 系统 )，5 
Independence of event (事件 的 独立 性 )，281， 
286-287 
Independent identically distributed (i. i. d. ) Process 
(独立 同 分 布 过 程 )，383，523 
signal discrimination in i. i d. Gaussian noise( 独 立 同 
分 布 高 斯 噪声 中 的 信号 鉴别 )，532-535 
zero-mean Gaussian noise,，detecting( 零 均值 高 斯 
噪声 中 的 信号 检测 ) 514-522 
Infective-free equilibrium or steady state( 无 感染 平 
衔 态 或 者 稳定 状态 )，143，160，163 
Input-state-output structure of ct system( 连 续 时 间 
系统 的 输入 -状态 -输出 结构 ) 
of composite system( 组 合 系统 )，207-208 
feedback configuration( 反 馈 配 置 ) 209-210 
hidden mode( 隐 藏 模式 )，206-209 
input-output relation(# A fi tH KA). 202-206 
loss of observability( 可 观测 性 损失 )，207 
loss of reachability( 可 达 性 损失 ) 207-208 
observability, notion of (可 观测 性 概念 )， 
206-208 
parallel configuration( 平 行 配置 )，210 
reachability, notion of( 可 达 性 概念 )，206-208 
transfer function in( 传 输 函 数 ) 203-205, 207 
input-state-output structure of DT system( 离 散 时 


间 系 统 的 输入 -状态 -输出 结构 ) 


hidden mode( 隐 藏 模式 )，211 
nonminimal realization( 非 最 小 化 实现 )，213-214 
reachability and observability of (可 达 性 和 可 观 
测 性 )，212-214，216-219 
target state，reaching( 获 取 目 标 状 态 ) 214-216 
transfer relation( 转 移 关 系 )，210-211 
unilateral z-transform( 单 边 z 变换 )，210-211 
Instantaneous output property (瞬时 输出 特性 )， 
151-152 
Instantaneous power, spectral distribution of 
expected (期 望 瞬 时 功率 的 谱 分 布 )， 
422-425 
Integrator-adder-gain system( 积 分 -加 法 -增益 系统 ) 
CT state-space model for( 连 续 时 间 状 态 空间 模 
HY), 144-145 
of inverted pendulum for small angle( 小 角度 的 
倒立 摆 ) 150-151 
Integrator( 积 分 器 ) 145-146, 149-150 
Interference，intersymbol( 码 间 于 扰 ) 108-110 
Internal behavior of a system( 系 统 内 部 行为 )，133 
Interpolation( 插 值 ) 
bandlimited( 带 限 ) 23, 25-27 
of the DT sequence( 离 散 时 间 序 列 ) 23 
linear( 线 性 ) 27 
Intersymbol interference(ISD (#4 [a] F Ht), 108-110 
no ISI( 无 码 间 干 扰 ) 109 
Nyquist condition for no ISI( 无 码 间 干扰 的 奈 奎 
斯 特 准 则 )，110 
zero ISI( 零 码 间 干扰 )，592 
Intersymbol spacing( 码 间距 )，104，109-110 
Inverse fourier transform( 傅 里 叶 反 变换 )，408 
Inverse laplace transform( 拉 普 拉 斯 反 变换 ) 205 
Inverse system( 逆 系统 )，169 
Inverse z-transform(z 反 变 换 ) ，19-20 
Inverted pendulum (倒立 摆 )，135-137，150-151， 
161, 164, 182-183 
eigenvalue and eigenvector for linearized model 
(线性 模型 的 特征 值 和 特征 向 量 )，179-180 
equilibrium in( 平 衡 点 )，161 
linearized state-space models (线性 状态 空间 模 
型 )，164，179-180 
observer-based feedback control( 基 于 观测 器 的 
反馈 控制 )，265-266 
ith mode frequency (4 i 个 模式 频率 )，See modal 
frequency( 参 见 模 态 频率 ) 
ith mode of undriven system (未 驱动 的 系统 的 第 i 
个 模式 )，181 


J 
Johnson-Nyquist noise (约翰 逊 - 奈 奎 斯 特 噪 


声 )，431 

Jointly distributed random variable( 随 机 变量 的 联 
合 分 布 )，285 

Jointly wide-sense stationary( WSS) process( 联 合 广 
义 平稳 过 程 )，387，394，396，398-399， 
407, 431-432, 434, 464-465, 467-468, 
472-474, 492 


K 


Kalman filter for a state-space system OR Æ [al A 
统 的 卡尔 曼 滤波 器 ) 245 

Kalman filtering( 卡 尔 曼 滤波 ) 464, 487 

Optimal state estimates (最 优 状态 估计 )， 

491-492 

Kirchhoff’s current law(KCL)( 基 尔 霍 夫 电 流 定 
##), 138 

Kirchhoff’s laws (ÆR 78 KE HE)» 2 

Kirchhoff’s voltage law (KVL) (HÈ iK Æ K H JEE 
1#), 138 


L 


Laplace transform( 拉 普 拉 斯 变换 ) 20 
correlation relation( 相 关 关 系 )，399 
Left half-plane( 左 半 平 面 )，21，78-80，184， 
187, 245 
Left-sided signal( 左 边 信号 )，19，21 
Likelihood ratio test( 似 然 比 检验 )，356-357 
Linear and time-invariant (LTI) state feedback 
design( 线 性 时 不 变 状态 反馈 设计 ) 
closed-loop( 闭 环 ) 254-256 
control effort( 控 制作 用 力 ) 256 
Linear and time-invariant (LTI) state-space model 
(线性 时 不 变 状态 空间 模型 ) 
continuous-time (CT)and discrete-time (DT) ( 连 
续 时 间 和 离散 时 间 )，174-178 
CT exponential solution and mode( 连 续 时 间 指 数 
解 和 模式 ) 177-179 
general solution of( 通 解 )，175 
Lth-order LTI state-space equation(L 阶 线性 时 
不 变 状态 空间 方程 )，237 
open-loop control( 开 环 控 制 )，252-253 
state estimation error (状态 估计 误差 )， 
239, 242 
undriven system, response of (无 驱动 的 系统 的 
响应 )，177-179 
vector and matrix operation( 向 量 和 和 抢 阵 操作 )， 


175-177 
zero-input response( ZIR) of ( 零 输 入 响应 ) 175, 
177-190 


zero-state response(ZSR)of( 零 状态 响应 )，175 
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Linear and time-invariant(LTD system( 线 性 时 不 变 
系统 )，4-5，138 
characterization through convolution( 通 过 卷 积 表 
征 )，6 
condition to be BIBO stable( BIBO 稳定 系统 的 条 
件 )，6 
exponentials as eigenfunction of ( 复 指数 信号 作 
为 特征 函数 ) 6-10 
Fourier transform( 傅 里 叶 变换 ) 10-11 
impulse response( 冲 激 响 应 ) 5-6, 395, 400 
state-space model from LTI input-output model 
(基于 LTI 输 入 输出 模型 的 状态 空间 模型 )， 
153-158 
Linear estimation of random process( 随 机 过 程 的 线 
性 估计 )，392-395 
linear FIR filtering( 线 性 FIR 滤波 ) 394-395 
linear prediction( 线 性 预测 )，392-394 
LinearFIR filtering( 线 性 FIR 滤波 )，394-395 
Linear interpolation( 线 性 插值 ) 27 
Linearity( 线 性 )，4，6，10，200， 295, 396, 434 
Linearization( 线 性 化 ) 161-164 
Linearized state-space model( 线 性 化 的 状态 空 间 模 
型 ) 
inverted pendulum( 倒 立 摆 )，164， 179-180 
second-order DT nonlinear system( 二 阶 离散 时 
间 非 线性 系统 )，161-163 
for viral propagation( 病 毒 传 播 ) + 163 
Linear minimum mean square error(LMMSE) estimation 
(线性 最 小 均 方 误差 估计 )，292，295 
matrix and vector of covariance( 协 方差 矩阵 和 向 
量 ) 465-466 
mean square error criterion for( 均 方 误 差 准 则 )， 
324-325 
multiple measurements( 多 重量 测 )，323-326 
normal equations for( 正 规 方程 )，326，465 
of one random variable from a_ single 
measurement of another( 从 另外 一 个 随机 变 
量 的 单 次 量 测 中 完成 随机 变量 的 估计 )， 
318-321 
optimal linear estimator( 最 佳 线性 估计 值 )，319 
orthogonality and unbiasedness condition( 正 交 无 
偏 条 件 ) 320, 325 
prediction of a WSS process( 广 义 平 稳 过 程 的 预 
测 )，392，469 
of random variable( 随 机 变量 ) 
associated minimum mean square error 
(MMSE) (关联 的 最 小 均 方 误差 )，466 
construction of LMMSE estimatior (构建 
LMMSE 估计 值 )，465-466 
from a WSS process( 广 义 平稳 过 程 )，466-467 


zero-mean error( 零 均值 误差 )，466 
for a signal in additive noise ( 加 性 噪声 中 的 信 
SY, 321-322 
for sinusoidal random process (iE 9% fii HL xt #2)» 
322-323 
for two noisy measurement (两 次 带 品 量 测 )， 
326-327 
Linear periodically varying( LPV) system( 线 性 周期 
时 变 系统 )，217 
Linear phase( 线 性 相位 )，64 
LMMSE, 参见 linear minimum mean square error 
(LMMSE)estimation 
Low-pass filter (Ri JE Wak)» 118 
L-step observability matrix (L 6 WT WW HE E 
RE), 217 
Lumped model( 集 总 模型 )，146 
Lumped system( 集 总 系统 )，134 


M 


magnitude( 模 ) 
of all-pass system frequency response( 全 通 系 统 
频率 响应 ) 73, 75, 77 
Fourier transform( 傅 里 叶 变换 ) 62-63 
of frequency response MR li] WZ), 8, 77-79 
of signals of slow growth( 缓 慢 增 长 信号 ) 12 
squared( 平 方 的 )，14-15， 443 
of a stable system( 稳 定 系统 )，78 
ZIR( 零 输入 响应 ) 182, 187-189, 255 
Magnitude-phase representation of a Fourier 
transform( 秆 里 叶 变 换 的 模 - 相 位 表示 )， 
62-65 
MAP, 参见 maximum a posteriori probability 
(MAP) decision 
Mapping (Hkt), 2-3, 5-8, 11, 283 
Marginally stable system (边缘 稳 ERB), 187, 
189, 484 
Matched filter( 匹 配 滤波 器 ) 519-533 
continuous-time (CT) version (连续 时 间 情 况 )， 
528-529 
extension of( 扩 展 )，522-532 
frequency response of( 频 率 响应 )，521，527 
on-off and antipodal signaling, detection of( 开 关 
和 有 反 相 信号 的 检测 )，535-538 
property of( 特 征 )，521-522 
scaling of( 定 标 )，520-521 
Matched filtering( 匹 配 滤波 ) 
continuous-time (CT) version of the detection 
problem (检测 问题 的 连续 时 间 情 况 )， 
528-529 
for infinite duration and finite-energy signal (7c RR 


持续 时 间 和 有 限 能 量 信号 ) 522 


maximizing SNR for signal detection in white 


noise( 白 噪声 中 最 大 化 信 品 比 的 信号 检测 )， 


522-525 
for Nyquist pulse design( 奈 奎 斯 特 脉冲 设计 )， 
529-530 


optimum decision rule( 最 优 判 决 准则 )，526 
for signal detection in colored noise( 色 噪声 中 的 
信和 号 检测 ) 527 
thresholding of sampled output of an LTI filter 
(LTI 滤波 器 样本 输出 的 阀 值 );，523 
for unknown arrival time and pulse compression 
(未 知 到 达 时 间 和 脉冲 压缩 )，530-532 
Matrix exponential of CT system( 连 续 时 间 系 统 的 
矩阵 指数 ) 199-200 
sampled-data model( 样 本 -数据 模型 )，200-202 
Maximum a posteriori probability (MAP) decision 
(最 大 后 验 概率 判决 )，347-350 
for minimum probability of error( 误 差 的 最 小 概 
率 ) 362-363 
for on-off signaling in uniform noise( 均 名 噪声 中 
的 开关 信号 ) 348 
with three hypotheses( 三 种 假设 )，349-350 
Measurement noise( 量 测 噪 声 )，237-238，242- 
246，249，252，491 
Memoryless dt system( 无 记忆 离散 时 间 系 统 )，3 
Memoryless system( 无 记忆 系统 )，3-4 
Memory of the system( 系 统 的 记忆 )，133-134 
Minimal realization( 最 小 实现 )，204，235 
Minimum-error-probability symbol detection( 最 小 误差 
概率 的 符号 检测 )，351-353 
Minimum mean square error( MMSE) (最 小 均 方 误 
差 )，306-307，318-327，466 
for bivariate Gaussian random variable( 二 元 高 斯 
随机 变量 )，311-312 
of causal Wiener filter( 因 果 维 纳 滤波 器 ) 483 
for discrete random variables( 离 散 随 机 变量 )， 
309-310 
estimate vs estimator( 估 计 与 估计 量 ) 313-314 
estimator for bivariate Gaussian random variable 
(二 元 高 斯 随机 变量 的 估计 量 )，313 
of finitely correlated process( 有 限 相 关 过 程 )， 
470-471 
frequency-domain expression for( 频 域 表 达 式 )，474 
of geometrically correlated process( 几 何 相 关 过 
程 )，470 
orthogonality of MMSE estimator(MMSE 估计 
值 的 正 交 性 )，317 
of unconstrained discrete-time(DT) Wiener filters 


(无 约束 的 离散 时 间 维 纳 滤波 器 )，473 


estimation of a signal corrupted by additive noise 
(加 性 噪声 干扰 信号 的 估计 )，477-478 
Minimum-phase modeling filter( 最 小 相位 建 模 滤 波 
器 ) 485-487 
Minimum-phase spectral factorization (最 小 相位 谱 
因 式 ) ，482 

Minimum-phase system( 最 小 相位 系统 )，76 

causal, stable system as cascade of (AK WM AR 
稳定 系统 )，77 

group delay of( 群 延迟 )，76-78 

Minimum-probability-of-error hypothesis testing( 最 

小 误差 概率 的 假设 检验 )，345-353，522 

for symbol detection( 符 号 检测 )，351-353 

using MAP rule (利用 最 大 后 验 概率 准则 )， 
523 588 

Minimum risk( 最 小 风险 )，361 
miss( 漏 警 ) 354-356 
conditional probability of( 条 件 概 率 ) 519 
error probability GR W), 355 

MMSE, #& Ji minimum mean 

(MMSE) 
Modal coordinate( 模 态 坐 标 ) 
constraint on( #4 RARE), 191-192 
driven CT system (被 驱动 的 连续 时 间 系 统 )， 
191-194 

driven DT system( 被 驱动 的 离散 时 间 系 统 )，194 

as a function of time( 作 为 时 间 子 数 )，192 

general modal decomposition (通用 模 态 分 
解 )，193 

modal matrix( 模 态 矩 阵 )，191 

sampled value of( 采 样 值 )，194-195 

similarity transformation and diagonalization( 相 似 变 
换 和 对 角 化 )，196-200 

in state evolution equation( 状 态 演 化 方程 )，192 

in term of eigenvector (依据 特征 向 量 )，192， 
194, 196 

Modal frequency( 模 态 频率 ) 181 

Modal solution( 模 态 解 )，181-182，184 

Mode( 模 式 )，288，308 
asymptotically stable( 渐 进 稳定 )，249 
complex pair( 复 数 对 ) 

in CT( 连 续 时 间 )，183-184 
in DT( 离 散 时 间 )，186-187 
decay (Æ), 249 
hidden (KAJ), 204, 206-211, 213, 218 
ith, of undriven system( 未 驱动 的 系统 的 第 i 个 
模式 )，181 
observable and unobservable( 可 观测 的 和 不 可 观 
测 的 )，206，214-215，250，260 
reachable and unreachable( 可 达 的 和 不 可 达 的 )， 


square error 


343 


344 信和 号、 系统 及 推理 


206, 218, 256-258 
Modeling filter( 模 型 滤波 器 ) 439 
Model( 模 型 ) 2-3 
mapping vs behavioral form( 上 映射 与 行为 形式 )， 
2-3 
Moment of a random variable( 随 机 变量 的 矩 )，288 
Multivariate Gaussian( 多 元 高 斯 )，324，526 


N 


Narrowband input signal (F # tm AR 5), 66-68 
Newton’s law, rotational form of( 牛 顿 定律 的 旋转 
ÉR), 135 
Neyman-Pearson decision rule( 纽 曼 - 皮 尔 逊 判决 准 
Wj), 359-360 
Neyman-Pearson test( 纽 曼 - 皮 尔 逊 检验 )，359 
Noise( MW FF), 281, 383, 39), 511-512 
Additive( 加 性 的 )， 参 见 additive noise 
binary pulse-amplitude modulation in( 二 进 制 脉 
冲 幅度 调制 )，343-345 
channel( 信 道 ) 105, 113, 351 
colored, detecting in (有 色 噪 声 的 检测 )， 
525-528 
CT white( 连 续 时 间 白 噪声 )，396，492，528 
Gaussian( 高 斯 ) 
detection and ROC for signal in( 信 号 的 检测 和 
接收 者 操作 特性 )，359-361 
independent, identically distributed (i. i. d.) 
(独立 同 分 布 )，514-522，530 
signal discrimination in i: i. d(4hiz lal 4) 4018 
号 的 鉴别 ) 532-538 
immunity( 免 疫 ) 117 
trade-off between error decay and( 与 误差 衰变 之 
间 的 折 中 )，244-245 
Johnson-Nyquist( 约 翰 还 -奈奈 斯 特 )，431 
MAP rule for on-off signaling in uniform (MAP 
准则 应 用 于 均匀 分 布 噪声 中 的 开关 信 
号 )， 348 
measurement ( 量 测 )，237-238，242-246，249， 
252, 491 
modeling of( 建 模 )，245 
overall closed-loop system, impact on( 对 整个 
闭环 系统 的 影响 )，264 
state error, impact on (对 状态 误差 的 影 
响 )，245 
observer error representation of( 观 测 器 误差 的 表 
示 )，244-251 
unit-intensity white( 单 位 强度 的 白 品 声 ) 440 
white( 白 噪声 ) 492, 530 
maximizing SNR for signal detection in( 最 大 


化 信 噪 比 的 信号 检测 ) ，522-525 


zero intersymbol interference (ISI) in noise-free 
case( 在 无 噪声 情况 下 的 零 码 间 干 扰 )，529 
Nonideal D/C converter ( 非 理想 离散 /连续 转换 
器 ) 26-28 
Nonlinear phase( 非 线性 相位 )，66-73 
effect on touch-tone signal( 对 按键 信号 的 影响 )， 
72-73 
time-domain effect of( 时 域 的 影响 )，68 
Nonlinear system( 非 线性 系统 )，148，220 
Nonlinear time-invariant state-space model( 非 线性 
时 不 变 状 态 空间 模型 )， 
equilibrium in( 平 衡 点 )，158-161 
Normal equation( 正 规 方程 )，326，465 
Nullspace( 零 空间 ) ，217 
Nyquist frequency( 奈 奎 斯 特 频率 ) 35 
Nyquist pulse( 奈 奎 斯 特 脉 冲 )，110-113 
design( 设 计 )，529-530 
smoother frequency-domain transition( 平 滑 频 域 
过 渡 )，111-112 
for zero intersymbol interference (ISD (4 44 [aj F 
H), 529-530 
Nyquist rate( RÆK), 23-24, 104, 444 
Nyquist sampling theorem ( # 4 My RK FE EM), 
27, 110 


O 


Observer design( 观 测 器 设计 )，243-251 
for detectable system( 可 检测 系统 )，244 
error dynamics( 误 差 动 态 )，243-244 
observer error dynamic (观测 器 误差 动力 学 )， 
243-244, 250-251 
observer gain( 观 测 器 增益 ) 242 
plant disturbance, noises and error dynamic( 场 
景 干 扰 、 噪 声 和 误差 动态 ) 244-245 
for ship heading error( 船 航向 误差 )，248-249 
for undamped suspended pendulum (7c fH JE & 
#2), 245-247 
Observability( J WLW HE), 210-211, 255, 487 
of composite system( 444 AZ), 207-208 
of CT systems GE é it [i] ABE). 207-208 
of a DT system( #3 MAT fa] ABE), 212-213 
with nondistinct eigenvalue ( dE #4 5 4f 1E (A). 
218-219 
in a series combination of subsystems( 子 系统 的 
级 联 组 合 ) 209 
Observability matrix( 可 观测 性 矩阵 ) 216-217 
Observable system( 可 观测 系统 )，206 
Observer-based compensator (基于 观测 器 的 补偿 
器 ) ，262-264 
Observer-based feedback control( 基 于 观测 器 的 反 


馈 控 制 )，262-264 
for inverted pendulum( fi] 17 #2), 265-266 
Odd function( 奇 函数 ) 65-66 
One-sidedz-transform( fj = 变换 )，18 
One-stepWiener filter for prediction( 单 步 维 纳 滤波 
器 预测 )，487 
On-off signaling( 开 关 信 和 号) 104, 345, 535 
binary detection with( 二 元 检测 )，536 
detection with matched filter( 运 用 匹配 滤波 器 检 
测 )，535-538 
Open-loop control( 开 环 控 制 )，252-253 
Open-loop system ( 开 环 系统 )，252，255-256 ， 
259-260 
Order of state-space description( 状 态 空间 描述 的 阶 
数 ) ，134 
Orthogonality( 正 交 性 ) ，472-473 
of LMMSE estimatiorCLMMSE 估计 值 )，325 
of MMSE estimator(MMSE 估计 值 )，317 
Outcome( 结 果 )，279 
Overshoot( 过 冲 ) 245 


P 


Paley-Wiener condition( 佩 利 - 维 纳 条 件 )，482 
PAM, J pulse amplitude modulation(PAM) 
Parallel interconnection( 并 联 连接 ) 157 
Parseval’s identity( 帕 斯 瓦尔 恒等式 )，13-15 
Parseval’s theorem( 帕 斯 瓦尔 定理 ) 528 
Partial fraction expansion( 部 分 分 式 展 开 ) ，inverse 
z-transform(z 反 变 换 ) 19-20 
Passband pulse-amplitude modulation( 通 带 脉冲 幅 
度 调 制 )，113-118 
binary PSK (BPSK) (二进制 相 移 键 控 )，114-115 
frequency-shift keyingC(FSK)( 频 移 键 控 ) 114 
LQ constellation(-Q 星座 图 )，115 
Phase-shift keying(PSK)( 相 移 键 控 )，114-115 
QPSK (quadrature phase-shift keying， 正 交 相 移 键 
控 )，115 
Quadrature-amplitude modulation (CQAM， 正 交 幅 
度 调制 )，116-118 
Pendulum( 47) 
conventional model( 常 规模 型 )，135 
hanging (HE), 180, 184 
inverted (f) 54), 135-137, 150-151, 161, 164, 
182-183 
linear model of( 线 性 模型 )，137 
observer-based feedback control( 基 于 观测 器 的 
反馈 控制 )，265-266 
real-time simulation( 实 时 仿真 )，240-241 
state-space description of( 状 态 空 间 描 述 )，136 
time-invariant description of (时 不 变 描 述 )， 


136-137 
variable( 变 量 )，136 
Period，sampling( 采 样 周期 )，56，64 
Periodic convolution( 周 期 卷 积 ) 480 
Periodic impulse train( 周 期 冲 激 串 ) 110 
Periodic sampling( 周 期 采样 )，105 
Periodogram( 周 期 图 )，433，435，445 
of a +1 Bernoulli process( +1 伯 努 利 过 程 )， 
436-437 
of finite-duration signal( 时 限 信 号 ) 433 
Welch’ s method ( 韦 尔 奇 法 或 Welch 法 )， 
435, 439 
Phase( 相 位 )， 参 见 Fourier transform phase 
of a continuous-time(CT)all-pass system( 连 续 时 
间 全 通 系 统 )，75 
delay of the system( 系 统 延 迟 )，66，69 
for touch-tone signal( 按 键 信号 ) 72-73 
linear( 线 性 ) 64 
nonlinear( 非 线性 )，69-73 
unwraped( 展 开 的 )，63-64，66-67，69 
Phase plane( 相 平面 )，182-183 
Phase-shift keying(PSK)( 相 移 键 控 ) 113-115 
Phase shift( 相 移 ) 64-65, 113-115 
Plant( 场 景 ) 237 
design of an observer for (观测 器 的 设计 )， 
243-251 
Lth-order LTI state-space equations( 工 阶 LTI 状 
态 空间 方程 )，237-238 
model for( 模 型 ) 237-238 
observer-based feedback control( 基 于 观测 器 的 
反馈 控制 )，262-266 
real-time simulation( 实 时 仿真 )，239-241 
representation of a DT LTI( 离 散 时 间 LTI 系统 
的 表示 )，238 
state feedback control( 状 态 反馈 控制 )，252-262 
state observer or state estimator for the plant% 
景 的 状态 观测 器 或 者 状态 估计 量 )， 
241-243 
Poisson times( 泊 松 时 刻 ) 390 
Polar signaling( 极 性 信和 号) 104 
Pole-zero cancellation( 零 极点 抵消 )，204 
Pole-zero plot( 零 极点 图 )，17，75-76 
Positive predictive value( 阳 性 预测 值 ) ，356 
Power spectral density (PSD) (功率 谱 密 度 )， 
400，421 
of an independent identically distributed (i. i. 
d) )process( 广 义 同 分 布 过 程 )，428-429 
application of( 应 用 ) 437-444 
of a £1 Bernoulli process( 士 1 伯 努 利 过 程 )， 
436-437 


345 


346 信号、 系统 及 推理 


DTFT of( 离 散 时 间 健 里 叶 变 换 )，429 
of a DT WSS process( 离 散 广 义 平稳 过 程 )，439- 
442 
of exponentially correlated process (指数 相关 过 
#2), 425-426 
heart rate variability, PSD estimation of (ty 344 
异性 信号 的 功率 谱 密 度 估计 )，438-439 
modeling filter( 模 型 滤波 器 ) 439-442 
of one-step correlated process ( 单 步 相关 过 
程 )，428 
of sinusoidal random process( 正 弱 随 机 过 程 )， 
424-425 
spectral distribution of expected instantaneous power 
(期 望 瞬 时 功率 的 谱 分 布 )，422-425 
Predator-prey model( 捕 食 模型 )，172 
Prediction( 预 测 ) 
FIR( 有 限 长 冲 激 响 应 )，469-472，484 
linear( 线 性 的 )，392-394 
noncausal( 非 因果 )，475 
one-step Wiener filter for( 单 步 维 纳 滤波 器 ) 487 
role of modeling filter in( 模 型 滤波 器 的 作用 )， 
485-487 
of a WSS CT process (广义 平稳 连续 时 间 过 
程 )，493 
Prevalence( 发 生 率 ) 356 
Price of causality( 因 果 性 的 代价 ) 510 
Probability( 概 率 ) 
conditional (4% #F), 280-281 
of declaring a target, radar context( 雷 达 背 景 下 
发 现 目标 )，354 
distribution( 分 布 )，283-285 
event algebra( 事 件 代数 )，279-280 
independence of event (事件 的 独立 性 )，281， 
286-287 
measure( 量 测 )，280 
mutually independent events( 相 互 独立 事件 )，281 
sample space( 样 本 空间 )，279 
Probability density function (PDF) (概率 密度 郴 
Hl), 284, 286, 307, 382 
Bivariate(— 70), 290 
Morgenstern’ sE #8 $7 4H), 338 
Gaussian( if), 289 
general (ii FAAS), 288 
particular( 45) MW), 289 
strict-sense stationary(SSS， 严 格 平稳 ) 386 
uniform( 均 句 )，289 
Probability mass function(PMF， 概 率 质量 分 布 函 
HO), 284-285 
Probability of error( 误 差 概率 ) 
with bipolar or antipodal signaling( 双 相 或 反 相 


信号 ); 535 
hypothesis testing in( 假 设 检验 )，345-353 
MAP decision rule for( 最 大 后 验 概率 判决 准 
则 )，362-363 
minimum conditional( 最 小 条 件 概 率 ) 346-347 
in terms of miss, false alarm and detection( 在 漏 警 、 
虚 警 和 检测 方面 的 )，354-356 
Proximally correlated process (邻近 相关 过 程 )， 
470, JL one-step correlated process 
PSD, Æ J power spectral density ( PSD) of 
the process 
Pulse-amplitude detection on noise( 噪 声 的 脉冲 幅 
度 检 测 ) 343 
Pulse-amplitude modulation (PAM) (脉冲 幅度 调 
制 )，102 
baseband( 基 带 ) 103-110 
binary( 二 进 制 )，343-345 
determination of symbol rate in( 符 号 率 的 确定 )， 
107-108 
intersymbol interference (ISI) ( 码 间 于 扰 )， 
108-110 
no-ISI property of (无 码 间 干扰 特性 ) 109-110 
numerical simulation of( 数 值 仿 真 )，535-538 
passband( 通 带 )，113-118 
Pulse compression( 脉 冲压 缩 )，531 
Pulse repetition interval( 脉 冲 重复 间隔 ) 26, 104 


Q 


Q( + )function(Q 函数 ) 518 
Quadrature-amplitude modulation (QAM) ( 正 交 幅 
度 调 制 )，116-118 
constellation diagrams( 星 座 图 )，116-117 
demodulation scheme for( 解 调 方案 )，118 


R 


Radius of convergence( 收 敛 半 径 )，18 
Raised cosine( 升 余弦 ) 112 
Random noise( 随 机 噪声) 314 
Random oscillator( 随 机 振荡 器 ) 381, 387-388 
Random process( 随 机 过 程 )，2，237，306 
bandlimited( 带 限 )，444 
battery, probabilistic experiment with( 电 池 的 概 
率 试 验 ) 383-384 
coin toss, probabilistic experiment with( 抛 硬币 
的 概率 试验 ) 384 
CT WSS( 连 续 时 间 广 义 平稳 ) 444 
definition and example of( 定 义 和 实 例 )，392-395 
ergodicity of( 各 态 历 经 )，391-392 


first- and second-moment characterization of (一 阶 


矩 和 二 阶 矩 特征 )，385-386 
linear estimation of( 线 性 估计 )，392-395 
sinusoidal (IE 53%), 322-323 
stationary( 平 稳 的 ) 245 
zero-mean( 零 均值 ) 238 
Random signal( 随 机 信号 ) 279, 322-323, 380 
Random telegraph wave( 随 机 电报 波形 )，390-391 
Random variable( 随 机 变量 ) 283 
centered and normalized( 中 心 化 和 归 一 化 ) 292 
conditional expectation of( 条 件 期 望 )，289 
continuous( 连 续 ) 307-312 
correlation or second cross-moment( 相 关 或 二 阶 
交叉 矩 )，291 
deterministic linear function of (确定 性 线性 郴 
数 )，293 
expectation of a function of (函数 的 期 望 
{H), 290 
expected value of a sum of( 和 的 期 望 )，288 
Gaussian density for( 高 斯 密度 ) 288, 293 
jointly distributed( 联 合 分 布 )，285-286 
moment of a(#i), 288 
uniform(4j4J), 288 
variance of (77 #2), 291 
variance or centered second moment of (方差 或 二 
MPL), 288 
as vector( [ij ig), 294-296 
Randomized decision rule( 随 机 判决 准则 )，376 
Range(of a matrix) (矩阵 的 范围 ) 177 
of L-step reachability matrix (L 2 7J 3k %# 
RE), 216 
Rank(of a matrix) GEREMEK), 177 
Rational z-transform( 有 理 的 z AER), 17 
Reachability( A] iX E£), 210-211, 214, 255, 487 
of composite system( 组 合 系统 ) 207-208 
of CT system( 连 续 时 间 系 统 )，206-207 
of a DT system( 离 散 时 间 系 统 )，212-213 
with nondistinct eigenvalue( 非 奇异 特征 值 )， 


218-219 
in a series combination of subsystem( 子 系统 的 级 
KAA), 209 


state feedback and( 状 态 反 馈 )，260 
Reachability matrix( 可 达 和 矩阵 )，216-217 
L-step( 工 步 )，217 
Reachable system( 可 达 系 统 )，206 
Realization( 实 现 ) 381, 391 
Real-time simulation of plant behavior( 场 景 行为 的 
实时 仿真 )，239-241 
behavior of state error vector( 状 态 误 差 向 量 的 性 
能 )，239 
in CT( 连 续 时 间 )，240 


state error equation and output error( 状 态 误差 方 
程 和 输出 误差 )，240 
of a suspended pendulum( 悬 摆 的 )，240-241 
Receiver operating characteristic (ROC) (接收 者 操 
MEITE), 359 
for signal in Gaussian noise( 高 斯 噪声 中 的 信 
号 ) 359-361 
Rectangular window( 和 矩形 窗 )，435，439 
Region of convergence (ROC) (收敛 域 )，7-9， 
17-18 
boundary of (FBR), 18-20 
for a left-sided signal( 左 边 信 号 ) 19-20 
for a right-sided signal( 右 边 信号 ) 19-20 
signal properties( 信 号 属性 ) 18-19 
Reproductive ratio( 再 生 率 ) 143 
Resampling( 重 采样 ) 108 
Resistorcapacitor circuit( 电 阻 -电容 电路 )，2 
Resistor-inductor-capacitor (RLC) circuit (电阻 - 电 
感 -电容 电路 )，137-138 
constraints on variable( 变 量 的 约束 条 件 )，138 
input，output，and state variables( 输 入 、 输 出 和 
状态 变量 )，139 
input-output second-order LTI differential equation 
(输入 -输出 二 阶 LII 微 分 方程 )，140 
state-space description for( 状 态 空间 描述 ) 139- 
140 
transfer function from input to output( 从 输入 到 
输出 的 转移 函数 )，140 
voltage source，defined( 定 义 的 电压 源 )，138 
Riccati equation( 黎 卡 提 方 程 )，492 
Right half-plane( 右 半 平 面 )，21，77-79，202 
Right-sided signal( 右 边 信 号 ) 19, 21 
Roll-off parameter( 滚 降 参 数 ) 112 


S 


Sample space( 样 本 空间 )，279 
Sampled-data model( 样 本 -数据 模型 )，194 
Sampling (采样 )，22，111，113，386，521-523， 
526, 528, 5305 536-537, 539 
bandlimited random precess ( 带 限 随机 过 
程 )，444 
a CT signal( 连 续 时 间 信 号 ) 25 
bandlimited( 带 限 )，64 
Nyquist rate and( 奈 奎 斯 特 率 ) 23-24 
Nyquist sampling theorem( 奈 奎 斯 特 采 样 定理 )， 
yat ak ML. 
in PAM scheme( 脉 冲 幅度 调制 方案 )，104-105 
in PSD estimation( 功 率 谱 密度 估计 )，439 
a random process( 随 机 过 程 )，386 
Sampling frequency( 采 样 频率 ) 457 


347 


348 信号、 系统 及 推理 


Sampling interval( 采 样 间隔 ) 22, 48, 201, 248 
Sampling period( 采 样 周期 )，106 
Sampling theorem( Ff 4E FE), 27, 110, 444 
Scaling property( 尺 度 变换 性 质 ) 106 
Sensitivity( 灵 人 敏 度 ) 356 
Ship heading error dynamic( 船 航向 误差 动态 )， 
248-249，260-262 
Signal detection (信号 检测 )，395， 参 见 matched 
filtering solution 
hypothesis testing with multiple measurement (多 次 
量 测 的 假设 检验 )，512-514 
minimum-error-probability decisions( 最 小 误差 
概率 判决 )，512-514 

optimum decision rule for( 最 优 判 决 准则 )， 

512-513 
in identically distributed(i. i. d.)zero-mean(J~ 
义 同 分 布 零 均值 ) 

Gaussian noise( 高 斯 噪声 ) 514-522 
characterizing performance (表征 性 能 )， 
517-519 

hypothesis test for {Rit REE), 517-518 

matched filtering (DU Wc we yk), 519-522 

optimal solution for( Ax Èf), 515-517 

probability of error over all possible outcome 
(所 有 可 能 结果 的 误差 概率 ) 519 

signal discrimination in( 信 和 号 鉴别 ) , 532-538 

probability, role of( 概 率 的 作用 ) ，281 
Signal discrimination in i. i. d.  Zero-mean 
Gaussian noise( 独 立 同 分 布 零 均 值 高 斯 噪声 
中 的 信号 识别 ) 532-538 
binary( 二 进 制 )，533-535 

Cauchy-Schwarz inequality in( 柯 西 - 施 瓦 茨 不 
等 式 )，534 

detecting known signal( 检 测 已 知 信号 )，534 

probability of error in( 误 差 概 率 )，534-535 

minimum error probability( 最 小 误差 概率 )，533 
using matched filter( 运 用 匹配 滤波 器 )，533 

on-off and antipodal PAM( 开 关 和 反 相 脉冲 幅 
度 调 制 信号 ) 535-538 

Signal estimation( 信 和 号 估计 )，395 
of CT signal( 连 续 时 间 信 号 ) ，492-493 
Kalman filtering( 卡 尔 曼 滤波 )，464，487 
optimal estimate( 最 优 估 计 )，491-492 
LMMSE estimation for random variable( 随 机 变 
量 的 LMMSE 估计 )，465-467 
associated minimum mean Square error 
(MMSE) (与 最 小 均 方 误差 相关 的 )，466 
construction of LMMSE estimator (构建 
LMMSE 估计 值 )，465-466 
matrix and vector of covariance ( #5 # Ail [a] BAY 


协 方差 )，465-466 
from a WSS process (来 自 广义 平稳 过 程 )， 
466-467 
zero-mean error( 零 均值 误差 )，466 
Wiener filtering( 维 纳 滤波 ) 
causal DT( 因 果 离 散 时 间 系 统 )，480-487 
FIR( 有 限 长 单位 冲 激 响 应 )，467-472 
observer implementation and (观测 器 实现 )， 
489-491 
of a signal corrupted by additive noise (hi PE I% 
声 干 扰 的 信号 ) 487-489 
unconstrained DT (无 约束 的 离散 时 间 )， 
472-480 
Signal in additive noise( 加 性 噪声 中 的 信号) 
LMMSE estimator for (LMMSE 估计 值 )， 
321-322 
MMSE estimator for(MMSE 估计 值 )，314-317 
Wiener filter for (Hè 44 uë W #), 476-477, 
487-489 
Signal processing ( fm & 4k HE), 76, 153, 306, 
343, 380, 392 
biomedical CE WR), 437 
pulse amplitude modulation(PAM) , role in( 幅 度 脉 冲 
调制 的 作用 )，102，113 
Signal( 信 号 )，1-2， 参 见 continuous-time (CT) signal; 
discrete-time(DT) signal 
of slow growth( 缓 慢 增长 ) 12-14 
Signal-to noise ratio (SNR) ( 信 噪 比 )，374， 
S12, 522 
Similarity transformationm( 相 似 变换 ) 196-200 
CT system( 连 续 时 间 系 统 )，196-197 
DT system( 离 散 时 间 系 统 )，197 
input-output relationships of ( 输 入 - 输 出 关 
系 )，197 
to modal coordinate( 模 态 坐 标 )，197-198 
Sinc function (sinc K M&), 62-63, 110, 424, 
435-436 
Singularity function( 奇 异 函 数 ) 12 
Sinusoidal random process( 正 弦 随 机 过 程 ) 
LMMSE estimator for (LMMSE 估计 值 )， 
322-323 
PSD of (功率 谱 密度 ) ，424-425 
SIR model(SIR 模型 ) 141 
SNR, J signal-to-noise ratio(SNR) 
Specificity FÆ HE) » 356 
Spectral abscissa( 谱 横 坐 标 )，187 
Spectral distribution( 谱 分 布 ) 
conditions for ergodicity of mean( 均 值 各 态 历 经 
的 条 件 )，427-428 
of expected instantaneous power (期 望 瞬时 功 


率 ) 422-425 
fluctuation spectral density (波动 谱 密 度 )， 
426-428 
Spectral estimation( 谱 估计 )，435-436 
Spectral factorization( 谱 因 式 )，78-80，482 
Squared error( 平 方 误差 )，15-16 
Squared-sinc transform of triangular pulse( 三 角 脉 
冲 的 平方 sinc 变换 形式 )，435-436 
Stable (稳定)， 参 见 bounded-input，bounded-output 
(BIBO)stable system 
Stabilizability( 稳 定 化 )，255 
Standard deviation( 标 准 差 )，288 
State error model of the real-time simulator( 实 时 仿 
真 器 的 状态 误差 模型 )，239 
State error vector, behavior of (状态 误差 向 量 的 性 
能 )，239 
State evolution property( 状 态 演化 特性 )，151 
State feedback control( 状 态 反 馈 控 制 )，252-262 
closed-loop transfer function (闭环 传输 函数 )， 
259-260 
for a pendulum with torque, control( 对 单 摆 转 
抑 的 控制 )，257 
steering dynamics of a ship( 船 的 转向 特性 )， 
260-262 
State observer or state estimator for the plant( 场 景 
的 状态 观测 器 或 者 状态 估计 量 )，241-243 
from an input-output difference equation( 输 入 - 输 
出 差分 方程 )，154-155 
approximation of state trajectory at a discrete set 
of times( 在 一 组 离散 时 间 点 上 的 状态 近似 
轨迹 )，151-152 
for a causal system( 因 果 系 统 ) 133-134 
CT case( 连 续 时 间 情 况 )，149-150 
defining characteristics of (定义 的 特征 )， 


151-153 
delay-adder-gain systems( 延 迟 -加 法 -增益 系统 )， 
144-145 


DT case( 离 散 时 间 情 况 )，146-149 

electrical circuits( HH), 137-140 

equilibria and linearization of nonlinear( 非 线性 系 
统 的 平衡 状态 和 线性 化 ) 158-164 

fourth-order(4 K), 154 

instantaneous output property (瞬时 输出 特 
性 ) 152 

inverted pendulum( 倒 立 摆 )，135-137 

linearization of( 线 性 化 ) 161-164 

from LTI input-output models(LTI 输入 -输出 模 
HW), 153-158 

realization( 实 现 )，168 

state evolution property (状态 演化 特性 )， 


151-152 
for unit-sample or impulse response( 单 位 采样 或 
冲 激 响应 )，155-158 
viral propagation( 病 毒 传播 )，141-143 
Stationarity( 平 稳 ) 
strict-sense( SSS) (严格 平稳 )，386 
wide-sense( WSS) (广义 平稳 )，386-387 
Stationary random process( 平 稳 随 机 过 程 )，245 
Steady-state Kalman filter( 稳 态 卡 尔 曼 滤波 器 )，245 
Stochastic process( 随 机 过 程 )，279，380，449， 
参见 random processes 
Strict-sense stationary(SSS) (严格 平稳 ) 386 
Superposition property (#& Hil TE Jit), 147 
Symbol rate( 符 号 率 ) 104 
Symmetry (对 称 性 )， 
389，518 
System function( 系 统 函 数 ) 21, 400, 444 
System identification( 系 统 标识 )，395 
System( A 46), 2, J linear and time-invariant 
(LTD system 
causal( AFA). 4-6, 19, 21 
continuous-time (CT)all-pass (连续 时 间 全 通 系 
HE), 73-75 
discrete-time(DT)all-pass( 离 散 时 间 全 通 系 统 )， 
74-76 
property( 性 质 )，3-5 
representation as an input-output mapping( 表 示 


为 输入 到 输出 的 映射 )，3 
nj 


280-281, 295, 388- 


Taylor series approxiration( 泰 勒 级 数 近似 )，67 
Time-domain effects of frequency response( 频 率 响 
应 的 时 域 效应 ) 63-64, 69 
Time-frequency duality( 时 频 对 偶 性 )，111 
Time invariance( 时 不 变 ) 4, 6, 147-148 
Time-invariant system (Æ A 4 AB), 4, 参见 
linear and time-invariant(LTI) system 
Time-reversed signal( 时 间 反 转 信号 ) 15 
Time-shifted version of signal( 时 移 的 信号 )，4 
Time window( 时 间 窗 )，383 
Total squared error( 总 的 平方 误差 )，15-16 
Transfer function (传输 函数 )，7，21，73-78， 
133,153, 218-219,° 233 
of a causal DT LTI system( A DT LTI 系统 )， 
156-157 
of causal Wiener filter( 因 果 维 纳 滤波 器 )，483- 
484，487，489 
closed-loop( 闭 环 ) ，259-260，264 
coefficient matrices of( 系 数 矩 阵 ) 140, 145 
exactly proper( 完 全 适合 ) 204 


349 


350 信号、 系统 及 推理 


for feedback configuration( 反 馈 配 置 ) 209 
input-output( 输 入 -输出 )，202-213 
of minimum-phase filter( 最 小 相位 滤波 器 ) ，486 
of modeling filter( 建 模 滤 波 器 ) ，442，450，483 
observer( 观 测 器 ) 490-491 
of one-step Wiener prediction filter( 单 步 维 纳 预 
测 滤波 器 ) 487 
for parallel configuration( 并 行 配置 )，210 
of stable LTI system or sensor( 稳 定 LTI 系 统 或 
感应 器 ) 77-78, 478 
strictly proper( 严 格 适合 ) 204 
Transposition( 转 置 )，146，255 
Triangular function( 三 角 函 数 ) 424 
Two-sided signal( 双 边 信 号 ) 111 


U 
unbiased estimator( 无 偏 估计 量 ) 317 


unconstrained discrete-time (DT) Wiener filters (无 
约束 的 离散 维 纳 滤 波 器 ) 472-480 
coherence function( #4 PAM), 474-475 
construction of an LMMSE estimator ( #4 建 
LMMSE 估计 值 )，472 
deconvolution or deblurring by( 反 卷 积 或 者 去 模 
糊 )，478-479 
demultiplication by( 去 乘 性 因子 ) 479-480 
error fluctuation spectral density(FSD) (波动 谱 
密度 误差 )，474 
estimation of a signal corrupted by additive noise 
using( 加 性 噪声 干扰 信号 的 估计 )，476-478 
in frequency domain representation ( Hil 域 表 
IR), 474 
minimum mean square error( MMSE) (最 小 均 方 
RÆ), 474, 483-484 
noncausal prediction( 非 因果 预测 )，475 
orthogonality condition( 正 交 条 件 )，472-473 
response of unconstrained optimal LMMSE( 无 约 
柬 的 最 优 LMMSE 响应 ) 473 
unbiasedness condition( 无 偏 条 件 ) 472 
unconstrained estimation of a singal corrupted by 
additive noise( 加 性 噪声 和 干扰 信号 的 无 约束 
估计 )，476-478 
Undriven system( 未 驱动 的 系统 ) 
CT system( 连 续 时 间 系 统 )，177-185 
DT system( 离 散 时 间 系 统 )，185-187 
ith mode of( 第 i 个 模式 )，181 
linear and time-invariant (LTI) (线性 时 不 变 )， 
177-179 
modal solution of( 模 态 解 )，177 
Unipolar signaling( 单 极 信号 ) 104 
Unit circle( 单 位 圆 ) 9, 16-19, 76, 80, 188 


Unit delay( A(z HEIR), 144 

Unit impulse response or unit sample response (#4 
位 冲 激 响 应 或 者 单位 采样 响应 )，5 

Unobservable subspace (不 可 观测 的 子 空间 )， 
216-217 

Unobservable system( 不 可 观测 的 系统 )，206 

Unreachable system( 不 可 达 系 统 )，206 

Unwrapped phase of frequency response( 展 开 相 位 
的 频率 响应 )，63-64，66-67，69，71 

nonlinear( 非 线性 ) 67 


V 


Variance( Fj #), 287 
Vector-space interpretation of correlation property 
(相关 性 的 向 量 空间 描述 ) 294-296 
correlation coefficient( 相 关系 数 ) 295-296 
in Euclidean space( 欧 式 空间 ) 295 
lengths of vectors( 向 量 长 度 ) 295 
standard properties( 标 准 属 性 ) 295 
Viral propagation model( 病 毒 传播 模型 ) 141-143 
asymptotic stability of linearized( 线 性 化 系统 的 
渐进 稳定 性 ) 189-190 
basic reproductive ratio( 基 本 再 生 率 ) 143 
component subpopulations( 亚 群 成 分 )，141 
endemic steady state( 传 染病 稳定 状态 ) ，143 
equilibria in( 平 衡 状 态 ) 159-160 
infective-free steady state( 无 感染 稳定 状态 ) 143 
linearized model for( 线 性 化 模型 ) 163 
state-variable trajectory( 可 变 状态 轨迹 ) 142-143 
time-invariant eqdtation( 时 不 变 方程 )，141-142 


W 


Welch’s method( Welch 法 ) 435, 439 
Whitening filter( 白 化 滤波 器 ) 443-444 
White noise( 白 噪声 ) 396, 440, 489, 492 
White process( 白 过 程 )，429-431，439-441，443， 
452，456，464，486-487，489，491，500， 
523, 525 
Wide-sense stationary (WSS) process (广义 平稳 过 
#2), 386-387 
autocorrelation function of (A #43 K AX), 385- 
388, 395-396, 398-400, 424 
autocovariance function of( 自 协 方差 函数 ) 385- 
389, 391, 395 
colored (tE), 429 
with finite expected instantaneous power, 
spectral distribution of (有 限 的 期 望 瞬 时 功 
率 的 谱 分 布 )，422 
jointly WSS processes( 联 合 广义 平稳 过 程 )，387 
LMMSE estimation of random variables from( 随 


机 变量 的 LMMSE 估计 )，466-467 

LTI filtering of(LTI 滤波 )，395-400 

zero-mean( 零 均值 ) 396-397 

zero-mean CT-WSS noise process( 零 均值 连续 时 
间 广 义 平 稳 噪 声 过 程 )，528 

Wiener filter( 维 纳 滤 波 器 ) 480-487 

autocovariance function 〈 自 协 方差 函数 )， 
481-482 

causal( 因 果 的 )，487-489 

corresponding MMSE( 相 应 的 MMSE), 483 

FIR( 有 限 长 冲 激 响 应 ) ，467-471 

frequency response of (频率 响应 )，473，475- 
482，492 

LMMSE estimation(LMMSE 估计 )，486 

minimum-phase modeling filter( 最 小 相位 模型 滤 
波 器 ) ，485-487 

MMSE estimation(MMSE 估计 ) ，486-487 

observer implementation of (观测 器 实现 )， 
489-491 

predictor (FAW) #) , 483-487 

of a signal corrupted by additive noise( 加 性 噪声 
干扰 的 信号 ) 487-489 

spectral factor( 谱 因子 ) 488 

stability and causality conditions( 因 果 稳 定 的 条 
件 )，482 

unconstrained( 无 约束 的 )，472-480 

Windowing( 加 窗 )，433 


¥ 


Young’s inequality ARPER), 60 
Yule-Walker equations Yule- Walker F7##), 326, 469 


Z 


Zero-input response(ZIR) of LTI state-space model 
CLT I 状态 空间 模型 的 零 输 入 响应 )，175， 
177-190 


asymptotic stability #it fe). 187-190 
complex mode pair in CT( 连 续 时 间 的 复 模式 
对 )，183-184 
complex mode pair in DT( 离 散 时 间 的 复 模式 
对 )，186-187 
entries of nth ppwer MICR MN n KI), 185-186 
general ZIR solution in DT case( 离 散 时 间 情 况 下 
的 通用 ZIR 解 )，186 
of linearized inverted pendulum model( 线 性 倒立 
HRA), 182-183 
of linearized pendulum model in normal hanging 
position( 悬 挂 正 常 位 置 的 线性 化 单 摆 模 
型 )，184-185 
modal coordinate value( 模 态 坐 标 值 )，191，193 
modal decomposition of DT ZIR (离散 时 间 ZIR 
的 模 态 分 解 )，186 
modal representation of CT system (3 2 AY ja] A 
统 的 模 态 表示 )，181-182 
oscillatory contribution to( rH HR), 187 
similarity transformation( 4H (U2), 197 
undriven CT system( 未 驱动 的 连续 时 间 系 统 )， 
177-185 
undriven DT system( 未 驱动 的 离散 时 间 系 统 )， 
185-187 
Zero intersymbol interference (ISD (443 间 干 扰 )， 
529， 参 见 intersymbol interference(ISD 
Zero-mean random process( 零 均值 随机 过 程 )，238 
Zero-order hold (ZOH) pulse ( 零 阶 保持 脉冲 )， 
27-28 
z-transform pair(z 变换 对 )，20 
z-transform (z 变换 )，9，14，17， 
482-483 
bilateral( 双 边 ) 9, 16-20, 211 
inverse(j), 19-20 
one-sided( 单 边 的 ) ，18 
unilateral( 单 边 ) ，210-211 


399-400， 


851 


